前 言 





数 俏 分 析 的 主要 月 标 是 仅 用 最 简单 的 算术 运算 来 获得 复杂 问题 的 近 侯 解 . 换 何 闫 说 , 它 的 

任务 是 用 :系列 容易 的 步 双 来 解 町 难 的 问题 .显然 ,这 意味 着 寻求 可 在 计算 机 上 使 用 的 算法 步 
又 来 为 我 们 解 题 . 问题 来 自 数 学 的 方方面面 ,特别 是 代数 与 分 析 , 第 此间 的 界限 有 时 尾 准 以 分 
清 的 .数值 分 析 家 从 这 些 领 霹 中 借用 了 不 少 背 景 理论 , 为 明晰 起 见 , 某 些 内 容 还 必须 包含 在 入 
门 课程 中 . 与 此 同时 , 我 们 的 主题 也 打破 界 邓 吧 合 不 少 素 材 . 数 值 方法 已 对 代数 和 分 析 理 论 作 
出 重要 贡献 . 
在 这 第 二 版 中 加 进 了 许多 新 的 课题 , 包 揪 向 后 分 析 、 样 菜 . 自 适度 积 分 .快速 Fourier 变换 、 
有 限 元 .刚性 微分 方程 以 及 QR 方法 .线性 方程 组 那 一 章 已 经 完全 改写 . 一 些 老 课 题 被 簿 减 或 
取消 .然而 由 于 历 中 的 原因 古典 数值 分 析 中 有 代表 性 的 内 容 仍 部 分 地 保留 .其 些 割舍 使 作者 其 
感 忱 异 , 尤其 痛心 的 是 删除 了 微分 方程 解 的 存在 性 的 构 迁 性 证 明 . 总 体 来 说, 新 版 内 和 容 更 符 台 
客观 要 求 , 但 同样 可 以 说 是 课程 本 身 的 需要 . 

它 的 陈述 刘 式 与 日 的 保 曾 不 变 . 其 材料 适用 于 第 一 年 学 位 课程 .在 作 怡 当 的 衍 选 后 也 可 方 
便 地 作为 一 个 学 期 的 入 门 课程 .题目 的 叙述 禄 式 既 可 方便 地 作为 其 他 课本 的 补充 ,也 可 作为 独 
立 的 研究 .每 一 章 开 闪 依 然 是 本 章 内 容 的 综述 , 并 且 可 以 看 作 是 本 章 的 内 容 索 引 . 其 内 容 不 打 
算 靠 其 自身 来 说 明 , 而 是 在 解 题 中 提供 它们 的 细节 

下 面 重 述 我 在 第 一 版 前 言 中 的 最 后 一 段 话 :党 无 疑问 , 虽然 已 竟 尽 全 力 , 而 错误 仍 在 所 难 
免 .也 许 由 于 犯错 误 的 机 会 是 如 此 之 多 ,以致 于 数值 分 析 上 作者 属于 世界 于 最 能 自我 意识 到 出 
错 的 一 类 人 .对 于 来 自 读 者 的 发 现 错误 的 声音 我 是 由 囊 地 欢迎 . (对 第 一 版 中 这 一 吓 请 确 应 者 
宴 大 . ) 除了 对 所 有 难以 理解 的 "真理 " 作 共 同 的 探讨 所 感到 的 快感 之 外 , 别 无 酬谢 ， 
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第 一 章 数值 分 析 是 什么 


算法 

数值 分 析 的 目的 是 仅 用 简单 的 算术 运算 解 复杂 的 数值 问题 , 并 开发 和 评估 由 给 出 的 数据 
计算 数值 结果 的 方 法 .这 些 计算 方法 被 称 为 势 法 . 

我 们 将 致力 于 对 算法 的 研究 .迄今 为 止 , 仍 未 找到 某 些 问题 的 满意 擂 法 ; 另 一 方面 , 当 存在 
者 几 种 不 同 算法 时 , 我 们 必须 从 中 作出 选择 .选择 这 个 而 非 那个 算法 时 存在 种 种 理应 ,但 有 两 
个 明显 的 标准 : 速 虞 与 精度 . 速度 快 显然 是 一 种 优势 , 虽然 就 适当 规模 的 问题 而 言 ,这 一 优势 因 
计算 机 的 能 力 而 被 削弱 列 尽 .但 对 于 大 规模 的 问题 ,速度 们 是 重要 的 因素 ,速度 慢 的 算法 由于 
不 实用 会 被 湖 汰 . 然而 ,在 其 他 条 件 均 相 同时 , 速度 较 快 的 方法 定 会 被 首肯 . 
例 1.1 求 出 2 的 平方 根 , 直至 共有 4 位 十 进 制 小 数 . 

仅 用 4 种 基本 的 算术 运算 , 存在 着 不 只 一 个 算法 .无 疑 ,算法 
2 


二 从 





























1 二 ]， zz 


是 邻 人 满意 的 . 据 此 , 由 少数 几 步 心算 就 能 很 快 得 到 


_ _ 3 - -了 =- 寺 | 芋 
2 2 3 2 2 
或 四 舍 五 入 到 4 位 十 进 制 小 数 ， 
2 = 1.500， .ra = 1.4167， xd = 1.4142. 
最 后 的 z, 所 有 的 4 位 小 数 均 是 正确 的 .这 个 数值 算法 具有 悠久 的 历史 , 并 且 , 它 将 在 
第 25 章 中 作为 方程 求 根 的 特殊 博 况 而 再 次 遇 到 . 
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误 莽 
数值 计算 的 乐观 主义 者 会 问 计算 结果 有 均 精确; 而 数值 计算 的 悲观 主义 者 会 问 结果 中 已 

引入 了 多 少 误差 .显然 ,这 两 个 问题 是 相同 的 .给 出 的 数据 , 很 少 是 精确 的 ,因为 它 通常 源 于 测 

基 过 程 , 从 而 , 答 人 的 信息 中 或 许 存 在 着 误差 .并 且 , 算法 本 身 通 常 也 会 带 来 误差 , 或 许 是 不 可 

避免 的 伟人 误差 ,这样 , 箱 出 的 信息 中 将 包含 出 自 这 两 种 来 闻 的 误差 . 

例 1.2 假设 数 0.1492 准确 到 给 出 的 4 位 十 进 制 小 数 , 换言之 , 它 是 处 在 0.14915 与 0.14925 
之 间 的 一 个 真 值 的 近似 ,那么 ,其 误差 至 多 为 第 5 位 小 数 的 5 个 单 伍 或 第 4 位 小 数 的 
半 个 单位 .在 此 情况 不 ,这 个 近似 值 被 称 为 具有 4 位 有 效 数 宝 .类似 地 ,倘若 14. 吧 的 
误差 木 想 过 10.005, 则 它 具 有 2 位 准确 的 小 数 和 4 位 有 效 数 宰 . 

例 1.3 当 数 0.10664 缩写 成 0.1066 时 ,被 称 为 四 合 五 人 成 4 位 小 数 .而 0.10666 将 被 四 售 五 
入 成 4.1067. 若 给 出 的 数字 是 准确 的 , 则 在 这 两 种 情况 下 , 册 舍 和 人 造成 的 误差 不 大 于 
0.00005. 前 -个 例子 是 商 王 " 舍 "， 后 一 个 例子 是 向 上 “和 人”. 像 0.10665 这 种 边界 状 
况 , 通常 含 人 到 最 接近 的 偶数 数字 , 这 里 舍 到 0. 1066. 这 避 开 了 长 期 以 来 不 知 向 下 售 
还 是 向 上 入 的 乾 侈 ， 

例 1.4 1.492 乘 以 1.066, 积 是 1.590472. 计算 机 按 国定 的 * 字 长 "工作 , 所 有 的 数 均 剪裁 成 这 
个 长 度 . 假 设 有 一 台 康 构 的 4 位 数字 的 机 器 , 那么 ,上述 的 积 将 被 四 舍 五 人 到 1.590. 
这 种 售 人 误差 是 算法 误差 , 由 现代 计算 中 下 可 避免 的 大 量 计 算 所 造成 . 


支 摊 理论 
虽说 我 们 数值 分 析 的 着 眼 点 将 面向 应 用 ,得 我 们 会 自然 而 然 地 涉及 支撑 理论 (supporting 
































茹 值 分 帮 








theorv) .这 种 理论 用 于 发 现 算法 及 建立 算法 的 有 效 性 .通常 指导 我 们 的 这 个 理论 其 有 本质 的 
趣味 ; 它 挟 有 魅力 的 数学 . 寺 是 , 我 们 就 有 了 两 个 最 好 的 领域 . 但 切 匆 忘 记 ,我 们 的 兴趣 更 多 的 
例 1.5 计算 三 角 冰 数 、 指 数 函 数 以 及 其 他 非 初等 函数 的 值 , 显然 要 依赖 支撑 理论 . 对 于 小 的 
z;: 为 了 获得 它 的 余弦 值 , 经 点 的 级 数 























了 寺 看 
卫 二 补 . 
co 


仍 旦 一 个 好 人 选 择 . 当 zz =0.5, 它 恋 成 
cos0.5 = 1 一 0.125 +0.0026041 一 0.0000217 + … = 0.877582 . 
这 是 足够 精确 的 .在 此 情况 下 , 更 深层 的 支撑 理论 可 确定 误差 界 ; 该 理论 指出 , 对 于 像 
和 
这 样 的 级 数 , 误差 下 大 于 第 一 个 格 去 的 项 { 见 题 1.9) .这 里 ， 第 一 个 略 去 的 项 是 8， 对 
于 了 =0.5, 它 恰好 达到 小 天 0.0000001 . 


数 的 表示 法 


出 十 我 们 的 最 终日 标 是 数值 的 , 故 关 于 数 的 表示 法 , 仅 用 一 两 句 话 将 是 不 适当 的 , 出 于 我 
们 最 热 悉 十 进 制 的 数 , 故 数值 输入 通常 将 使 用 这 种 形式 . 然而 ,几乎 众 厅 周知 ,通常 计算 机 发 现 
二 进 制 表示 法 更 方便 . 它 的 0 和 1 对 应 于 电 牙 的 关 与 开 如 电 压 的 高 与 低 状态 . 对 于 正 整 数 ,二 
进 制 的 形式 是 






































2 四 127 CT do2， 
而 对 小 于 工 的 止 数 , 它 是 
好 + 过 + 
其 中 , 所 有 的 二 进 制 数字 4; 取 0 或 1 这 种 天 示 是 惟一 的 . 
泽 点 表示 法 [floating-bpoint representation) 烙 外 方便 .在 这 种 形式 中 ， 数字 用 三 个 部 分 来 描 
述 :一 是 符号 , 一 是 尾数 (mantissa), 一 是 阶 (exponent)( 自 向 也 带 有 一 个 符号 ). 作为 最 初 的 例 
子 , 回 到 十 进 制 , 数 0.1492 能 表示 为 











+0.1492 108 
它 的 符号 是 + ,尾数 是 0. 1492, 而 阶 是 0. 在 其 他 的 可 能 性 中 ,以 +1.492 10 一代 蔡 它 也 是 可 以 
的 , 查 一 般 的 习惯 要 求 第 一 位 ( 非 零 ) 数 字 愉 好 出 现在 小 数 点 后 , 然后 ,由 阶 来 处 理 数 基 级 .这 种 
表示 法 被 称 为 规格 化 (normalized) .十 是 ,14%2 将 被 表示 为 0.149%2 104 . 
例 1.6 将 十 进 制 的 13.75 转换 为 二 进 制 的 浮 点 形式 . 


有 更 正式 的 转换 方法 .但 即使 没有 它们 , 由 于 小 数 点 的 左边 是 8+4+ ,而 右边 是 六 + 

















寺 , 易 见 13.75 等 价 的 二 进 制 数 是 1101.11. 现 将 它 写成 


+0.110111(+ 100)， 

其 中 , 图 括号 中 的 100 起 着 阶 4 的 作用 , 最 终 转换 成 
01101110100， 

倘若 人 得 某 种 约定 ,对 于 电 的 效果 来 说 , 这 数 中 仅 有 0 和 1 是 令 人 感 兴趣 的 .首位 1 
被 解释 为 正 号 (] 将 意味 着 负 号 ). 然后 ,6 个 二 进 制 数字 或 比特 (bit) 作 为 尾数 , 并 假定 
在 该 尾数 前 有 一 个 二 进 制 的 小 数 点 . 紧 接 着 的 0 是 另 一 个 正 号 , 它 是 防 的 符号 , 然后 ， 
这 个 阶 结束 该 表示 法 .最 终 的 形式 看 上 去 很 不 像 13.75, 但 它 能 被 理解 . 实际 中 , 尾数 
与 阶 将 包含 更 才 的 位 数 , 并且 符号 与 阶 的 形式 也 将 产生 变化 , 而 羡 点 表 孙 法 是 现代 计 
算 中 的 一 个 基本 工具 ， 


向 量 与 矩阵 的 范 数 
一 个 向 量 的 Fuclid 长 度 ,对 于 分 基 为 ww 的 向 址 普 来 说 , 即 
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《1 二 


它 也 被 称 为 Y 的 -个 范 数 (norm), 以 符号 外 立 ‖ 记 之 .这 个 范 数 的 3 个 基本 心 质 是 

1. 1 1 幸 0, YI =0 当 芋 仪 妆 站 = 人 

2.1cyl=|ciFl1l ,对 任意 常数 

3. | + 本 外 芝 外 7 外 + 直 琵 让. 
最 后 一 合式 子 即 通常 所 说 的 三 角 不 等 式 . 

若干 其 他 的 实 函 数 也 共有 这 些 性 质 ,并 且 也 被 称 为 范 数 . 令 人 特别 感 兴 趣 的 是 工 , 范 数 

了 王 
1Y 几 = 这 1 

当 记 =1 时 , 它 是 工 ; 范 数 , 是 各 分 量 的 绝对 值 之 和 和 . 当 靖 =2 时 , 它 就 是 康 知 的 向 其 长 产 或 
Euclid 范 数 . 当 疡 趋向 于 无 穷 大 时 , 取出 占 优 势 的 ww, 于 是 我 们 得 到 最 大 范 数 (maximum 


normy》 


























| | = max1l zy 上 
在 不 止 一 个 场合 , 万 其 在 研究 算法 的 误差 特性 时 , 我们 将 能 找到 这 些 范 数 的 用 和 途 
例 1.7 利用 L; 范 数 ,向 基 (1,0),| 二 ,十 |,(0,1) 中 的 每 一 个 均 有 范 数 1. 这 种 单位 向 址 的 平 


面 图 给 在 图 1.14a) 中 .原点 是 它们 的 起 点 ,而 它们 的 终点 构成 一 个 正方 形 .图 1.1(b) 
表示 更 为 常见 的 Euclid 范 数 下 的 单位 向 量 .利用 工 < 范 数 , 向 贡 人 (0701 1) (0,1) 中 
的 每 一 个 均 有 范 数 二 它们 的 平面 图 如 图 1.1 人 ce) 所 水, 它们 的 终点 也 构成 - -个 止 方 
光 ， 

















(al) b) 人) 


转 到 矩阵, 我 们 定义 
141 = maxlAayv|， 


这 个 最 大 值 是 取 遍 所 有 的 单位 向 量 Y 而 得 到 的 .这 里 , “单位 "的 含 尽 取决 于 所 用 的 和 其 范 数 
的 类 型 .这 种 矩阵 范 数 有 平行 于 上 文 对 向 其 列 出 的 那些 性 质 : 
1.14|1 关 0, 141=0 当 且 仅 当 A=0; 
2.1 ca1=lclllaA1l ,对 于 任意 常数 c: 
3. 上 4+ 才 下 和 受 外 4 + 直 吾 |， 
此 外 ,对 于 矩阵 4 .8B 与 向 量 V, 还 有 如 下 有 用 的 性 质 ， 
4. ‖471| 委 上 4 下 六 
3. 站 AB| SA 1 上 
1 范 数 和 工 。 范 数 具 有 容易 计算 的 优点 ,前 者 是 具有 最 大 绝对 值 的 一 列 之 和 ， 
































04 = mgx as， 
而 后 者 是 具有 最 大 绝对 值 的 一 行 之 和 ， 

















数值 分 本 





也 
| 4|| 。 = maxy， | ec | 
全 


它们 的 许多 等 性 将 在 题解 中 被 证 明 . 
例 1.8 找 山 先 阵 
人 - | 
1 0 
的 工 , 工 : 与 工 -= 范 数 . 
能 立即 找 上 山 最 大 的 列 和 及 行 和 , 于 是 我 们 从 
了 1 二 本 。 一 了 
迅速 着 手 .不 幸 的 是 , 没有 相应 的 支撑 理论 对 1L; 提供 帮助 以 及 无 困难 地 使 这 一 外 表 
十 分 简单 的 矩阵 获得 [2 范 数 的 值 .根据 定义 ,4 的 L: 范 数 是 向 量 
1 区 1 六 十 光 
加 本 辣 轩 本 
的 最 大 上 La 范 数 ,其 中 巡 + 刀 =1 即 (zy) 在 图 1.1(b) 的 音 位 四周 上 ,这 个 范 数 的 平 
方 是 
(之 +3y 关 +z2=1+2ry+z=1+2rvl-x2+2. 


根据 基本 的 微 积分 知识 能 取 到 它 的 最 大 值 .在 这 里 ,由 于 对 (zx,y) 与 ( ~ xz，- y), 范 数 


到 值 相同 , 故 不 妨 设 》 是 正 的 ,最 后 得 到 ; 当 zz= 十 各 时 ,有 最 大 入 


了 十 Y39 
2 ， 





1 4 1 = 


题 解 


1.1 计算 多 项 式 
四 () = 27z3 一 3z2 十 9 一 引 
在 自 变 草 =3 时 的 值 . 
解 族 依照 自然 过 程 ,我 们 求 出 叶 = 9, zs=27, 然 后 几 它 们 合 在 一 起 ， 
pf3) = 到 -27+15-4=38， 
共计 块 行 了 5 次 乘法 ,1 次 加 法 ,2 次 减法 . 
现 将 该 多 项 式 重 新 整理 为 
PT) = (2r 一 3)+S]zr 一 寺 ， 
并 且 声 试 骨 一 次 .从 过 =3 并 始 ,我 们 相继 得 到 6,3,9,14,42 与 38, 这 回 只 用 了 3 次 而 不 是 5 次 屁 法 . 减 
少量 昌 不 营 人 注意 ,但 它 却 具 有 启发 意义 .对 于 :个 一 般 的 n 次 才 项 式 , 第 一 个 算法 需要 2n -1 次 乘 
法 , 再 第 二 个 算法 仅 霸 要 ”次 算法 .在 -个 较 大 的 运算 中 , 包 售 着 许多 多 项 式 的 求 值 运算 , 减少 时 间 与 
算法 ! 舍 和信 ) 谍 盖 会 意义 重大. 
12 年 义 … 个 近似 伪 的 误差 . 
解 g 本 传统 的 定义 是 





真 值 = 近似 值 + 误 善 . 
羽 此 , 例如 ， 
v2 =1.414214 + 误 关 ， 
r =3.14j5926536 + 误 关 . 
1.3 相对 误 莽 是 什么 ? 
解 上 人民 对 演 天 frelative error) 是 柱 对 于 真 值 所 大量 的 谋 差 ; 


第 -一齐 数值 从 析 乱 作 儿 





1.4 


1 工 .5 


工 .在 


1 .7 


1.8 


1.9 


通常 的 博识 下 , 兵 值 基本 知 的 或 者 是 不 适用 的 , 稍 加 放宽 ,用 近 他 值 代 营 它 并 将 该 基 果 仍 称 为 权 对 谋 
莽 , 二 是 ,对 下 2 来 说 ,熟知 的 近 他 什 1.4414 有 大 约 因 


的 相对 误差 , 而 更 粕 精 的 近 伺 信 1.4L 有 -个 习 近 0.003 的 相对 洗 次 . 
设 数 rt rayzy 分 别 是 XXX 的 近似 值 , 而 各 自 最 大 的 可 能 误差 是 王 , 证 明 
3 之 和 的 最 大 的 可 能 误区 是 nmF . 

















证 上 因为 
下 和 过 
则 如 车 得 到 
2 六 rr 
因此 
一 呈 瓜 > > 扫 2E. 
这 就 是 所 要 证 的 ， 


计算 /1+v2+…+ vi100 的 和 ,其 中 , 所 有 的 平方 根 计 算 到 小 数 点 后 两 位 . 按照 上 上 题 , 最 
太 的 可 能 误差 硅 多 少 ? 

解 ”# 酌 由 适当 选择 的 很 少儿 行程 序 ,或 更 老式 地 ,求助 于 表格 ,能 得 到 这 个 可 题 中 的 各 个 要 ,然后 求 
和 ,其 结果 是 671. 招 .由 于 每 个 根 有 -个 最 大 的 可 能 误 盖 了 -0.005, 所 以 , 和 的 最 大 的 可 能 误 美 mwE - 
100(00.005? 一 站. .这 高 味 着 所 得 的 和 也 洗 连 :位 准确 的 小 数 也 证 有 . 

一 个 计算 结果 的 概率 误差 (probable error)y 的 意思 是 什么 ? 

解 。E 这 是 一 种 使 实际 误差 超过 估计 值 有 首 扫 率 的 误差 估计 .换言之 , 实际 误差 可 能 大 二 或 小 于 佑 
计 . 由 于 它 卫 决 于 庶 董 的 分 布 , 所 以 不 是 … 个 窜 易 研究 的 对 象 , 而 通常 它 被 “mwE 粗略 代替 .其 中 ,已 是 
最 天 的 可 能 音 差 . 

赴 1.5 的 结果 中 实际 误差 是 多 少 ?” 将 它 与 最 大 误差 及 概率 误差 相 比 较 , 结果 会 怎样 ? 

解 EEEF 当 平方 根 求 到 有 5 位 小 数 时 ,新 的 计算 方法 以 和 671.46288 为 结果 .此 时 ,最 大 浊 差 是 100 
t0.0900045)， 即 0.0005 .从 责 我 们 有 准确 到 3 亿 小 数 的 和 671.463. 于 是 , 题 1.5 的 结果 中 实际 误 益 大 
约 是 0. 咯 , 与 最 大 (的 可 能 ) 误 关 0.5 芒 概率 误 益 人 和 .05 相 比 ,我 们 的 估计 一 个 本 悲观 而 另 -个 又 有 些 乐 
现 . 

1000 个 而 不 仅仅 是 100 个 平 谨 根 相 加 , 若 想得到 3 位 小 数 精 确 度 , 那么 , 参与 计算 的 各 
个 平方 根 应 精确 到 何 种 程度 ? 

解 EE5 为 了 确保 精度 , 景 好 是 假设 最 坏 的 结果 即 最 大 的 可 能 误差 能 基 到 .是 1.4 中 的 公式 xz 变 成 
1000 王 ,这 指出 了 丰 这 种 长 麻 的 - -个 求 和 中 , 可 能 会 失去 3 位 于 进 制 小 数 .由 于 希望 在 输出 中 有 3 位 崔 
确 小 数 . 所 以 在 输入 中 具有 旺 位 准确 小 数 也 许 是 明智 的 . 其 要 点 是 , 在-- 个 长 长 的 计算 中 ,存在 着 非常 
小 的 误 头 谍 阳 成 大 慎 的 机 会 . 

计算 级 数 








工 


了 十 和 


1 了 
1-2+3 
准确 到 3 位 数字 . 
解 ”6 这 个 级 数 撒 述 了 一 个 常用 的 分 析 定 理 ; 央 为 它 的 项 在 符号 上 交 昔 出 现 正 、 负 , 并 且 不 断 变 小 ， 
其 部 分 和 来 回 穿 越 其 极限 即 该 级 数 的 值 , 这 意味 着 在 任 一 点 处 的 误差 将 小 于 第 一 个 舍 去 的 项 .为 了 获 
得 指定 的 精度 , 我 们 因此 涯 要 去 0， 0005 或 * 尝 2000, 必须 将 这 2000 项 相 加 ,对 8 位 十 进 制 小 孝 运 
算 ,2000 个 售 人 误差 可 能 会 积累 到 上 FE = 2000(0.0000000057 =0.00001. 这 看 上 去 是 微不足道 的 , 从 而 
我 们 区 许 计 算 进 行 了 去, 将 结果 售 到 3 位 ,有 1.693， 
注意 ,在 这 个 交感 中 没有 输入 误差 ,只 有 算法 误 状 .首先 , 我 们 仅 用 一 个 部 分 和 代替 这 个 级 数 , 然 





1.10 


让 .TI 


数值 分 革 





后 ,在 试图 求 这 个 和 的 值 时 ,我 们 制造 了 大 如 的 售 人 误 兰 , 朋 者 第 称 为 截断 谤 关 (rruncanon error) ,并 
且 , 在 这 个 问 亚 中 , 它 香 上 去 荐 两 个 误差 米 源 中 较 大 的 个. 概 记 之 ， 
实际 误 盖 = 惫 晰 误 益 + 伟人 误 芷 
=0Un0os +D.0o0001 . 
实际 上 ,这 个 级 数 的 值 足 2 的 拥 然 对 数 ,而 取 3 位 小 数 , 它 就 是 我 们 的 0.693. 
证 明 : 若 级 数 








如 1 如 一 


是 收藏 的 ,而 且 , 所 有 的 a, 均 为 正 数 , 则 
了 4 十 六 (al 一 如 3) 一 (aa 一 4)》 十 了 (aa 一 虽 4) 十 ， 
也 是 收 敏 的 , 并 月 表示 相同 的 数 . 
证 风 用 4。 和 B。 去 示 上 述 两 个 级 数 的 "项 部 分 和 . 易 见 , 4。- B, - 土 二 on- 由 于 前 “个 级 数 是 
收 仇 的 ,jin ae = 必 从 而 矢 到 缚 昌 . 
将 前 题 中 的 定理 用 于 求 题 1.9 中 的 级 数值 , 仍 准 确 到 3 位 小 数 ， 


和 解 ”8 本 用 -- 点 代数 知识 就 可 得 出 也 ， -= 广 ， 且 对 也 > 二， 
































互 ，- 广 + 闷 0 
这 仍 基 -- 个 具有 单调 下 降 项 的 交错 级 数 , 从 而 题 1.9 中 的 定理 仍 有 有 效 . 为 了 3 亿 数 池 精 硝 , 我 们 需要 
元 过 0.0005， 
或 * 六 32. 这 远 远 少 于 是 1.9 中 所 需 的 项 数 ,因而 在 一 个 8 位 十 进 制 的 机 器 中 , 侣 和 误差 简 直 就 不 成 
为 一 个 问题 了 .新 算法 较 之 只 一 个 快 多 了 , 并 有 旦 , 它 用 较 少 的 工作 量 就 获得 了 相同 的 0.693. 
给 出 足 侣 准确 的 数 0.1492 和 0.1498, 即 , 其 误差 不 大 上 第 5 位 小 数 的 5 个 单位 .根据 


[ z 
所 考虑 的 商 生 1107 上 7168 来 靖 明 相对 误差 的 形成 


解 t 对 于 这 些 给 出 的 数 来 说 , 相对 误差 约 为 Ten 接近 0.03 个 百分点 .对 上 它们 的 和 与 差 而 
言 , 产 竺 第 4 位 小 数 中 个 单位 的 最 大 误 善 基 可 能 的 .在 和 的 情况 下 ,我 们 仍 导 出 一 个 大 约 为 0.03 个 
百分点 的 相对 误差, 但 对 于 差 0.0006 而 言 ,我 们 得 出 -个 达到 二 的 误差 ,这 是 17 个 百分点 . 回 到 所 求 
的 商 , 它 也 许 恰 好 达到 最 糟 的 情 次 ,如 所 给 的 , 取 最 接近 的 整数 , 简 出 的 商 和 将 是 1667. 可 设想 它 本 该 用 


1 ， 。 本 1 ， 
13985 二 0149515 但 却 被 取代 了 ,而 这 使 我 们 得 到 1429, 另 一 个 极端 其 114675 0 TS = 2000. 这 


个 非常 简单 的 例子 清楚 地 说 明 , 在 某 些 持续 计算 的 内 部 过 程 中 , 一 个 大 的 相对 误 益 完全 可 能 引出 大 的 
绝对 误 养 

数值 问题 的 条 件 指 的 呈 什 么 ? 

解 ”tk 生 如 果 输 入 信息 中 的 小 变化 只 引起 输出 的 小 变化 , 则 称 该 问题 是 良 态 的 (welLconditioned) ; 反 
之 , 它 是 病 柱 的 (了 罩 -*ouditioned) ,例如 , 系统 












































+ 3 = 





trz+y 一 2 

呈现 出 “个 明显 的 难点 : 它 表示 几 平 平行 的 丙 直 线 航 交叉 ,而 解 为 x= 10,y= -9 

今 将 1.1 改 为 1.05 然后 青 求解 . 比 时 ==20 而 y= 19. -个 系数 上 的 于 个 百分点 的 改变 导致 
了 解 的 100 个 百分点 的 改 恋 
什么 是 稳定 的 算法 ” 
解 二 在 持续 的 计算 中 ,将 可 能 产生 许多 舍 人 误 益 .这 些 舍 人 误差 中 的 每 -个 都 扮演 着 剩 下 的 计 
算 中 输入 误 益 的 角色 , 并 昌都 对 妃 终 的 输出 结果 产生 影响 . 若 所 有 这 些 误差 对 算法 的 累积 影响 是 有 限 
的 , 算 评 能 获得 有 用 的 结果 , 则 称 之 为 稳定 算法 (stable algorithms) . 不幸 的 是 , 有 这 种 时 候 ,误差 的 黑 
积 大 厂 生 性 的 , 而 解 被 误 益 淹没 .不 言 击 喻 ,这 考 算 法 被 称 为 是 不 稳定 的 (unstable) . 





第 " 章 数值 外 后 中 什么 





工 .16 


.1 


工 . 了 1 


解释 浮 点 上进 制 数 0.1066 * 103， 

解 呈 显然 , 阶 4 人 忆 小 获 点 石 移 # 位 ,成 岁 1060. 类 似 ,0.1066* 40 是 站 .001066. 

解释 浮 点 一 进 刷 符 导 +0.10111010* 2 

解 ” 旺 这 虫 的 阶 将 : 进 制 罗 小数 点 向 右 移动 4 六 ,使 之 成 为 1011.1040. 它 等 价 于 十 进 制 数 11+ 














襄 乙 14.625 当代 需 , 01011104189x 2 :是 凡 0t0til01 显然 , 它 巧 原先 所 给 定数 的 1732 倍 ， 
解释 浮 点 二 进 制 记号 0101110100100. 除 了 它们 的 符号 ,尾数 使 用 8 位 而 阶 使 用 3 位 ， 
解 ” 哑 第 一 利 第 十 做 上 的 雷 表 志 正 避 ， 

01011 10100100 


吧 | As 
符号 ”尾数 符号 阶 


二 进 制 持 小 数 点 取 地 尾数 钓 前 面 , 按照 这 些 来 理解 ,我 们 又 “次 得 到 了 0.10111010* 23. 类 似 地 ,并 
以 相同 的 约定 , ~r0.1011I010*2 1 变 为 Di0iilot0l001, 最 后 4 位 数字 的 售 久 是 阶 为 “1 
利用 前 三 中 的 约定 , 将 以 下 泽 点 数 相 加 ， 

0101101110010 

0100011001100 
解 8 不 管 乱 么 伴 , 二 直 制 小 数 点 必须 “对 译 ". 对 于 记号 的 解释 引出 如 下 的 和 ， 

I0 .110111 
r 人 .000010001100 








=10 .111001001100 
使 用 输入 时 的 形式 , 它 就 变 成 
0101110010010 
这 里 ,除了 符号 ,尾数 仍 取 8 位 , 阶 取 3 位 .由 于 机器 的 容量 , 最 后 6 位 二 进 制 数字 被 出 除 , 这 就 产生 了 
伟人 误差 . 
什么 是 溢出 ? 
解 8 从 利用 我 们 虚构 前 机 器 中 的 约定 ,能 表示 的 量 大 数 是 Oilttilili0ii1, 这 个 数 中 , 昆 数 和 阶 





均 是 最 大 的 . 二 进 制 小 数 点 向 有 移动 7 位 , 等 价 于 1111111.1, 这 是 二进制 的 数 127+ 二 或 2 一 2- 1 
在 已 知 前 约定 下 ,任何 文王 六 个 数 的 数 都 不 能 拼 表 示 , 而 这 就 称 为 -个 六 出 fovertlow7. 
什么 是 下 汶 ? 
解 ”8 除了 零 和 负数 , 在 我 们 虚拟 的 机 器 中 ,形式 上 能 被 者 入 的 最 小 数 是 0000000011111. 然而 ， 
鉴于 各 种 理由 ,这 样 做 是 适当 的 ;要 求 尾数 的 第 一 位 数 是 1, 然后 来 确定 阶 . 这 就 是 有 名 竟 规 格 化 形式 
(normalized form) , 零 必 须 作 为 “个 例外 如 果 规 格 化 是 必须 的 , 则 最 小 的 正 数 变 成 0100000001311， 
企 十 进 制 数 中 , 它 是 2-1*2 ?或 2.8. 小 于 这 个 数 的 任何 工 数 都 不 能 用 该 机 器 来 表示 , 而 这 就 称 为 下 
遵 funderilow) .表示 数字 的 任何 译 点 系统 都 会 受到 这 种 限制 ,并且 都 将 使 用 溢出 和 下 滋 的 概念 . 
假想 有 - -个 甚 全 更 简单 的 浮 点 系统 ,在 这 个 系统 中 尾数 仅 有 3 个 二 进 制 数 字 , 日 阶 只 基 
-1 0 或 ,那么 ,这 些 数 是 如 何 分 布 企 - -条 实 线 上 的 ? 
解 ”E 珀 臣 岩 规格 化 六 , 则 这 些 数 除了 阶 之 外 有 如 下 形式 :1x x .于 是 ,整个 集合 包含 二 个 子 集 , 每 
- 个子 集 包括 4 个 数 训 下 : 

0.000 00O0 0.0H0 001 《对 于 阶 为 上 

0.100 0.101 0.110 0.1311 (对 于 阶 为 D 

1.00 1 .01 .10 1 ,13 { 对 于 阶 为 1) 
它们 被 标 在 耻 1.2 中 


注意 ; 较 小 的 数 较 笠 帘 的 存 驻 .从 前 一 组 到 后 一 组 ,其 间隔 从 世 增 加 到 十 .显然 ,这 是 由 于 我 们 人 


























数值 分 机 











1 ,24 


在 3 们 月 效 数字 ! 第 一 世 贺 定 为 1), 它 随 着 阶 的 增加 提供 逐 级 喜 大 的 基 的 缘故 . 例 旭 ,1.005 在 这 时 是 
和 能 袁 直 的 , 它 需 要 4 们 有效 数字 .而 在 这 部 分 范围 贞 , 集 人 台 沿 有 那么 铀 密 . 现 实 中 的 洋 忆 系统 处 在 更 
复杂 的 情 竟 下 ,但 县 有 相同 的 桂 征 ,并 用 ,人 有效 数字 的 妃 想 与 相对 误 益 是 月 天 的 . 











图 1.2 


假定 数 x 由 序 点 二 进 制 符号 址 示 , 四 舍 开 人 为 位 尾数 , 又 假定 它 是 规格 化 了 的 . 那 

么 ,由 伟人 引起 的 绝对 误差 (ahsolute error) 和 相对 误差 的 界 是 什么 ? 

解 EE 分 人 引起 的 误差 至 多 为 二 进 制 数 第 * * 1 位 的 一 个 单位 ,或 第 ” 们 的 半 个 单位 .于 最 
绝对 误差 妥 2 


而 对 于 相对 误 芝 ,我 们 必须 考虑 其 真 信 4. 规 桥 化 意味 着 其 尾数 不 小 于 二 ,这 导 丛 妈 FF 的 界 : 

















| 相对 误 盖 ,所 2 四 


没 人 Kx) 琢 坟 x 的 浮 点 符 导 ,用 它 来 改写 是 有 益 的 .于 是 ， 
相对 误 莽 = 下 守 = 开 = 五 
或 


fs 一 it+ 天 = 了 + 了 3 
其 中 | 下 12 “伟人 误差 的 运 扯 可 以 看 成 习 一 个 扰动 值 (perturhed vatneyr + z5 去 代 赫 .而 这 个 由 
动 相 对 来 说 是 小 的 . 
找 出 由 两 个 浮 点 数 相 加 造成 的 相对 误差 界 . 
解 有 设 这 两 个 数 是 z= mix2cv-max20 而 > 较 小 . 则 ma; 必须 问 右 移动 。 了 位 (对 齐 二 进 
制 的 小 数 点 )，, 然 后 数 相 加 ,将 结果 规格 化 并 加 以 舍 和 .这样 存在 两 种 可 能 性 :或 者 对 二 进 制 小 数 点 
左边 发 生 溢出 (这 里 所 说 的 谤 出 不 是 厦 1.19 意义 上 的 溢出 》, 或 者 下 发生. 第 -一 种 可 能 任 由 


1 所 | + mso 所 也 








米 描 过 ,而 第 二 种 可 能 性 由 


1 _ 
广 之 |mi+fmas2 | 立 1 


来 描述 . 若 确实 发 生 这 种 溢出 ,将 要 求 向 右 移 -位 ,然后 我 们 有 
呈 人 + 一 [+ 类 2 中 2 二 二] 二 2071， 
其 中 ,es 是 舍 六 误 郑 ,这 可 以 改写 为 
{ 1 1 + 了 | 
(zz+o2) 一 (zt 贡 ] 十 央 3 关 了 
=(r+yifl+ 世 )， 
而 | 五 | 委 2 扫 2 ”. 
若 不 发 生 这 种 溢出 , 则 


下子 + =[Cpl + 有 3#2 77) 二] *2 


一 (人 z 十 ?1 1 本 
= (+ L+ 王 )， 
其 中 已 的 界 同 前 . 
浮 点 数 减 法 的 相应 结果 ,将 在 题 1.45 中 给 出 ， 


找 出 两 个 译 点 数 相 乘 的 相对 误差 界 ， 





第 - 章 数 但 分 析 丰 什么 





解 GE 再 - 滩 设 这 两 个 数 为 了 = mt2“ 和 Y 二 十 3 * 2 刚 YY 1 * 2 因为 已 规格 化 , 故 
本 所 1mimil<1. 这 意味 着 规格 化 使 乘积 将 至 多 移 位, 因此, 舍 人 后 的 积 将 或 者 是 ml + 六 Te， 
或 悄 是 2mrmz+E ,而 | 六 2 ”这 能 概述 如 下 ， 


所 了 | 一 


(zlma+eyx27， 苦 mna1 蒂 
三 交 yy 一 | 
{2m11352 + E) 2 人 若林 1 mi 


E 
抽 ] 列 2 





~ 上 江 
十 着 上 六 ] 凡 2 1 环 字 ， 


一 丙 E 


1 十 < 


= ofL + 五 )， 
而 | 号 | 和 志 21e| 委 2 ”. 
题 1.46 中 , 对 于 除法 运算 概述 了 -个 类 似 缚 果 . 这 意味 着 在 所 有 的 4 种 算术 运算 中 , 利用 译 点 
数 , 引 来 的 相对 溪 差 不 超过 尾数 的 最 末 位 有 效 数字 上 的 1 
1.25 估计 利用 浮 点 运算 计算 和 
人 十 证 
所 产生 的 误差 . 
解 ”和 我 们 考虑 部 分 和 2. 设 中 =a 则 
5 一 扯 (sf = (e+zfl+ 五 1)， 
正如 丁 1.23 中 所 证 明 的 , El 的 界 为 2 " .改写 
82 一 itL1+ 下 +zazfl 二 五)， 
继续 下 去 
5 = 人 (sz+z) 一 《st+x3afl+ 有 2 
二 ifL+EDL+E2)+ott+I)fL+ 甩 二 ilL+ 王 2)， 
而 最 司 有 
中 二 拭 吕 -+ = TtL+ 王 

= 区 ML + el) + Te2y 二 二 (1L+eh 
其 中 , 对 于 了 = 2 下 

1 + 人 LT+ 玉 TIT+ 瑟 和 (1 五 1) 
且 1+cl=1+ez. 鉴 于 已 的 界 相同 ,对 于 1+c, 现 在 我 们 吉 如 下 估计 : 

人 一 2 二 2 


故 可 概括 出 
荆 了 | = | 了 t 红 + 达 )， 


器 生 
了 1 = 二 


其 中 ， 
生 此 
了 三 ef 袜 
=1 1 
注意 ; 若 真 和 >, z, 相对 于 zx, 是 小 的 , 则 相对 误差 五 可 能 是 大 的 , 这 是 由 减法 引起 的 相 消 结果 ,里 
在 题 1.12 中 就 被 注意 到 了 . 
1.26 阐述 向 前 误差 分 析 . 
解 上 假定 ALB+C) 的 值 是 由 近似 值 sa,5,c 计算 出 具 的 , 这 些 近 似 值 误差 量 是 e,ei, el, 则 真 
信 





AIBT+CI= fa+re6-ez+e+e = 二 + 迪 + 误 这 ， 
其 中 ， 





误差 三 afe2 e3 HH ael +ecell 如 1 和 2 下 如 如 
假设 有 统一 的 误 状 界 |e:| 氢 e, 旦 误差 之 积 可 以 忽略 不 计 , 那么 ,我 们 得 到 


数 古 分 折 





了 .27 


了 ,2S 


王 .了 


1.30 


工 . 32 


, 退 关 ! 芝 (2 e+ He 1)e. 
这 个 晓 型 指 过 程 被 称 为 向 前 襄 荐 分 析 (forwarqd errer analysis), 原则 上 它 能 运用 于 任何 算法 浴 丽 , 通 
常 这 种 分 析 不 是 不 知 所 措 的 就 是 部长 过 味 的 . 除 此 之 外 ,所 产生 的 这 个 界 , 盘 常 是 非常 保守 的 ,只 对 应 
于 想 知道 最 坏 可 能 发 生 什么 情 次 .大 此 例 中 ,很 少 被 留意 但 确实 出 现 的 :点 是 :看 上 击 。 的 利 比 2 和 
c 的 值 敏 感 机 倍 . 
什么 是 向 后 误差 分 析 ? 
解 ”本 向 后 误 瘟 分 折 (backward ermror analysis) 的 本 质 思想 是 ; 先 接受 计算 铺 果 , 然后 去 确定 能 产生 
它 的 输入 数据 的 范围 .在 这 里 ,重要 的 是 不 要 误解 这 样 散 的 动 树 即 不 存在 由 改 输入 数据 使 之 适 宅 计算 
结果 的 企图 . 苛 完 成 了 向 后 误 益 分 析 而 显示 出 所 莫 结 果 与 输入 数据 的 观测 或 舍 入 误差 乓 范围 相 - : 致 ， 
则 疆 果 可 以 信赖 .反之 , 则 在 号 外 的 地 方 看 相 误差 的 主要 来 源 , 技 推测 , 它 存 在 了 于 算法 本 身 . 
说 明 在 题 1.23 中 的 误差 分 析 就 是 午后 误差 分 析 . 
解 # 1,23 中 得 到 的 结果 是 

















lirtry)=-(z+eIl+RR)， 
|Ei 过 2 “", 其 中 ,na 是 二 进 制 尾数 能 位 数 .将 它 改写 为 
fr+syy- t+ 五 +T3YfL+ 王 ). 
回顾 题 1.22, 我 们 发 现 计算 所 得 的 和 , 即 Hz + ?), 仍 是 与 原始 数据 rz 和 >》 相 益 不 大 于 一 个 舍 人 误 状 
界 五 的 两 个 数 的 真 和 ,也 就 是 说 , 输出 可 由 恰当 地 落 在 认可 的 误差 限制 内 的 输入 数据 米 解 凤 . 
说 骨 在 题 1.24 中 所 做 的 分 析 是 向 后 误差 分 析 


赴 上 本 我 们 发 现 ， 

















和 lcy) = -yyf1+ 互 ) 
可 看 成 是 z 乘 以 yft1+ 瑟 ) 的 积 . 这 意味 着 计算 出 来 的 册 xy) 也 是 与 原来 的 rz,y 的 善 腊 不 大 于 舍 人 误 
善 的 两 个 数 的 真 积 (true preduct) , 这 与 输入 数据 在 我 们 认可 的 误 善 限制 内 是 一致 的 . 
在 题 1.25 中 , 向 后 误 差 分 析 说 有 明了 什么 ? 


解 ”上 首先 ,方程 








中 
让 人 > = (LT+eciy 二 Tagt+eo) de 十 
站 
表示 个 数 >1 到 z 的 评点 运算 之 和 也 是 上 个 数 的 其 和 ,这 点 个 数 与 原来 的 并 个 元 盖 在 相对 误差 
上 .不 伴 的 是 , 题 1,25 中 得 到 的 估计 也 表明 这 些 误 营 可 能 远 远大 于 单一 的 售 人 误差 ， 
取 工 : 范 数 ,由 先 证 Cauchy-Schwarz 不 等 式 
| cj 去 | > dj | > 5 引 ， 

来 证 明 癌 量 长 度 的 三 角 性 质 ， 
解 ks 一 种 有 趣 的 证 明 从 注意 到 >;(e, - Ar 六 非 负 时 开始 , 于 是 “次 方程 


六 后 ] 一 2 了 及 书 十 > = 必 




















不 能 背 不 同 的 实 根 , 这 要 求 
4| -4 二 由 
约 去 4, 我 们 便 得 到 Cauchy-Schwarz 不 等 式 . 
艳 在 , 仅 用 一 点 点 代数 知识 ,就 能 立即 得 到 二 角 不 等 式 , 写成 分 量 形式 ,有 
区 + 本 芝 【人 + 1 本 上 帮主 2 )。 
对 它 平 万, 合并 同类 项 , 再 平方 ,利用 Cauchy-Schwatrz 不 等 式 就 将 得 到 所 需 的 结果 ( 见 题 1.50) 
试 证 , 当 请 赵 向 于 无 田 , 向 量 的 L。 范 数 到 近 于 max| | 


证 鳃 假设 ww 基 饮 对 值 最 大 的 分 量 , 并 将 和 改写 为 
， 1 
on i+ 一 | ， 


| 


括号 内 除了 第 “项 外 ,所 有 的 项 匠 于 零 , 于 是 有 所 需 的 缚 果 ， 

















名 刘 数 人 分 析 吓 修 么 





1.33 试 证 , 对 于 单位 同 量 7 定 广 的 外 4 ‖ =maxl 4 能 满足 引言 中 所 给 的 性 质 1 一 3. 
证 训 这 些 性 质 很 容易 从 相伴 向 量 范 数 对 庶 的 性 质 得 到 .由 上 4Y 基 向 量 , | 4 1 基 负 故 ‖ 汪 ， 
220. 若 41 - 必 而 4 哪 目 权 有 一 个 下海 穹 的 元 素 , 则 能 选择 基站 合 得 4AY 的 一 个 分 量 是 正 的 ,这 
与 47 -0 了 竹 拓 .这 就 证 出 了 性 质 1. 

其 识 , 我 们 有 
| ec4 1 -max，ea1 -inax1r | 和 1 -va ， 


这 证 明了 性 质 2. 性 质 3 可 淆 亿 地 处 理 ， 
1.34 单位 矩阵 fidentity matrix)y 的 LE 和 工 - 儿 数 分 别 蚌 什么 ? 
解 FEEF 它们 均 为 上. 内因 v 是 单位 向 量 , 我 们 右 


‖ 7 ITax| FL 一 max| 大 | = 1 工 


1.35 上 阵 | -的 Ti Lz 和 工 范 数 分 别 古 什么 ? 

















解 THEF 我 们 有 


世 志 3 
骨 了 = . 


LT T PPz 

为 了 简单 起 见 , 设 w, oa 非 负 .此 于 下 是 工 | 范 数 中 的 单位 向量 , 因 抽 对 于 工 ; 范 数 , 我 们 相 加 有 
1471=20m+a2)=2, 于 是 141， -2. 对 于 工 ; 范 数 ,我 们 震 对 两 分 芥 平 方 然后 相 加 , 得 到 2( za 
+2amioa+ az 在 这 种 范 数 中 ， t+ 时 一 1 于 是 我 们 对 xiuz 由 最 大 值 ,出 基本 的 微 积 分 运算 可 得 w， 
一 22 一方 , 立 得 1 4 1 一 2. 最 后 ,因为 使 用 工 < 范 数 我 们 要 找 的 是 最 大 分 量 ,所 以 | 4AV 1 -= mw r 
z2. 由 于 兰 用 这 种 范 数 , ri, va 均 不 超过 1, 故 这 里 最 太 值 仍 明 2. 利 用 下 面 的 题 或 它 的 相伴 题 的 结 

二 和 和 工 * 范 数 能 很 快 被 解 出 . 

上 .36 试 让 


















































任 
| .41 。 = max2/ 1 ay 1 
僚 





证 时 选择 一 个 所 有 分 为 1 且 符号 与 e, 相 上 配 的 向 基 ,使 得 》) ，a，! 最 天 .于 是 ， 了 al 
是 4V 的 一 个 等 于 该 最 大 值 的 元 素 , 并 且 , 它 显 然 不 可 能 被 超过 ,由 于 Y 的 世 赦 皇 1, 故 4 的 范 数 仍 
取 此 利 , 工 , 范 数 的 类 似 结果 留 作 题 1.52 
1.37 证 明 | av71 近 1411 关上， 
证 ES 根据 1 和 | 的 定义 ,对 上 单位 向 直 局 ,我 们 有 有 
| Ar = max 4 一 4， 
选取 U= YZ1 | 并 应 用 性 质 2， 








上 4 141，1ayL 过 4 


1.38 证 明 1 .48 近 上 4 全 号 上 . 
证 直 我 们 重复 利用 题 1.37 的 结果 ， 
| .48 1 =max| aaBD1smaxh 4 BDI SmallA，， | 吾 上 ， 全 可 1 
= 下 4 人， 外 号 1 ， 








补充 题 


1.39 利用 支撑 理论 


一 + 
1] 一 上 


计算 和 995, 其 中 了 =0.018， 


数值 分 术 





1.40 当 误差 不 超过 0.005 时 , 数字 准 友 到 2 们 小数, 下面 的 平方 根 取 自 一 个 表 . 





帮 1 | 人 | 53 HP | | |2 


.四 舍 攻 入 到 3 售 小 数 | 3 317 | 3.464 13.742 3.873 | 4.000 | 4.123 | 4 243 | 4.359 |4.473 


| | 









































试 将 每 个 数 舍 人 到 两 位 小 数 并 证 出 舍 人 误 营 的 数 生 大 小 . 这 些 舍 人 误 营 与 误 老 最 大 值 0.005 相 比 情 
况 垦 何 ? 理论 上 这 昌河 数 兽 舍 人 旋 盖 在 10( -0.005) 到 10(0.005) 之 间 , 而 实际 上 是 移 少 ? 它 与 * 概 
率 误 益 " ”10(0.005) 相 比 , 情况 如 全 ? 

1.41 假设 N 个 数 均 淮 确 到 给 定 的 位 数 , 求 其 和 .用 概率 误 盖 公式 来 估计 , 当 N 大 约 多 大 时 ,计算 出 来 的 和 
的 最 乒 “位 数字 将 可 能 无 意义 ?” 妆 六 大 约 多 大 时 , 和 的 最 后 末 们 数 可 能 无 意 尽 ” 

1.42 序 而 Jo Ji Ja 



































1 二 了 一 Jr -1 
定义 ,70=0.765198, .70.440051 均 准 本 到 各 位 小 数 . 试 计算 J, …, 几 且 将 它们 与 下 才 中 的 准确 此 
进行 比较 (这 点 玲 确 恒基 由 另 完全 不 同 的 方法 得 到 的 .对 误差 的 解释 见 下 题 ) 





四 2 3 了 5 6 7 





















属 , 114903 由 .019563 002477 0.000250 0o002i 0.000002 





1.43 试 证 ;对 寺 上 题 的 序列 ,精确 好 有 
J7 = 36767J - 21144J0， 
由 缩 定 的 Jo 和 和 万 值 米 计 算 ,次 得 到 同样 不 准确 的 值 , 大 系数 乘 给 定 的 如 和 .1 值 中 的 舍 入 误 辩 , 则 合 
并 后 的 结 单 含有 -个 太阳 差 . 
1-44 数 记 直到 6 位 都 将 为 等 , 按 题 1.42 中 的 公式 ,实际 得 出 什么 ? 
1.45 试 证 浮 点 数 减 法 所 产生 的 误 善 以 2 “为 界 .如 在 题 1.23 中 那样 , 设 = 和 1#2e,y= mx ml 则 -> 
={ml 一 和 2x24 2 除非 它 为 零 , 否则 就 有 
2 ”二 | mm 一 mw 2 
对 这 个 新 的 尾数 进行 规格 化 处 理 ,也许 小 数 点 需要 左 移 -1 位 ,而 实际 的 数 * 由 


2 考 | 了 1 ma x2 本 1 2 


由 工 - 9 = [mi 2 十 中 #27 
而 最 化 
人 一 3 《rr 3 人 KL+ 五 )， 
其 中 | 后 | 委 2 ”. 


1.46 试 评 泽 点 数 除 靶 所 产生 的 误差 以 2 为 界 . 按 照 题 1.24 中 的 约定 ,让 分 子 尾 数 的 一 半 除 以 分 逐 的 尾数 

【这 是 为 了 愉 免 商 太 于 1) 而 阶 相关 , 它 给 出 了 

守 全 | 

其 中 本 苹 | mly2ma 立 1. 现 仿效 对 乘法 运算 所 作 的 分 本 步骤 ,再 一 歇 证 明 相 对 误差 下 如 所 述 ,是 有 界 

的 
1.47 分 析 内 积 计算 

了 二 所 (ri31 二 环 232 十 和 十 了 
它 酷 似 题 1.25. 设 
有 二 织 估 放 了 
接着 令 
1 一 


它 造 出 了 所 求 的 内 积 号 今 求 出 类 似 于 那些 在 前 面 的 题 中 得 到 的 关系 式 和 估计 . 


第 一 章 ”数值 分 析 是 什么 








人 


Je Im 
牛 几 


48 
,和 9 


.7 


使 用 题 1,17 的 约定 ,解释 译 点 符 导 100110011010( 这 中 仅 以 8& 位 尾数 对 0.1492 最 可 能 的 接近 ). 

仿 歼 是 1.21, 旭 象 一 个 评点 系统 ,在 该 系统 中 规格 化 的 尾数 有 4 位 ,而 阶 为 -1.0,1 证 明 这 些 数 形 成 
了 一 纽 ,各 有 呈 个 数 ; 对 序 上 它们 的 阶 , 一 组 落 在 1/4 到 172 区 问 中 , 巡 一 组 在 172 到 1 区 间 中 ,而 第 三 
组 在 1 与 2 之 间 . 哪 个 正 数 会 得 成 溢出 ”哪个 下 溢 ? 

完成 在 题 1.31 中 开始 的 证 明 ， 

通过 证 明 两 个 矩阵 和 的 范 数 不 超过 它们 范 数 的 和 来 完成 题 1.33 

通过 对 单位 向 量 的 通 当 选择 { “个 分 蔓 为 ,其余 的 为 零 ), 证 明生 阵 4 的 工 ; 范 数 可 以 从 绝对 值 元 素 的 
最 太 列 和 算得 ,并 与 题 1.36 中 相关 的 证 明 相 让 较 . 














证 明 对 邱 阵 4 = | ” ”| ， 2 玉民 范 数 均 相 等 
古 忆 

证 明 对 短 阵 A= | - 上 工 : 范 数 为 (az + 六 二 
下 一 引 


证 明 对 短 阵 A= | ”“ .可 以 得 到 “个 使 1 AY | 为 极 天 的 向 量 Y, 其 形式 为 (cost sint7. 其 中 ,在 


加 2= az 的 情况 下 , eos2 = 0, 而 在 另外 的 情况 下 tan2f = 2a70a - 轨 、 

下 面 的 信息 已 经 被 建设 作为 本 行星 生活 着 智慧 生命 的 信和 传播 到 外 层 空间 .这 里 的 想法 是 , 无 论 在 什 
么 地 方 的 任何 形式 的 知 营 生命 部会 理解 这 信和 虽 的 智 厅 内 狂 , 并 由 此 推 知 这 里 存在 着 我 们 所 拥有 的 智 
慧 . 该 信息 11.001001000011111101130 

的 意 习 是 什么 ? 

若 以 *,y 为 分 量 的 向 量 Y 袁 示 平面 上 的 一 个 点 {zr,y), 则 对 应 十 取 工 ; 范 数 的 单位 向 量 的 点 形成 古典 
的 单位 圆 ,如 图 1.1 所 示 , 对 了 工 | 及 工 < 范 数 ,该 " 圆 " 取 作 正 方形 .在 一 个 有 止 方 形 街区 的 城市 中 , 对 出 
租车 行进 来 说 , 乙 -种 是 合适 的 范 数 ( 从 一 个 变 灵 点 出 发 ,在 给 定 距 离 中 , 找 出 所 有 的 交 马 点 ). 在 一 个 
棋盘 上 ,为 什么 对 国 干 的 行进 而 言 ,合适 的 范 数 是 工 。 范 数 ? 
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多 项 式 远 近 

多 项 式 授 近 是 数值 分 术 中 最 古老 的 岂 想 之 而且 是 迄今 仍 最 爱 重 用 的 方法 之 一 .对 于 一 
个 函数 v(z )，, 用 一 个 多 项 式 (xz ) 人 代替 它 专车 众多 的 理由 , 其 中 报章 要 的 也 许 是 因为 多 项 式 
便于 这 算 , 它 仅 涉 及 到 简单 的 整数 长. 它们 的 导数 和 积分 也 不 难得 到 , 并 县 仍然 是 多 项 式 . 多 项 
式 较 之 其 他 国 数 身 于 或 根 , 政 丽 访 行 用 多 项 式 代 替 其 他 函数 是 不 难 理解 的 ， 


























通 近 准 则 


益 ,(z) pz) 是 着 近 误 卷 .显然 , 其 核心 思想 是 保持 该 误差 合理 地 小 .由 于 多 项 式 简单 ， 
允许 以 不 同 的 方法 接近 这 个 日 标 .在 这 些 方法 中 我 们 考虑 的 是 

1. 配置 (eollocation) 

2. 密切 (oseulation) 

3. 眠 小 二 科 fjeast squares) 

4. 极 小 - 极 大 (min-max》 


配置 多 项 式 


配 贺 多 项 式 {coliocation polynomial) 是 这 一 章 及 下 面 少数 几 章 中 的 研究 对 象 , 在 革 些 指定 
的 点 上 , 它 与 y(z) 重 合 ,这 种 客 项 式 与 一 般 的 多 项 式 的 许多 性 质 在 展开 过 程 中 起 作用 . 
1, 存在 和 惟一 性 定理 指 败 ,对 于 所 变 基 ro, …,Tr 恰 好 存在 一 个 = 次 配置 多 项 式 , 即 ,使 
得 对 这 些 变 其 , y(z)= (7r). 存 在 性 将 由 实际 展示 在 后 继 的 章节 中 的 多 项 式 证 实 . 惟 
一 性 将 在 本 章 中 被 证 明 , 它 是 多 项 式 某 些 基本 性 质 的 一 个 结果 . 
. 驾 转 相 除法 . 任何 多 项 式 可 以 表示 为 
pfzy=(r- rofr)+ 尽 ， 
其 中 ,> 是 任意 数 ,gf(z) 足 一 个 z -1 次 多 项 式 , 而 民 是 一 个 常数 , 它 有 疝 个 直接 的 鸦 
论 . 
3. 剩余 定理 . (remainder theorem) 指 出 , 记 (r)= 民 
4. 因 式 定理 . (factortheorem) 指 出 , 若 fr)=0, 则 二 -是 加 (z) 的 因 式 . 
. 零点 限制 .一 个 次 多 项 式 至 多 有 ) 个 零点 ,这 意味 着 方程 p(zr)=0 至 多 有 个 根 . 
作为 需要 证 明 的 惟一 性 定理 , 是 一 个 直接 的 推论 . 正如 将 证 明 的 那样 . 
6. 综合 除法 [synthetic division) ,对 于 获取 sg(z) 和 民 的 轻 转 相 除法 来 说 ,是 一 个 经 济 的 
程序 (或 算法 ) .通常 它 被 月 十 求 玉 ,由 剩余 定理 , 尺 = 户 (7). 求 站 Or) 的 这 条 路 也 许 比 直 
接 计 筑 客 项 式 的 值 更 好 . 











上 > 








局 
























































7, 乘积 .xfz)=f(z-znfz-zezr--) 在 配置 理论 中 起 着 重要 作用 ,注意 , 在 配置 
自 变 其 xzo zl yx 处 , 滋 积 为 过 .配置 多 项 式 的 误 益 将 被 证 明 是 
fm+ty 
y(z) - pr) = 宇和 ， 











其 中, 取决 于 z .并且 ,倘若 x 是 配置 请 焉 , 则 皇位 于 端点 间 . 注 意 到 这 个 公式 在 rp 
rsrn 处 为 震 , 从 而 在 这 些 反 上 , pr) 确实 与 y(z) 相 配置 ,而 在 其 他 的 地 方 ,我 们 
将 疡 -看 作 是 对 ytz) 的 适 近 . 
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2 


2,2 


2.3 


2.4 


工 .5 


题解 


证 明 : 任 一 多 项 式 #{z) 能 表示 为 
pz = (rz 一 refz +R， 
其 中 ,r 是 任意 数 ,ofzr) 是 -个 -1 次 多 项 式 ,而 玉 足 - -个 常数 ， 


证 ”是 这 是 纪 转 相 除法 的 一 个 例 乒 . 设 az7) 为 上 次 多 项 式 ， 


中 上 








六 (Zr ar 一 人 十 au 


由 
站 (了 一 (ra 
将 不 大 于 m 工 次 ,类似 地 有 ， 
了 1 一 (一 和 0 
将 不 大 于 aa -2 次 , 傅 实 类 推 ,最 终 我 们 可 得 到 :个 0 次 客 项 式 四 (0r), 有 -个 常数 , 沁 这 个 常数 为 尺 ， 
我 们 有 
pt) 一 (rr -rtaec + e+ +R 一 (rrJotz)+ 玉 . 
证 明 户 (r)= 民 .而 六 被 称 为 镁 余 定 理 . 
证 上 晤 设 题 2.1 忠 二, 立 得 mr)=00fr)+ 民 . 


利用 -=2,p(z)= -3rz +5sz+7 来 阐述 “ 综 台 除法 ”时 以 完成 题 2.1 中 饶 述 的 除 





解 有 “综合 除法 "只 不 过 是 题 2,1 中 相同 运算 的 缩写 形式 , 它 仅 出 现 各 系数 .对 于 上 术 的 pt) 和 
r, 开始 的 悄 式 是 
六 = 了 2 1 -3 5 7eptz) 的 系数 








1 
“ 霓 以 r 且 相 加 "三 次 后 ,完成 了 格 趟 . 
r=2 1 -3 5 7? 
了 一 在 
1] -1 3 43 此 为 数 民 
az) 的 系数 


于 是 ,gz)=x -x+r3R 一 六 2 一 13. 由 计算 (>- gf(z)+ 尺 可 验证 ,这 就 是 放 (zc) .对 于 寻找 gf) 
而 言 , “长 除法 {long division) "也 是 有 用 的 . 它 从 常见 的 格式 

【7 一 2) 3 35Sr 7 
开 娩 .将 产生 此 结 昌 的 计算 与 列 才 完成 的 “综合 "除法 相 比 较 , 归 见 配 者 是 等 价 的 . 
证 明 : 若 5(r)= 吕 则 z- 是 z(z) 的 一 个 国 式 .这 就 是 因 式 定理 , 那 剩 下 的 因 式 为 a - 
1 次 ， 
证 上 晕 匠 pr)=0 则 0=0dfr)= 玉 ,从 而 R=0. 于 是 ， 








站 (Try = (2z 一 rafc)， 
证 明 ” 次 多 项 式 至 多 有 7 个 检点 ,这 意味 着 pfz)=0 至 多 且 个 根 ， 
证 星人 息 设 存 在 个 根 , 记 为 ri rr 将 因 式 定理 应 用 * 次 , 列 有 
页 (-r) 一 巡 ( 人 一 rc 一 rz 一) 
其 中 ,4 有 零 次 竺 , 是 - ' 个 常数 ,这 清楚 地 开明 不 可 能 存在 其 他 的 根 { 回 时 指出 4 - a, )， 

















2.6 证 明 :至 名 有 一 个 次 多 项 式 在 给 定 的 自 变 量 习 处 能 取 到 指定 的 值 加 ,其 中 大 = 0,1， 


-天 


证 和 本 假设 存在 两 个 这 样 的 多 项 式 pfz) 利 tafz), 那 么 其 益 p(r)= px)-aoa(z) 将 木 大 十 





+ 1 


数值 分 下 





2.7 


2 了 .和 


2.9 


次 ,并 在 所 有 的 和 变量 处 or =0 .由 于 存 任 m+1 个 这 科 犁 变 基 使 项 式 为 零 与 上 述 问 题 子 盾 ， 
喜 至 客 有 一 个 总 次 亏 项 起 能 取 到 这 些 指 定购 介 . 共 下 章节 以 许 包 实用 的 形式 来 展示 这 种 密 项 式 . 它 补 
称 为 配置 多 项 式 . 
殷 设 一 个 吕 次 才 项 式 关 (rr) 与 攻 数 yz) 在 了 =xozr rs 处 取 相 同 的 值 ( 这 被 称 为 
珊 个 国 数 的 配 终 ,而 (xz) 是 配 贮 多项式), 求 Ptz) 与 yz) 之 差 的 公式 . 
和 解 BE 由 于 在 筷 置 点 上 , 两 者 的 益 零 ,我 们 可 预料 有 形 如 

3fr) 一 让 rz) -Cr-rOr Dr 2) = Cnrz) 
的 结果 .这 可 取 作 〔 的 定 祥 . 今 考虑 如 下 昂 敏 下 (z): 

(5 一 了) 一 在 (zh) 一 rr) 

对 于 了 = zonevyfz)nn0. 而 苦 我 们 选 -个 新 的 自 变 量 ri, 以 及 
3 一 态 { Fa+1 


Tarl) 









































己 


则 Ptx 1) 也 将 等 于 零 , 此 时 Fr) 至 少 有 +2 个 零点 .那么 由 Rolle 定理 , F'(z) 定 月 m* 1 个 零点 
在 Ftz) 的 零点 之 间 ; 而 F(z) 定 有 m 个 零点 在 已 (7) 的 零点 之 同 . 依 此 连续 应 用 Rolle 岩 理 , 最 终 证 
出 ,在 属 到 zs 区 间 ,Fr 人 2 (z) 至 峭 存在 一 个 零点 , 引 如 说 ,在 =: 处 . 现 计算 此 导数 ;想到 户 (.c ) 的 
x+1 阶 导数 是 零 , 令 >=, 有 





























0 -ys -Ca +Dl， 
这 可 定 出 吉 , 代入 前 面 的 式 子 太 


寻 交 + 
3Y(CTarD 一 四 (Tar = (二 131 Ca+r1 


由 于 r, .可 以 是 rn 与 mu 之 间 除 ro, cl ,rw 之 外 的 任 一 自 变量 , 并 因为 我 们 的 结果 对 工 0 工 1 
zn 也 显然 成 立 , 我 们 用 无 下 标的 = 来 代替 zx ,有 








《 严 十 1 


3 一 (Ti 区 
尽管 数 上 通常 是 不 能 确定 的 ,但 这 个 结果 通常 仍 相 当 有 用 , 因为 我 们 能 不 依赖 去 估计 yf"+20E)， 
找 出 一 个 取 值 y(0) =1 且 yt)=0, 或 取 值 如 表 

















的 -次 多项式 . 

解 匡 根 据 蛤 算 或 初等 几何 学 , 立即 有 所 种 结 晴 pf(z)=1T ->. 这 是 只 提供 了 贫 和 莹 数据 的 一 个 配 团 
多 项 式 . 

图 数 y(Tr)= cos 了 rz 仍 取 题 2.8 的 指定 值 , 求 其 问 y(zr)- 疡 (zy》， 

解 根据 题 2.7, 当 基 二 1 时， 


reos 二 re 
3 -站 = 人 (1 


即使 没有 定 出 :我 们 也 能 根据 





1 3 一 疡 (< [过 本 zs 一 1 


估计 出 这 个 阁 . 将 p(z) 午 作 y(z] 的 一 个 线性 逼近 , 其 误差 估计 是 简单 的 ,不 过 过 估 了 .在 = 方 时 


它 指出 的 误差 大 致 为 0.3, 而 实际 的 误差 cs 了 xz- | 1- 寺 jw0.2. 


当 次 数 * 无 限 增加 时 , 所 得 的 配 症 专项 式 序列 是 否 政 敛 于 y(z)? 
解 8 本 答案 比较 复杂 .正如 后 面 将 出 现 的 , 若 仔细 选择 配置 点 zk 及 合理 的 函数 y( xz), 则 收 你 是 衣 
定 的 .但 对 于 最 “ 般 的 点 zu 等 路 的 情况 ,可 能 会 发 散 , 对 某 些 >(z), 多 项 式 序 肌 对 所 有 间 变 量 z 均 





>.11] 


2.12 


2,13 


立 . 1] 区 
2.19 
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是 收 融 的 , 而 对 另 : 些 丽 数 , 收 敏 仅 限 于 “个 和 有限 区 旺 , 而 误 善 y(:)- px) 的 振 落 形式 如 图 2.1 所 
未 .在 收 妆 区 威 内 , 根 水 清和 而 iimty - 5 =0, 但 在 那个 区 间 外 ,3(z) zfz) 随 着 = 的 增 大 而 任意 
增 大 .该 振 葛 产生 于 x( zx ) 央 式 ,其 幅度 受 w(z) 的 导数 的 影响 , 这 个 误差 特性 严重 地 限制 了 对 高 阶 配 
兽 风 项 式 的 使 用 . 











JAD 风 邮 





收 竹 区 间 


两 2.1 


补充 题 


应 月 综合 除法 ,以 了 -上 除 az)=z3-T+t-1 注意 ; 玉 = 请 01)=U 从 而 < -1 是 站 xzr) 的 一 个 因 戒 
且 *>=1 是 请 (z) 的 -个 零点 ， 

对 pfz)=2r4-2455+100r2 -168r+93 应 用 综合 除法 ,计算 交 1){ 除 以 -1 且 取 舍 数 R) 同时 计 
算 训 (2), 训 (3) (4)7 玉 疡 (5)》， 

为 了 找 出 取 如 下 值 








的 一 个 二 次 才 项 式 ,我 们 可 写 出 bfz)= 4+Bzr+erc2 代 人 后 获得 条 件 

站 = 冲 上 = 上 十 瑟 + 亡  D= 如 +25+1C， 
解 出 4,B,C, 有 从 而 定 出 这 个 配置 多 项 式 .理论 上 , 对 于 高 次 多 项 式 , 可 用 相同 的 方法 得 到 , 位 基 , 更 有 有 
葡 的 算法 将 会 被 开发 . 


设 函 数 A(z) = sin -rr 仍 取 题 2.13 中 的 指定 值 ,试用 题 2.7 证 明 




















1 
meos TE 


y(z) -pr) = 一 (rz-1D(z-2)， 





其 中 ,上 依赖 斑 . 
继 题 2. 14, 试 证 


3 
1 9) 一 起 ()》 区 4z(z -DCz -2)|. 








它 用 来 估计 以 配置 多 项 式 放 (xz ) 作 为 yfz) 的 :个 通 近 的 精度 . 当 r -= 六 时 计算 这 个 估计 误 郑 ， 并 与 实 
际 误差 相 比 较 . 

对 于 z= 卫 ,比较 光 (z) 与 加 (z). 

对 于 了 = 考 , 比 较 y(z) 与 六 (z) 

比较 ?二 5 与 如 (z 在 区 间 (0,2) 上 的 积分 . 

找 出 取 值 如 下 表 





卫 。2 人 
2.21 


数值 分 本 








的 性 的 -次 罗 项 式 天) 


设 关 数 y(z) = 于 ,也 取 上 题 中 的 给 定 值 .对 于 蔡 yc)- 上 (zh 利用 


在 区 间 {0.3)? 上 ,xz) 六 (ri 的 最 大 值 是 多 消 ? 























有 限 差 分 

儿 个 府 纪 以 来 ,有 限 差分 (Enite 出 fterenece) 对 数学 家 们 具有 强烈 的 咀 引 力 , Isaae Mewrtow 
旦 它 的 一 个 特别 重要 的 使 用 者 , 而 且 许 多 课题 还 起 源 于 他 .给 出 一 个 离散 的 郴 数 , 即 给 出 “个 
自 变量 xx 的 集合 ,其 中 ,每 个 cx 对 应 一 个 内 ,又 假设 这 些 自 变量 是 等 距 的 ,于 是 < ， - mr 
天 ,相应 的 内 值 的 差 被 记 为 

















有 和 二 一 
并 被 称 为 一 阶 善 分 (first difference) .这 些 一 阶 差分 的 差 被 记 为 
站 和 A(A) = Aye 一 二 省 2 十 入， 

被 称 为 二 阶 世 分 {second difference) .一 般 

Ag 二 站 加 A"” 册 ， 
定义 为 站 扒 益 分 (nth 由 fference) 

如 下 的 卷 分 表 { difterences table) 是 展示 有 限 差 分 的 一 个 标准 格式 ,除了 ri 台 它 的 对 

线 模式 使 得 每 一 个 表 值 成 为 它 左边 两 相 邻 阁 的 差 ; 








20 30 
全 30 
1 1 An 
宝 31 全 30 
T2 32 3 全 0 
和 32 An 
3 3 六 3 
全 3 
7T4 4 





每 一 个 差分 都 能 被 证 是 第 二 列 中 y 值 的 一 个 组 合 . 一 个 简单 的 例子 是 和合 yo= 3 一 3ya+331 
一 320; 其 一 般 结果 是 





民 | 丰 1 
30 二 2 人- 了 | Jo 


差分 公式 
就 初等 画 煞 而 言 , 差 分 公式 (differencc formula) 与 微 积 分 公式 有 有些 平行 .例子 如 下 ， 
1. 一 个 常数 获 数 的 差分 足 零 , 记 为 





AC = 0， 
其 中 ,C 表示 一 个 常数 (与 起 无关)， 
2, 对 于 一 个 常数 鳞 另 一 函数 , 我 们 有 
AAACo 三 计 Au 
3. 两 个 函数 之 和 的 姜 分 是 它们 的 差分 之 和 : 
站 (十 EE) 二 生 二 ci 


4. 线性 性 质 与 纳 了 上 面 的 两 个 结果 ， 





“区 





3.1 


数值 分 汞 








是 Caa 一 CA di CA 
其 中 ,CCa> 是 常数 . 
. 积 的 差分 由 公式 








Am 


Cagz 十 册 十 2 


给 出 .在 此 应 注意 变量 有 + 














6. 商 的 车 分 是 
A| 计 _ 人 训 生 2 
1 人 1 
冉 一 次 提请 注意 变量 下 十 1. 
7. 医 国 数 的 差分 由 
AC = CCC 一 1 


给 出 .特别 , C=2 有 Am = 办 
- 正弦 与 余弦 函数 的 差分 也 令 人 回 硕 微 积分 中 相应 的 结果 , 但 细节 却 颇 缺 所 那 种 魅力 ， 
了 | 


(0 


， 
Afsin&) 二 2sin 六 cos| 玉 十 


Afcosg) = 一 2sin 2 sin| 十 村 | 


. 对 数 函 数 的 差分 同样 邻 人 失望 , 当 zx = za+ 夫 ,我 们 有 


1+ 下 | 
区 


" 避 





Aflogxrs) = log 


当 瑚 /4 非常 小 时 ,A(leg xz) 近似 为 Arzxe 而 在 对 数 的 微分 运算 中 , 它 是 x 的 倒数 , 非 
常 旺 著 , 两 朝 相 距 其 还 . 
10. 单位 误差 函 数 (unit errer functiom), 对 于 这 种 在 一 个 单一 的 点 上 从 二 1 而 在 其 他 点 上 
是 零 的 国 数 ,有 一 个 带 交 错 符 鼠 的 逐次 的 二 项 式 系数 构成 的 差分 表 . 在 一 个 六 值 的 
表 中 孤 立 误差 的 检测 可 基于 单位 误差 天 效 的 这 个 性 质 . 
11. 振荡 误 美 图 数 (oscillating error function) ,对 于 这 种 交 蔡 有 如 = 土 1 的 函数 ,有 -个 带 
交错 符号 的 .由 2 的 逐次 蝶 组 成 的 差分 表 . 
12. 其 他 特别 重要 的 函数 人 在 后 继 的 章节 中 将 被 研究 , 而 差分 与 微分 运算 两 者 间 的 关系 将 
是 一 件 继 续 关 心 的 事 . 




















蔬 解 


根据 表 3.1 中 ray 两 列 所 展 玉 的 离散 函数 , 计算 到 三 阶 姜 分 (为 方便 计 , 整数 变 基 上 也 
列表 中 )， 

































































0 1 1 
: 
1 2 g 12 
19 6 
2 27 18 
37 6 
3 4 6 上 上 一 24 
6 6 
4 5 125 3 
951 | 6 
5 6 216 26 上 一 
127 6 
6 7 343 42 
169 
7 4 5 











第 二 齐 六 限 差 分 





3.2 


了 .3 


了 .4 


本 .5 


解 Et 所 要 灶 的 盖 分 在 简 于 的 一 列 中 . 表 3.1 被 黎 为 差分 表 , 它 的 对 和 角 线 续 构 已 成 为 展示 莽 分 的 标 
准 格式 . 阁 分 列 中 的 每 一 个 表 值 足 堪 边 最 近 的 两 相 邻 者 的 关 分 . 
任何 这 种 表 , 展示 差分 如 表 3,.2 所 上 














表 3.2 

在 -人 让 

an 
1 了 1 1 3 

21 宇 30 
2 3 了 3 全 31 

3 331 
3 ?3 33 人 

全 3 
二 74 34 


例如 
aa30 3 一 如 二 攻 -1 = 
An0 =ay1 一 Ayo= 19. 7= 12， 
等 等 ， 
题 3.1 中 的 函数 的 所 有 4 阶 和 更 高 阶 的 差分 是 什么 ? 


解 上 任 一 4 阶 及 以 上 差分 是 零 . 这 是 可 立即 获得 结果 的 特殊 情况 . 
证 明 Ayo= 中 332+391 30， 
证 网 根据 表 3.2 或 前 面 所 给 的 差分 定义 ， 
站 一 站) (0 -20+30) 

=33 一 333+ 331 一 30， 
证 明 A' yo 三 中 一 433+6y2 一 471 二 30， 
证 因 根据 定义 ,Al0= 生 说 一 上 y0, 利 用 题 3,3 的 结果 以 及 由 提升 所 有 的 下 标 得 到 的 几乎 完全 相 
间 揭 式 子 





= 4 一 333+392 一 3 





立即 可 得 所 需 的 结果 . 
证 明 : 对 于 任意 证 整数 丸 ， 
下 | 
Aso= 袜 (Di | 
T=0 4 
其 中 ， 
因 上 | 下 (和 二 1) (一 + 
0 下 
正 是 熟知 的 二 项 式 系数 ， 


证 E 村 用 归纳 落 来 证 . 对 于 上 = 1,2,3,4, 结 采 已 经 成 立 , 当 上 = 工时 ,根据 的 是 定义 , 现 假定 当 ， 是 
某 个 特定 的 整数 户 时 ,有 











户 ， 1 
Apo0 = 二 (一 中 | ; |， 
握 升 所 有 的 于 标 , 我 们 又 有 


Apya = 六 9 


，22 数值 分 本 





更 改 利 式 的 指标 , 即 令 ;=j+1, 有 
上 ， 户 
Apwi 加 Jp+1 加 之 人 D|， 二 j> 了 
对 和 和 式 的 指标 作 一 和 名称 上 的 癌变 也 是 方便 的 .在 我 们 的 另 一 和 式 中 , 令 革 = 六 有 
疡 一 上 


AP = (一 站 罗 忆 二 
20 ! 














十， 
1 | 1 7 】 
0 = An -Ap = ol- >- | . | * 上 一 (一 1， 
:二 二 
今 利用 
记 棋 上 _ + 
了 十 +TT， 
( 见 题 4.5) 并 作 最 后 一 个 和 标的 变化 , 即 令 7+1= 六 有 
+ 1 二 
六 二 Jp+1 十 > (一 1 [ e+ 一 《一 1 7) 瑟 0 





此 + 上 | 了 1 
-0 
于 是 , 当 关 = 户 +1 时 ,结果 成 立 , 这 完成 了 归纳 法 . 
3.6 证 明 ,对 常数 函数 而 言 ,所 有 的 差分 都 是 埠 . 
证 鳃 设 对 所 有 的 上 ,yw% =C, 这 和 古 常 数 函 数 .于 是 对 所 有 的 上 ， 
Am = ni Xe=0 
3.7 证 明 A(CCy) = CA 内， 


证 上 贬 这 类 似 于 微 积 分 中 的 结果 :aA(Cw)= Cw -Cnw=Can， 
本 质 上 ,这 个 问题 包含 了 对 相同 变量 .ce 定义 向 两 个 商 数 ,一 个 函数 有 值 六 , 另 -个 在 和 值 ms = 5Cy 
我 们 已 证 出 as = Can， 
3.8 考虑 定义 在 相同 自 变量 z, 集合 上 的 两 个 函数 . 令 这 两 个 栈 数 的 值 分 别 为 ww 和 中: 同 
样 ,考虑 值 





VC 
的 第 三 个 图 数 , 其 中 CT 2 是 常数 (与 守 无 关 ). 证明: 
三 CA + 2 和 mn 
这 是 差分 运算 的 线性 性 质 ， 
证 上 贱 直 接 由 定 广 来 证 明 ， 
站 CT CC TOCaa] 
=Citii -+Cafm 一 二 ) = Ca +Csau， 
显然 ,相同 的 证 明 将 适用 于 任何 有 限 长 度 的 和 式 . 
3.9 利用 题 3.8 中 相同 的 符号 , 考虑 具有 值 加 = 几 rr 的 函数 ,证明 Az, = OA 如 + ， aa 


证 旺 仍 从 定 艾 开 始 : 





息 1 
= 一 
三 二 丰 tr 十 名 和 
还 可 证 明 这 样 的 结果 ， 
总 各 二 二 
3.10 计算 表 3.3 中 前 二 列 所 展示 的 函数 的 差分 .如 果 除 了 单独 的 1 是 一 个 单位 误差 之 外 , 其 
他 所 有 的 值 是 零 , 则 可 视 之 为 一 个 “误差 画 表 "(error funcetion) 型 , 这 个 单位 误 益 将 如 何 
影 喇 各 种 差分 ? 


第 = 章 有 限 部 分 .了 





解 EE 表 3.3 中 的 其 余 各 列表 示 革 些 所 需 的 营 分 . 


表 3.3 

碟 4 自 
由 

了 1 品 总 
收 册 

人 册 册 1 
0 ] 

卫 日 L 一 二 
1 一 也 

出 1 一 立 看 

-1 入 

5 侨 ] 一 4 
总 一 1 

了 了 册 改 工 
蜂 册 

字 ? 妖 各 
人 

下 吕 册 


这 个 误差 影响 到 差分 表 的 一 个 三 角形 部 分 .对 于 较 高 阶 的 关 分 来 说 ,误差 不 断 增长 且 其 有 二 项 式 
系数 的 形式 . 
计算 表 3.4 中 前 二 列 所 展示 的 画 数 的 差分 .这 可 视 为 一 个 误差 函数 类 型 , 它 的 每 ` 个 值 
均 是 等 于 一 个 单位 的 售 人 误 佐 . 试 证 :交错 正 负 型 导致 在 较 高 阶 差分 中 严重 的 误差 增 
长 ,幸好 , 售 人 误差 很 少 恰 以 如 此 方式 交 普 变化 . 
解 富 表 3.4 的 其 他 列 中 出 现 的 是 一 些 所 求 的 差分 , 对 于 每 一 较 高 阶 的 差分 来 说 , 其 误差 是 低 一 
阶 差 分 的 两 倍 ， 


表 3.4 
部 1 
一 卫 
泣 1 一 圭 引 
之 一 有 
区 和 1 一 了 16 
一 2 如 一 拉 
了 3 -1] | 一 二 人 
立 一 名 32 
工 4 1 一 4 16 
一 之 多 
.55 一 1 中 
了 
上 下 工 


一 览 表 
1 2 玫 8 16 256 43 64 93 


中 有 一 个 数字 被 印 错 , 是 电 一 个 ? 














数 倩 分析 





解 下 夭 为 了 修改 : 览 袁 ,让 算 第 一 个 4 阶 益 分 , 并 水 平 乳 展 开 它 们 , 我们 有 


1 2 4 8 10 16 22 29 





于 是 ,这 种 想法 是 不 可 辟 例 的 :这 些 二 项 式 的 系数 产 乍 于 原始 表 的 中 间 项 16 中 大 小 为 1 的 数据 误差， 
将 它 改 为 15 产生 新 的 表 
1 2 4 8 1 2026 42 64 








由 此 ,我 们 得 到 养分 
1 2 了 7 11 16 22 29 











这 总 昧 普 事情 做 得 不 坏 . 这 是 数据 修 均 (date smoeothing) 的 一 个 非常 简单 的 例子 .在 后 面 的 章节 中 .我 
们 将 会 更 充分 地 讨论 它 , 始 签 在 在 着 这 种 可 能 性 :正如 我 们 的 原始 表 那 桩 , 数据 米 日 一 个 不 平整 而 非 
光滑 的 过 得 ,以 鞋 于 突起 处 (16 而 不 是 15) 是 真实 数据 而 非 印刷 错误 . 上述 分 析 可 视 为 检测 出 了 突起 
处 ,而 非 更 正印 刷 错误 . 





补充 题 


对 于 如 下 只 值 ,计算 到 4 阶 差 分 (这 里 可 假设 总 = 开 ) 





对 于 &=5, 由 定义 直接 证 明 
AAS30 二 .5 “ 34 十 1U3rq 一 1033 十 S3y1 一 如 
来 验证 题 3.5. 
仿照 题 3. 和 证明 A 二 -人 
上 


区 


计 和 甸 到 阶 差分 ,以 便 观 么 大 小 为 上 的 "“ 相 邻 关 老 " 的 影响 ， 














利用 线性 性 质证 明 : 若 六 = &s 则 
上 一 3 
= 人 人 6， 
各 庆 二 和 人 一 全 汪 一 和， 

试 还 , 若 闪 一 4 网 Ad 一 24. 





第 :党 有 限 癌 分 
3.20 试 证 :在 姑 = 和 , 则 Aw 一 半 ， 
3.21 试 证 :其 六 一 避 则 站 一 CCC 一 1)， 
3.232 由 以 下 提供 的 一 阶 莽 分 . 算出 向 省 的 闪 值 . 
芒 
AN 1 2 4 7 ii 16 
3,23 由 以 下 提供 的 数据 ,算出 缺 演 的 半 值 与 Aw 值 . 
3 百 
所 其 ， 好 
全 区 1 手 13 18 24 
3.24 由 以 丁 提供 的 数据 ,算出 缺 省 的 ， 值 . 
中 人 6 24 6 
生 贡 0 f 6 18 36 
站 2 0 6 1 4148 
生 央 四 6 6 6 6 6 
3.25 在 数据 
3 31 69 13 223 351 51 37331011 
中 找 出 一 个 印 出 错误 并 更 正之 ， 
3.36 提升 公式 中 = 妇 -271+ 汪 中 所 有 的 下 标 , 对 关 y 和 辐 ya 写 出 次 似 狼 展 并 式 ,} 
的 和 , 它 应 该 等 于 Ay -an= 3243 了 十 3 
3,27 找 出 一 个 满足 A& =2w 的 函数 闪 ， 
3.238 找 出 一 个 满足 台 人 =9% 的 函数 呈 , 你 能 找 出 两 全 这 样 的 函数 吗 ? 
3.29 继续 前 题 :寻找 “个 函数 使 得 如 加 =9 并 有 加 =0 = 
3. 折 证明 Atsing) = 2sin 六 cos 人 + 1 
3.31 证 明 af(eosg)= 一 2sih sin 下 一 2 ] . 
3,.32 证 明 if log.zz] 二 log' 上 十 有 Ai ] , 其 中 -CR 一 0 十 AR 























第 四 章 阶乘 多 项 式 


阶乘 多 项 式 


阶乘 多 项 式 (factorial polynacomial) 由 
1) 
所 定义 ,其 中 # 正 整数 . 例如 ,ke = (有 - 1) = 大 .由 于 这 些 多 项 式 具有 使 用 方便 的 特 
性 , 故 它 们 在 有 限 养 分 的 理论 中 起 着 重要 作用 . 一 个 阶乘 多 项 式 的 各 种 差分 仍 是 阶 习 多 项 式 ， 
更 详细 地 说 , 一 阶 差 分 





六 开 《1 一 本 
让 人 联想 起 微分 是 怎样 作用 于 z 的 任 的 . 较 高 阶 的 差分 则 变 成 进 ~- 步 降 阶 的 阶乘 多 项 式 , 直 
至 最 后 





人 吸 人 一， 
以 及 更 高 阶 的 差分 全 为 零 . 
二 项 式 系 数 以 
[天 有 
呈 一 网 
与 阶 丧 才 项 式 相关 联 .因此 就 分 享 这 些 多 项 式 的 其 些 性 贰 .特别 著名 的 递 推 式 
+ 国 本 : 1- [| 
4 关 十 开 (= 天， 


具有 一 个 有 限 差 分 会 式 的 形式 ， 
从 阶乘 多 项 式 的 定义 可 直接 得 到 简单 的 递归 式 
开 Cet1) 一 (天 加 六 天 人 ， 
将 它 改 写 为 
有 Tt+1) 
四 一 如 
它 能 用 于 将 阶乘 思想 推广 到 数 "=0 -1 -2 …, 寺 是 ,基本 会 式 
上 A 丽 (Ci] 一 网 


下 


对 所 有 整数 成 立 ， 
Stirling 数 


当 阶 乘 多 项 式 用 标准 多 项 式 的 形式 表示 时 ,产生 第 一 类 Stirling 数 .了 
下 (1 二 瑟 晤 1 十 十 im 一 研 S12 寺 


中 , S? 是 Stirling 数 .例如 


忆 





天 人 一 2 下 一 全 开 2 十 开 3， 
这 使 得 S9 = 2, SD) = -3, 5 = 1 , 道 推 公式 
St = SmS 








能 迅速 构造 出 Stirling 数 的 表格 . 
当 上 的 天 被 表示 为 阶 慷 儿 项 式 的 组 全 时 ,产生 第 二 类 Stirling 数 .于 是 
姑 
中 .1 是 Stirling 数 . 例如 





第 四 章 “ 阶 乘 几 二 站 .27 . 





扑 而 各 =104=3, 5 人 =] 道 推 公式 
tl) __ [| 时 
1 二 3 -1 ”起 ; 


能 迅速 构造 出 这 些 Stirling 数 的 表格 .基本 定理 指出 , 每 个 友 的 等 , 作为 阶乘 多 项 式 的 组 合 , 仅 
有 一 个 这 样 的 表达 式 . 这 傅 保 了 第 二 类 Stirling 数 惟一 . 
任 着 多 项 式 的 表示 法 

任意 多 项 式 作为 阶乘 多 项 式 的 组 全 的 形 示 法 是 卜 一 个 自然 的 步骤 .。 的 每 一 个 圭 被 如 二 
衣 示 ,然后 将 它们 组 人 台 起 来 .由 刚才 介绍 的 基本 定理 ,这 种 表示 是 惟一 的 .例如 

有 2 十 2 十 1 = [天 人 二 下 0 + 2 二 工大 全 十 30 + 工 

根据 先 将 这 种 多 项 式 表 示 为 阶乘 多 项 式 的 组 合 , 以 及 随后 对 求 差 分 的 各 阶 药 项 使 用 我 们 
的 公式 ,将 便于 找 出 任意 客 项 式 的 差分 .至 此 已 可 理解 本 章 的 一 个 主要 定理 , 该 定理 指出 :一 个 
# 次 密 硕 式 的 着 分 是 另 一 个 盖 1 次 多 珊 式 ,这 使 得 = 沈 多 项 起 的 阶 莽 分 是 - -个 常数 , 而 更 
高 阶 的 差分 是 过 . 


题 解 


4.1 考虑 满足 只 = 人-1) 人 -2) 的 特殊 丽 数 , 并 证 明 Ay =3&( 开 一 1). 
证 “ 国 页 庆 二 捧 v1- 捧 二 《二 十 二天 (下 一 1) 一 二 [二 一 1 下 一 2) 


=[(+1) 一 [二 一 2)] 开 (下 一 1 一 3 下 (下 一 1) 
对 于 开始 的 凡 个 整数 关 值 ,同样 结果 的 表格 形式 给 在 才 4.1 中 、 





表 4.1 

点 扑 立 扳 
0 0 

0 
1 0 

0 
2 0 

6 
3 在 

18 
呈 24 

36 
5 6 


4-2 将 题 4.1 一 般 化 .考虑 特殊 函数 
本 
(注意 :上 标 不 是 医 ). 对 于 =”>1, 证 明 
Ay = 艳 60. 
此 结果 使 我 们 猛然 联想 到 a 次 医 函 数 的 有 关 导 数 定理 ， 
证 二 AT 
二 (二 1 一 ( 玫 一 下 十 革 天 ( 玫 一 1 人 (下 一 下 十 2) 一 央 各 9 
4.3 证 明 : 若 内 三 大作, 则 A2 一 一 1) 天 全 人， 
证 上 将 题 4.2 应 用 于 Ay 而 不 是 用 证 办 ; 
人 
推广 至 高 阶 差 分 正 嫩 求 导 那样 进行 . 
4.4 证 时 A 肢 全 = 而 症 = 和 0. 


2“ 


迷情 分 析 





二 .5 


4 .0 


.7 


4 .8 


4 .9 





证 E 本 将 题 4.2 应 由 呈 次 以 后 立 得 第 一 个 结果 { 符号 上 可 看 作 1). 由 于 m!1 是 常数 (与 上 无关》 











它 的 卷 分 拿 为 零 . 
二 项 式 条 数 是 整数 
旭 好 1 让 (去 一 天 
让 明 递 推 公式 
下 站 
国税 辣 全 生机 本 
如 十 二 好 十 1 好 
证 E 本 利用 阶乘 洛 葬 式 以 太 应 用 是 4.2 
1 开 tat 由 是 人 at 








本 (人 ae+l 《tr13 


【aa 十 雪琴 (1 天 (m 全 
(+ 9 


移 项 后 可 立即 证 出 结果 .这 个 著名 的 结果 已 被 使 月 过 . 
利用 递 推 公式 ,将 直到 上 = 8 的 二 项 式 系 数 制 成 表格 


解 6 才 4.2 的 第 一 列 给 出 的 | ”| 被 定义 为 1 根据 定义 ,对 角 线 = ”处 是 ,其 他 表 值 来 源 十 闻 
挫 公 式 . 此 表 易 于 推广 


























加 
忆 
Fa 
| 咒 
到 
， 
kw 
已 
cn 
后， 
必 
oo 








由 1 
] 1 1 
了 1 了 ] 
要 1】 3 了 1 
叶 1 了 在 了 ] 
3 1 ] 10 10 3 1 
昌 工 在 1 20 1S 下 1 
了 工 了 21 3 生 21 了 1 
名 1 攻 如 匠 70 6 2 & 1 


1 上 


《| 是 夫 [ 对 于 w > 符号 | 《| 定义 为 


好 上 


试 证 :若是 一 个 正 整 数 , 则 当 > 时 ,to 与 | 
于 
可 | 


证 让 意 到 AD = (10)…0, 当 呈 > 电 阶 科 必 9 将 包含 堆 因子 ,从 而 | ”| 是 地. 
1 其 











二 项 式 系数 符号 和 和 阶 生 符 号 常用 于 非 整 数 有 .对 于 下 = 六 和 2 二 2,3, 计算 to 及 | ， 

















时 呈 四 -二 
oo 
| 办 1 1 1 1 
21 ”21 2 41 8 


| (3 | 
上 -年 -去 二 | 井 . 


阶乘 的 思想 也 可 推广 到 上 标 不 是 正 整 数 的 情 癌 .根据 定义 , 当 是 -- 个 正 整数 时 , 有 
”大 ”将 它 改 写 为 
(ae) fa+ly) 
4 一 下 一 允 ， 
并 用 作 2 = 10, -1, -2 … 时 大 O 的 的 定义 , 试 证 避 =1 有 天 下 =1A( 归 十 玫 氏 2 
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证 三 将 pz=0 代 入 交 邯 背 第 一 个 关内 对 于 第 二 个 辣 果 ,我 伴 


- _ -1 ”1L 
一 +1 -1 (TO 


二 1 -1 
玉 十 2 (二 2 


如 此 等 等 ,过 需 要 用 山 纳 法 来 证 明 , 而 此 外 省 略 其 疾 贡 ,对 于 大 -小 定 区 下 一 1 并 接 尝 此 站 果 往 往 是 
方便 的 . 

节 . 了 9 证明: 对 于 所 有 的 整数 my Ap 大生， 
证 才 枉 对 mr>i 已 在 题 4.2 中 证 明 ,对 于 半 -1 和 0, 可 以 立即 得 到 结 伦 . 桂 十 为 负 整 数 ,比如 











提 一 一 疡 ， 
| _ _ 1 
权 一 忆 0 ( 玫 二 十 记 )f 下 2)》 《二 记 )( 二 二 1 





- 1 ] 本 抽 _ - 户 
人 





+1- 
这 个 结果 类 但 于 微 积分 学 中 * 兰 Fry -= m, 则 对 于 所 有 的 整数 , 广 ! >y = wz: 成 立 " 这 一 定 至 . 
4.11 求 A 7. 
解 [ 富 由 前 题 知 


_ 《一 和 
11 nm 站 “ 
环 ) 


AKCD 有 人 


4,12 试 证 一 一 二 十 直 直人 一 2 有 一 3 大 2 十 友 3， 天 人 一 一 6 二 十 11 开 2 一 6 虹 3 二 天 4 
证 t 直接 从 定义 出 发 ， 
有 1) 
开 1 一 直人 (一 2) = 2 二 -3 开 2 - 开 3， 





一 一) 一 一 6 有 十] 有 2 -- 克 开 3 二 大和 
4.13 将 题 4.12 推广 , 试 证 :在 一 个 阶乘 多 项 式 表示 为 标准 多 项 式 的 展 并 式 
有 SS 
中 , 系数 满足 递 推 公式 
SS 人 -xsS(0 
这 些 系 数 被 称 为 第 一 类 Stirling 数 ， 


证 # 以 ay1 代 普 ，， 
下 Cr 加 1 十 … 十 SR 1， 





而 利用 = 人- 2) 沪 -事实 ,我 们 有 
呈请 二 [二 


今 比 较 式 子 两 端的 妃 的 系数 ,有 


号 1 一 号 加 0 一 2..… ,7 


由 比较 友 及 妈 “ 的 系数 ,还 应 注意 到 特殊 情况 :8 和 一 一， 3 一 3， 
4.14 利用 题 4.13 中 的 会 式 构造 一 个 第 一 类 Stirling 数 的 简 委 . 
解 BEF 由 特殊 情况 下 的 公式 S 人 = -ng3 人 9 立 节 导出 表 4.3 的 第 -. 史 . 例 媳 , 因 为 3 显然 图 


1, 故 








SB -SS0D- Ts 一 25 -2 
如 此 等 等 , 另 一 特殊 情况 下 的 公式 将 表 的 顶部 对 角 线 全 直 上 1, 然后 , 我们 的 主要 间 推 公式 完成 了 此 


表 . 例如 
SS 人 一 25 色 一 【 1 一 201) 一 3， 


数值 分 本 








S 人 = -330 = 2) 一 3 3 = 11， 
SS 33- 人 -330 一 -6 


节 此 等 等 . 直至 2 一 38, 该 去 读 取 划 下 ; 








了 一 1 1 

本 了 3 1 

二 一 各 1L 让 1 

5 | 24 3 35 一 吉 L 

后 -120 274 223 8 一 1 L 

了 了 20 一 1 764 24 一 735 7 一 了 1 

4 一 与 修 4 13 068 一 131 了 32 丰 76 一 1 960 322 一 2 1 











4.15 利用 表 4,3 展开 全 ， 


和 解 E&F 利用 表 的 第 5 行 ， 
0 22450082 十 35 天 3 一 0 天 4 于 此 5 


4.16 试 证 


人 3 【1 


有 


证 SF 利用 表 4.3， 
DT 2 下 
下 人 二 3 十 二 G -并 十 3 一 下 十 下 十 《2 开 3 二 2 1 3)》 一 赤 3， 
有 二 7 天 人 2 二 和 开 介 ) 二 开 人 一 下 十 7 一 下 十 此 7) 十 62 天 3 天 2 十 下 3 
| 6 一 1T1R2 一 丰 大 3 十 到 4 一 丰 4 














4.417 作为 下 题 的 必要 准备 ,证 时 闪 的 寡 作 为 阶乘 多 项 式 的 组 台 仪 有 一 个 表示 法 . 


证 E8 对 于 寻 , 假设 存在 两 个 这 伴 的 表示 法 ， 
天 一 册 天 [ 十 上 二 岂 拓 名， 一 本 十 十 旦 民有 ， 





两 式 相 城 白 
日 = 《| 一 且 0+ 二 电 ) 下 

由 于 式 子 的 右 端 是 一 个 和 多项式, 而 没有 客 项 式 可 对 所 有 的 不 值 为 零 ,于 是 , 右 端 友 的 每 一 展 的 系数 攻 
须 是 零 . 但 姑 公会 出 现在 最 后 :项 中 ,因此 一 定 有 4,= 8, .然后 ,瑟瑟 仅 会 出 址 在 剩余 项 的 最 后 “项 
中 ,这 将 是 (4 一 互 DR 1 项 ,因此 有 人， ;= Bi. 同 理 ,直至 4; -有 

这 个 证 明 是 对 惟一 表示 话 的 典型 证 明 方法 , 它 在 数值 分 析 中 被 频 繁 地 采用 .类似 的 定理 ;两 个 多 
项 式 没有 各 等 的 系数 就 不 才能 恒 等 的 值 ,是 代数 中 的 经 典 结 论 , 已 被 用 于 题 4.13， 
将 题 4.16 推广 到 -- 般 , 试 证 有 的 宪 能 才 示 为 阶 磁 多 项 式 的 组 会 


















































如 DT 
并 且 系 数 满足 说 推 公式 
5 一 3] 十 站 


这 些 系数 被 称 为 第 二 类 Stiriing 数 . 
解 IE 我 们 继续 利用 归纳 法 .对 于 小 的 &, 题 4.16 已 确立 了 这 种 表示 法 的 存在 性 . 候 设 


1a)} 


矶 亚 = :1 站 十 ,十 5 ， 


乘 以 以 后 得 到 





d .2 















































第 四 音阶 采 才 项 式 
琶 2 
今 注 意 到 
下 
从 而 
于 11 一 2 全 | 下 1 1 二 1 
这 已 是 如 ”的 -个 囊 示 法 ,从 而 ,我 们 能 写 出 
RnT1L = ， ， 人 
以 完成 归纳 法 .根据 是 4.17, 在 最 后 排 齐 了 的 阿 式 中 ,的 系数 必定 相 司 , 从 而 
8 一 一 站 十 站 人 )， 了 一 
比较 天 二 和 的 条 数 还 可 注意 到 如 下 特 哺 情况 ; 
和 二 sf RE _ 人 
利用 题 4.18 中 的 公式 构造 一 个 第 二 类 Stirling 数 的 简 表 . 
解 BE 由 上 5 显然 是 1, 由 特殊 公式 5 立即 导出 表 4.4 的 第 一 列 . 由 丹 … 特 号 公式 得 
到 硕 部 对 第 钱 ,然后 ,用 主要 的 说 推 公式 完成 此 表 . 例 允 
2 1 
0 = 1)+2(3) = 7， 
和， 5 呈 1 35 鲁 = (3)+301) 二 看， 
等 等 , 直至 2 = 8. 该 表 读 取 如 下 : 
了 3 生 用 扯 了 局 
1 1 风 _ 
了 1 1 
了 3 
4 1 7 6 1 
上 1 13 25S 10 工 
白 】 31 8 白字 ]3 开 
了 1 63 301 350 1 4 ?31 1 
入 ] ]127 D6 1201 05 晶 266 2 台 ] 
利用 表 4.4, 用 阶 滋 多 项 式 展 开 下 . 
解 上 利用 波 表 的 第 5 行 ， 
和 1 12 二 25) 二 10 二 人 十 帮 CS 
证 明 : -全 于 次 才 基 式 的 第 ” 阶 营 分 是 相等 的 , 贡 于 第 ” 阶 的 差分 昆 索 


证 二 记 此 多 项 式 为 PCz) ,考虑 它 在 等 距 自 变量 co, zl, ra,… 六 个 离 数 集 上 的 值 .我 们 经 常 使 用 
的 以 整数 变 景 二 来 代 蔡 r 的 处 理 方法 常常 是 很 方便 的 ,这 个 上 由 -za= 丰 与 > 产生 联系 ,其 中 
是 连续 变 基 > 之 癌 的 特产. 对 于 自 变 量 &, 用 符 导 Pa 表示 我 们 的 基于 自 变量 上 的 多 项 式 的 值 .由 于 这 
种 自 变量 的 代 换 是 线性 的 , 故 以 > 与 以 玉米 表示 , 才 项 式 均 其 有 相同 的 次 ,我 们 可 将 它 写 为 

十 在 , 开 ” 

个 医 能 被 表示 几 阶 缚 多 项 式 的 一 个 组 侣 ,这 导致 忆 自生 作为 这 和 组 合 的 





瑟 = ap 二 ee 中 一 串 3 天 二 
题 4.18 局 正明 了 的 每 一 
一 个 表 民 : 
一 二 
利用 题 4,2 及 线性 性 质 ， 
PE = 而 十 25 下 是 十 十 


题 4,2, 最 后 导出 AP - xb 于是, 所 有 的 第 阶 差 分 部 是 这 个 数 ,它们 不 随 上 变化 ,而 更 











反复 忆 








均值 分 析 





山 阶 的 益 分 是 和、 


于 ,22 人 想 疫 如 下 的 内 值 属于 -个 4 次 多 项 式 , 计算 其 余 的 了 个 值 . 


业 
kw 
后 











解 8 人 恨 据 题 4.21, 一 个 4 演 多 所 式 第 4 阶 关 分 其 常数 .从 给 定 的 数据 出 发 进行 计算 , 我 们 得 到 于 
4.s 中 介 线 左边 的 岩 值 . 





由 设 其 余 的 站 阶 坟 分 世 是 4, 则 导出 乒 宫 迪 隐 表 值 ,出 此 可 料想 铀 少 的 考 质 为 阁 - So = 326,，- 
= 77， 


(2 1 【3 


、 0 0 
计算 阶乘 :69 6560 本 | 





让 和 队 村 :6 6 


3 
， ， ] 了 
有 6 161 761 | 二 | | 二 | | 
计算 二 忒 式 系数 :| | ,| | ,| 1 ,| 3 |3 由 . 
43 6 47 3 








对 村 六 =” 的 这 些 导 ,计算 到 4 阶 差 分 . 


业 | 1 2 3 5 昌 7 





3 扣 站 则 日 昨 24 ]20 360 4 


税 动 于 阶乘 过 项 式 , 利 诈 题 4,2 表示 六 的 的 于 头 寺 沾 甘 分 . 

借助 上 阶乘 多 项 式 ,利用 题 4.2 表示 只- &G) 的 开头 5 个 益 分 ， 

利用 表 4.3 将 只 =28 -的 二 4 人 -了 表示 为 -个 莹 通 多 项 式 ， 

利用 袁 4.3 将 号 = 人 +AGI + 上 表示 为 :个 普通 多 项 式 ， 

利用 训 4.4 将 风 = -了 (244- 8k2+ 引 表示 为 阶乘 多 项 式 的 一 个 组 全， 

利用 表 4.4 将 加 一 80 卫 一 3054+ 385 表示 为 阶乘 多 项 起 的 -个 组 舍 . 

借 豚 于 阶乘 多 项 式 , 利 困 上 述 癌 题 的 结 兴 算出 Aw, 热 后 , 利 睛 才 4.3 将 该 结果 塌 换 到 普 道 多 项 式 ， 
划一 于 阶乘 多 质 式 ,利用 蓝 4.32 的 结 梁 得 出 Aw 和 必 w, 热 后 利用 表 4.3 将 两 结果 转换 为 普通 多 岳 
式 ， 

假设 如 下 的 凡是 一 个 # 次 多 项 式 的 值 ,推测 接 下 去 的 3 个 全 
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3 ， 








4.38 


4 .的 
和 .40 
二 .4] 
二 ,442 
4 .43 

















呈 0 1 了 3 中 5 
外 心 3 吕 1] 34 3 
中 和 ] 了 3 | 5 
职 自 ] ] 1 ] 总 





找 出 一 个 函数 w%, 对 它 而 衣 Ayw = 天国 一 二 (二 一 全。 
找 击 一 个 画 数 四, 对 它 而 育 和 天 一下 (下 一 1)( 直 一 2)， 
找 册 一 个 函数 办 对 它 而 言 ay = 般 = 下 全 + 二 介 . 
找 出 一 个 函数 站 , 对 它 而 言 ax = 名 . 

找 出 - -个 后 数 w ,对 它 而 言 4 央 二 1( 是 +1I( 下 十 2). 





第 五 章 求 和 法 


正如 积分 法 由 对 十 微分 法 , 洲 和 法 (summation) 是 相对 十 差分 化 (difterceneing) 的 道 运 和 名. 
广泛 的 讨论 将 镍 现在 第 17 章 , 而 此 处 则 介绍 由 个 基本 的 结果 . 
1. 嵌 套 和 (relescoping sum) 是 鞠 分 的 有, 我 们 具有 简单 而 有 用 的 
m-1 
An = 3 ~ 30. 
这 英 似 于 导数 的 积分 法 .倘若 对 上 函数 ， ,方程 Aw= 冯 能 求解 出 来 , 那么 任意 和 能 转 
换 为 嵌 套 和 .十 旦 

















二 ， 
此 一 目 中 
有 限 积 分 法 (finite integration) 是 从 
生 38 二 和 





获得 w 的 过 程 ,其 中 ,是 已 知 的 .内 为 显然 有 


-1 
3 二 30 二 了 zi 
一 站 


故 有 限 积分 法 与 求 和 法 是 相同 的 问题 , 然而 , 正 媳 在 积分 计算 中 那样 , 存在 许多 显 式 有 


限 积 分 (不 舍 立 ) 有 出 的 机 会 . 
2. 分 部 求 和 法 (summatation by parts) 是 求 和 法 运算 的 员 一 主要 结果 , 它 包 括 公 式 


之 到 上 二 De 一 一 2Ax， 
这 类 似 于 相应 的 分 部 积分 公式 . 
这 个 公式 的 应 用 包含 着 以 一 个 (推测 上 ) 比 较 简 单 的 和 去 取代 原先 的 和 . 若 两 个 忆 
中 有 一 个 是 已 知 的 , 则 该 公式 起 善 由 :个 和 定 出 另 一 全 和 的 作用 . 当 氏 套 和 或 分 部 求 
和 法 能 适合 于 无 穷 级 数 的 部 分 和 时 , 该 无穷 级 数 也 能 被 求 值 . 



































题 解 


0 1 
5.1 证 明 人 A 二 3 一 30， 


点 一 站 
证 ”对 ' 这 是 一 个 简单 而 有 用 的 结果 .由 于 它 包 括 其 分 的 求 和 法 ,所 以 通常 将 它 与 包括 一 个 导数 的 积 
分 法 这 一 类 位 于 德 积 分 的 结果 相 比 较 . 首 先 注意 到 
拉 30 一 光 1 ”0 




















站 加 十 胡 yW =【[3 一 0 Ta 一 3 = 3a 一 3 





ayn+Tayl+ao (3 -30+(3 3) 一 3 = 一 加 
这 些 式 子 描述 了 所 售 的 这 种 并 癌 和 . -: 艇 地 ， 





了 AT 
所 有 其 他 的 ， 徒 既 出 现 正 导 , 又 出 贡 负 导 . 在 差分 表 中 观察 , 铺 果 看 上 去 甚至 更 简单 . 邻近 的 差分 之 和 
给 出 了 上 行 中 两 个 表 值 的 莽 


30 。 。 。 。 。 。 交 
3 交 1 所 yz “ 必 


第 五 齐 求 半 法 





S.2 


5S.3 


.4 


号 ,和 


在 吉 的 其 他 地 方 仍 有 类 但 结果 


_ 3 MT32n + 1 
< 一 提 " 
1 





证 明 1 十 22 十 


证 # 枉 我 们 需要 求 -个 围 数 , 对 它 而 言 Aw% = 22; 这 类 似 于 微 积 分 中 航 积 分 问题 .在 这 个 简单 的 例 邯 











中 ,% 志平 能 死 坦 沉 技 出 ,尽管 如 此 ,我 们 雪人 使 用 -全 也 能 处 理 难 题 的 方法 ,首先 , 以 -个 阶乘 多 项 式 的 
缆 合 代 换 记 ; 和 利用 Stiring 数 ， 











具有 这 个 芝 分 的 一 个 函数 旦 


这 次 易 由 计算 4&y 来 证 实 .由 ayw 号 到 裕 称 为 有 限 积分 法 . 状 , 它 英 似 二 导数 的 积分 . 现 改 写 题 

















5.1 的 靖 果 为 > Ay - ，， - 31， 经 过 代 换 得 到 
3 上 


的 Le 1 二 上 -De2 |- [了 0D2 + 二 2] 
< 3 2 L3 2 


交工 如 (入 一 【下 十 了 4 站 (fm ~ 12m +1) 
帮 了 2 本 





日 


训 级 数 站 1 可 的 值 





， 中 录用 上 一 f 号 
解 e 由 以 前 的 结果 A; T 下， ,利用 题 4.9 处 理 让 “，, 则 
S，= 、 DG -六 "= .Tb-o0c0] 
1 
二 1 一 + 


诛 奴 数 定 关 为 lmsS,, 它 因此 等 于 1 
考虑 定义 相同 一 个 自 变 量 zx 集合 上 的 两 个 函数 ,它们 分 别 有 值 & 与 内 :证明 
了 一 吕 nz 人 孙 名 11 全 吉 ， 
,0 
证 g 杰 这 被 均 为 分 部 求 和 法 , 它 类 位 于 微 积 分 中 的 结果 
| ”trw(oda 国人 人 本 -和 rz)wetz)dr、 
了 站 ， 


-0 





证 明 始 于 题 3.9 的 结果 : 称 作 整理 有 
吉 丰 本 站 


从 #=0 扣 到 ;=ma -1 有 
1 


? 习 1 

> 人 电机 一 SA(am) 一 ma 

0 3 3 
然后 对 右 映 的 第 :个 和 式 应 用 题 5.1. 接着 就 得 到 所 需 的 结 


求 级 数 2， iR， 的 值 ， 其 中 _1<R<L 

















解 必 由 上 AR =RR II-R=-RIR-1) 我 们 可 设 总 =)= 玉 /AR-1) 并 利 弄 分 部 求 和 法 . 取 


有 限 和 
吕 1 ， 办 由 1 及 
S，-= >， + 专 -uas = 。 十 1 一 ， 
最 后 的 和 式 是 一 个 几何 可 级 数 且 符合 一 个 基本 公式, 从 而 
?要 玉 {t1 一 民 7) 

3 - 记 + 人 二 R 记 
由 十 aR” 与 玉生 极限 均 为 零 , 故 该 无 穷 纺 数 的 信 是 

hirnS。 = RATLE -~ 及 妆 . 








站 


数值 分 衍 





s.6 投 邱 一 枚 硬币 ,直至 第 一 次 显示 正面 刘 上 , 若 在 第 宕 次 投 撞 时 第 -次 显示 正面 朝 上 , 则 形 


成 .个 等 于 ; 美元 的 支付 (payolf)( 基 在 第 一 次 投 据 时 就 立即 显示 正面 朝 上 则 支付 1 美 
元 ,在 第 -次 投掷 时 显示 止 面 朝 上 就 支付 2 美工 , 依 此 类 推 ). 对 于 平均 支 何 (average 
payofif) ,概率 论 导 出 如 下 级 数 : 



































11 .1 呈 曙 工人 
于 六 + 对 二 3 引 计 | -= 中 
坛 利 用 上 题 中 的 结果 计算 此 级 数 . 
解 g 出 题 $ 5 _ 工 得 工人- - 
由 莫 S.5, 取 民 2 得 之 2 广 | ,放下 | = 2 美元， 


5.7 ”将 分 部 求 和 法 用 上 求 级 数 YYi2R, 的 值 


上 一 必 


解 8 设 站 -om=RAR- 有 ,我 们 得 到 Av =2r+1, 从 而 
zx +1 


一 局 了 SA: 站 开 ” 上 加 有 
司 。 2 册 思 R=102370 
2 BR RS 
及 -1 民 -IT24 站 一 天 2 
在 四 %.5 中 已 求 出 了 剩余 的 两 个 和 式 中 的 第 :个 , 阿 第 二 个 和 式 是 几何 级 数 , 站 是 我 们 得 到 


2 2 [PR RD] 2 1 本 
R-1 有 -IELR-1I (0 Ri RR-1 12R 


令 ma rco, 最 厂 得 到 lim 人 = (有 + 只 2 一 尽 )3， 
s.8 投掷 一 核 硬 币 ,直至 第 一 次 显示 正面 朝 上 , 若 在 第 ; 次 投掷 时 第 一 次 显 反 正面 朝 上 , 则 形 


成 一 个 等 十 它 类 元 的 支付 对 于 平均 支付 , 报 率 论 导 出 级 数 > | 寺 | . 求 此 级 数 的 什 
:+ 一 











一 六 














Sa 一 








解 Ga 由 题 5.7, 取 = 二 ,得 | | = [十 + / 村 | = 6 美元 


补充 题 
s.9 利用 有 限 积分 法 [如 同 在 题 5.2 所 那样 ?证 明 
、》'; = 工 + 十 … 十 二 一 于 


1 上 
5.10 出 有 限 积分 法 求 ia 的 值 
5.11 。 利 肯 有 限 棱 分 法 , 试 证 > 4，- 全- 二 (参看 题 3.21) 显然, 安 就 是 初等 代数 中 的 几何 和 (gromeri 
sum) 。 
| 


4 十 工 





1 
二 


所 1 
5.13 ”用 有 限 积分 法 求 2, (TU 3 的 值 ， 


7 | 1 
S.12 试 让 | | = 
1= 1 肯 ， 











5.14 求 \ 1 的 什 


2 + 


5.15 对 于 1 过 只 二 1. 求 》RR: 的 值 . 
3 一 疾 











5.16 变更 题 5.8, 使 得 支付 为 3. 利用 及 5.15 求 平均 支付 Pa| 工 】 的 估 ， 
T = 几 “ 








5.17 。 变更 题 5.8, 使 得 当 ; 为 信教 时 支付 是 + 1 汪 ;为 厅 数 时 支付 为 “1 平均 支付 是 (- Di 工 】 ,于 
该 级 数 的 值 ， 


第 方 章 冰 和 法 





_ 1 | 了 | 本 
求 2logl 1 十 | 的 他 














伟 助 于 Siirling 数 求 > 的 值 . 


25=] 


3 [ae 


2 十 有) 


求 YaR， 的 值 ， 


= 咱 


以 一 个 求 彻 的 形式 豆 示 As = 二 的 -个 有 限 积分 ,避免 二 0 


以 一 个 求 和 的 形式 表示 Am = lcg& 的 及 限 积 分 ， 

















第 六 章 ”Newton 分 式 



































现 可 借助 二 有 限 差分 与 阶乘 多 项 式 表示 配置 多 项 式 ,首先 证 明 求 和 公式 
机 
JE 二 2 /| 0 
= 和 ! 
并 对 配置 和 多项式 直接 导出 Newtom 公式 . 它 可 写 为 
下 并 
页 三 | | on 
四 
利用 自 变 贡 ri 其 中 re= ert 让 ,能 得 到 Newton 人 另 一 形式 ,并 可 证 明 它 是 
Pre) = 加 + | 2 oj -ro) + 1 全 加 | (aa -zt -zz 
Am 
二 医 元 ， (Da 
其 配置 点 是 coy zt. 在 身 变 量 的 这 些 点 上 ,该 黎 项 式 取 指定 的 值 yn, yt 六: 
题 解 
6.1 证 明 
y1 二 和 十 生 y0， 
32 一 20 + 2A30 + 全 0， 
2 0+T3Ay+3SA201 y0， 
并 推 东 如 同 
A3a 一 Ao0 十 2A290 十 人 yn， 
2 = 全 二 2420+ 人 3 
这 种 类 似 的 结果 ， 
证 i 就 最 一 般 结果 而 言 ,这 仅仅 是 一 个 黄 备 工 目 .第 一 个 千 果 是 显然 的 .对 于 第 二 个 洁 果 ,: 





6.1 一 眼 就 可 看 昌 


上 
D 


W 十 疝 W = 【30 十 上 90) 《An 十 0) 


表 6.1 
了 0 JI 
全 3 
， 了 
二 1 汪 立 0 
31 点 3 
Ta 3 0 站 3 
Re 3 
了 2 
和 了 3 2 
匀 33 
可 和 于 中 


种 所 章 Newton 公 站 四 





他 .2 


站 .3 


看 .4 


从 而 立即 导出 所 需 结果 . 注 剖 到 出 圳 6.1 最 上面 的 对 贡 线 上 的 袁 鼻 表 ya, 同时 注意 到 , 几乎 完全 - 
样 的 让 算得 到 








站 二 22 
等 等 ,由 那些 如 上 面 的 对 角 线 十 的 表 依 袁 示 yy 所 在 的 对 角 线 上 的 表 值 ,能 后 ， 
一 + 二 of(aeT+T2a2a0 二 0) 
立 寻 导出 第 三 个 所 需 的 铺 果 .对 于 As 时 ys 等 等 ,类 似 的 表示 能 由 仅仅 提升 每 个 A 的 上 标 而 写 出 来 ， 









































、 - 本 由 . 
证 明 : 对 于 任 一 止 整数 直 , 闪 = 过 /| | Aon (这些 ,A0yw 仅 表 示 yo). 
= 和 
证 睫 利用 归纳 法 来 证 明 .对 二 天 = 1,2,3, 见 题 6.1. 假 设 当 有 & 层 某 个 特 别 的 整数 疡 时 ,站 时 
『 户 ! 
= |， 


成 立 , 则 正如 前 题 中 所 指出 的 ,我 和 的 得 种 差分 定义 使 得 





了 
鱼 0 





也 成 立 . 些 时 我 好 得 到 





| 户 & | 吝 1 
2 二 区 二 二 >， ap + 之， | 空 加 
JT=0 4 rs 
2 站 ， 
-+ 1 | jw 
JI 
2 1 户 十 了 ， 2 六 +] 
站 了 An 十 全 1 二 >， 总 wy0. 
4=1 31 














第 二 步 州 到 了 题 4.5. 如 昌 有 必要 ,和 标 可 立即 由 改 为 .从 而 ,我 们 的 结果 当 上 = + 1 财 成立 . 啊 遇 
法 证 毕 ， 
证 明 : 对 于 开 =0 na 次 多 项 式 
六 30 十 天 30 十 直 &2)A?on 十 “二 An 
严 ， 严 开 1 
-了 站 oaoo= 于 js 

4 = 自 T 二 和 1， 
取 值 如 = 内 .这 是 Newson 公式 ， 
证 gw 首先 ,注意 到 当 =0 时 , 右 映 仅 剩 % 项 ,而 其 余 所 有 的 项 为 震 ; 当 &= 1 叶 , 右 端 仅 剩 前 两 
节 , 其 余 的 为 寨 ; 当 上 = 时代 剩 前 三 项 ,于 是 ,利用 题 6,1， 

站 30， 直 二 30+way0= 3 六 一 302Ayn 一 人 y0 二 3， 

我 们 的 证 明 本 项 已 明 . 一般 好 ,若是 从 0 至 ”的 任 一 整数 , 则 对 于 > tl = 0 因为 它 将 包 售 因子 
二 - 娄 ) .该 和 缩写 为 








杂 三 了 ， Dab， 
而 撕 题 6.2, 它 测 化 成 .因此 ,这 个 问题 的 过 项 式 对 整数 扬 变 基 上 =0,1,…,z 与 兴国 数 取 相同 的 值 
{ 信 过 ,该 多 项 式 对 任意 自 变 谍 天 和 都 有 定义 ) ， 


以 和 变革 -r* 来 表示 题 6.3 的 结果 ,其 中 , xy = ro 站 ， 
解 85 首先 ,注意 到 














如 此 等 等 .以 符号 (zi) 代 伙 六 ,我 们 立即 得 到 


宇 yo A2y 
乡 (r) 二 JJ 和 一 史 0 十 2 一 oz 一 -5 


JJ 


数 信 分 本 











6.5 


0,0 


0 .7 





这 是 号 形式 的 Mewton 全 起. 
找 出 一 个 3 风 多 项 式 ,该 多 项 式 所 取 的 4 个 值 排 在 对 应 于 zy 列 的 叶 列 中 . 


表 硬 .2 


| 





包 
1 | 全 3 加 
5 也 
2 | 入 7 
12 








解 E 所 天 的 各 种 六 分 出 现在 表 6.2 的 剩 祭 列 中 将 带 图 的 数字 代入 Newton 公式 中 相应 的 位 轩 
时 ， 
卫 ， 和 
疡 (一 1 了 1 一 中) 二 如 (5 一 中) 一 扣 》 
寺 
十 报 (e 一 41fzrk 一 8 一 台 ) 
它 可 被 简 攻 为 


上 fu ) 一 (2 -27z + 142z 一 240)， 





不 过 ,在 应 由 中 通常 第 一 种 形式 更 可 取 、 
利用 自 变 莉 & 表示 题 6.5 中 的 多 项 式 ， 
解 % 直接 由 题 6.3， 

















六 02) 和 3) 
杀 =1+2 十 司 二 十 上 下 ， 


对 于 计算 入 佑 而 言 , 它 是 方便 的 形式 ,因此 可 以 原样 保留 下 来 .还 能 将 它 重 新 屠 理 为 


11 1 了 
和 = 工 + 全 一 本 起 二 全 


应 用 Newten 公式 , 找 出 一 个 取 表 6.3 的 闪 值 而 不 大 于 4 次 的 多 项 式 . 








开 3 . 








工 








表 6.3 
友 ie 和 了 
全 1 中 
昌 
1 了 -1 志 
2 加 
2 3 1 一 了 入 
芭 8 
3 4 1 二 
2 
下 于 1 





第 六 章 Newtuon 公 式 








解 EB 薇 圈 起 的 龙 需要 求 的 差分 .将 带 圈 的 项 代入 Newton 公式 中 相应 的 位 置 ， 





四 寺 ;03 有 3 6 4 
胡 =1 2 二 大 天 十 94 让 


它 也 是 
机 一 村 (2 好 一 2168 1 40 名 -328 4 3) 
由 于 大 = -1 页 这 个 结果 也 能 被 写成 


疡 (2 一 六 (2x: 24zi + 100.e 一 168 + 93)， 





补充 颐 


1. 找 一 个 取 下 列 值 的 4 次 老 项 式 . 





6.10 找 一 个 取 下 列 值 的 3 次 客 项 式 . 





6.11 找 一 个 取 下 列 值 的 5 次 才 项 式 ， 








在 .13 以 





直 ， 一 如 0 二 1 中 (21 避 ? 玫 他 ] 上 二 他 二 


的 形式 , 表示 -个 n 侨 多 项 式 ,计算 Ap 斌 p ,Amp ,然后 斌 证 ;需要 
放下 二 和 


才能 导出 Apu =ayo 训 po 让 四 ,等 等 .其 次 ,推出 





1 
了 上 "y0 。 


1 
站 站 一 30y 在 1 一 和 yn 在 2 六 全 30 一 


并 将 这 些 数 代 人 , 再 一 次 得 到 Newton 公式 . 
6.14 找 一 个 在 工 = 由 1 2 下 与 wfz)=x+ 相 配置 的 2 次 密 项 式 ， 


”起 2 ， 


数值 分 析 








找 :个 企 了 = 2,3 下 与 3(z)=sin| 至) 相 了 配色 的 3 六 雪 焉 式 ,分 别 比 较 两 个 果 数 在 r=4,zr=5 
时 的 值 . 

是 机 存在 这 样 的 一 个 4 次 多项式 , 它 在 上- 0.123,4 上 与 Y(7)=sin 宁 相 姑 置 ? 

是 否 存 华 这 样 的 -个 2 次 多 着 式 , 详 在 >- -1.0,1 上 与 wo= 相配 置 ? 

找 ' 个 企 二 = -2 -1n,1,2 上 与 fr) 一 3 了 | 相配 加 的 # 演 和 冤 需 式 .在 何 处 该 过 项 式 比 2 工 ) 大 ， 何 处 
买 比 3 小 ? 

找 :个 在 了 = 人 1.4 上 与 yz)=wz 相 配置 的 2 次 客 项 式 .为 什么 Wewton 公式 不 适用 ? 

求 主 妇 =1 的 一 个 解 , 它 对 于 所 有 的 上 具有 四 一 al= 旦 如 =0， 





算 了 


第 七 章 和 苯 了 于 与 配置 用 项 式 





在 数值 分 析 中 到 处 都 使 用 算 子 .特别 , 它 适 用 于 简化 复杂 公式 的 开发 . 基 些 最 令 人 感 兴趣 
的 应 用 以 乐观 精神 来 实现 , 而 不 去 特别 拘泥 于 暴 辑 上 的 严密 ,其 结果 由 其 他 方法 来 确认 或 用 实 


验方 法 恰 验 . 



































本 章 中 导出 的 相当 数 城 的 公式 具有 某 种 程度 上 的 历 吕 影响 , 刀 们 提供 了 早期 的 数值 方面 

















的 县 有 优先 权 的 见解 , 冠 以 像 Newten 与 Causs 这 种 名 字 , 型 示 出 他 们 在 地 个 时 期 的 重要 性 . 计 
竺 硬件 的 变化 已 减少 了 它们 的 应 用 范围 .第 12 章 将 重复 要 点 ,在 那里 将 提供 其 些 古 典 的 应 用 . 





立即 要 用 到 的 特定 的 算 子 概念 是 这 些 ; 
1. 算 子 A 由 


W 


十 


三 
定 六 .现在 我 们 将 请 想 象 为 这 样 一 个 运算 :对 于 考虑 中 的 所 有 头 值 , 当 提 供 六 作为 一 
个 输入 时 ,就 产生 只 ,1 一 六 作为 一 个 输出 ， 











3 一 古 一 + 








曾子 与 一 个 算法 ( 垃 如 第 一 章 中 记叙 述 的 ) 癌 的 类 似 足 显而易见 的 


. 莫 子 五 由 


了 只 = 11 


定义 .这 里 ， 对 于 运算 来 觉 ， 输入 仍 是 而 输出 足 2 11 


-2 


A 和 王 均 共有 线性 性 质 , 即 
古人 2z) 二 人 站 十 蕊 3 
五 (Cl 十 Ce 二 人 有 9 十 人 2 瑟 
其 中 , Cl 与 C? 是 任意 常数 (与 大 无 区 ). 将 要 介绍 的 所 有 算 子 均 其 有 这 个 性 质 . 








. 线性 算 子 的 组 合 .考虑 两 个 算 子 ,分 别 记 为 工 ,了 由 给 入 只 ,产生 输出 ys 与 志 Lo 


则 这 些 算 子 的 和 定义 为 输出 工 t+ 工 2 的 运算 ， 
3 一 也 1 十 -| 一 和 1 症 本 2 
奖 似 的 定义 引出 西 个 算 子 的 差 ， 
更 -- 般 地 .者 Ci 与 C; 是 常 狼 { 与 上 无 关 ), 则 算 子 CILY CI， 产生 箱 出 


CEL1T 二 CE2 估 ， 
































[ [ 
外 一 CLII+C2 工 -| 人 1 十 2 














. 算 子 工 ; 与 工 : 的 积 定义 为 输出 工 1 工 xy 的 运算 , 图 表 使 之 更 清楚 : 





一 三 
[| | 2 j 2 四 2 


算 子 工作 用 于 由 工 > 所 产 竺 的 输出 .图表 中 了 的 3 个 部 分 合 在 … 起 表示 算 子 1 了 >， 


| 疙 一 工 :二 > 一 
































，44 ， 数 赴 分析 





用 这 个 积 的 定义 , 像 上 文中 Cu Ca 这 样 的 数 也 可 看 作 算 子 .例如 ,C 是 任意 一 数 , 算 子 
C 执行 乘 以 数 C 的 滋 法 运算 ， 
. 算 子 等 式 . 如 果 对 所 需 考虑 的 问题 中 的 所 有 输入 , 算 子 工 ! 与 工 ; 产生 完全 相同 的 输 记 ， 



































5 
则 称 它 们 相等 .用 符号 表示 即 :对 所 需 考虑 的 问题 中 的 所 右 自 变 基 玫 , 若 
二 1 匠 一 二 
则 
工 = 工 )， 


由 这 个 定义 ,对 照 输出 立即 看 出 :对 任意 的 算 了 工 0z 与 L3 
工 1 + 了 一 工 ?+ 工 1， 
Li1+(EL2+TEL3) 一 (LI 十 了 2)》 + 也 3 
LI(TL3L3) = (LIL3) 工 9 
LEL2T+TLEL3) =LILz 二 工 ! 工 3- 








但 滋 法 交换 律 不 总 是 成 衬 的 : 
工 记 ; 天 工 工 1 
然而 , 若 两 个 算 子 中 有 一 个 是 数 C, 则 由 对 照 输 出 结果 , 显然 有 等 式 
CCLL1 一 工 2. 





6. 道 算 子 . 对 填 我 们 将 使 用 的 许多 另外 的 算 子 来 说 ,乘法 交换 律 也 成 立 . 作 为 特例 , 若 
LiL = 了 工 上 LI 一 
则 称 工 ; 与 工 ; 为 邀 算 子 .在 此 情况 下 我 们 使 用 如 下 符 导 ， 
产 ， 志 . 
血 子 1 就 是 通常 所 说 的 恒 等 算 子 . 并 号 对 任 一 算 子 , 易 见 它 使 1, 工 = 工 : 工 成 立 . 
. 连接 A 与 五 的 简单 方程 , 其 中 包括 
忆 =1+A， 息 一 殖 一 2 上 1 
万 A =AE， 如 = 天 -3E2+T3E 一 | 
早期 利用 其 他 手段 已 证 明了 商 个 相关 定理 , 用 算 子 符号 体系 表示 如 下 ; 


生 = 衬 CD 王 = 站 
主峰 这 1 下 下 


. 向 后 莽 分 算 子 (backward difference operator)Y 由 
Yo = 





革 1 = 了 工 7 = 工 ; = 工 1L = 


二] 


oO 


定义 . 然 与 易 证 
VE = YV = A. 
Y 与 一 之 间 关 系 可 证 明 是 
E ”= 工 -Y， 
而 对 负 整 数 站 ,可 导出 谋 开 式 
到 (下 二 Dr 





. 中 心 装 分 算 子 (central differenee operator) 由 
他 二 和 一 玖 -和 
定义 . 接 下 来 有 93 = A, 尽 管 带 分 数 变 元 , 但 这 是 一 个 用 得 很 多 的 算 子 . 它 与 下 面 的 算 
子 有 密切 关系 . 
10. 平均 算 子 (averaging operator) 由 


\ 叫 














1 ， 上 工 
= 人 福 下 2 十 下 2 1 


第 廿 章 。 茎 子 与 配 旧 多 环评 : 打 ， 





定义 ,从 中 心 闭 分 运算 中 消去 分 数 变 元 是 蕊 的 主要 作用 ， 


配置 多 项 式 
至 此 , 配 寓 多 质 式 能 表示 为 多 种 可 人 殿 选 梯 的 形式 ,它们 均等 价 于 第 6 章 的 Newton 公式 ， 


而 每 一 
1 ， 


小 


已 


七 


ML 


己 ` 


7.1 









































个 都 适合 于 多 少 在 些 不 同 的 情 训 .我 们 讨论 如 下 会 式 , 它 们 从 第 十 二 章 开 始 找到 用 途 . 
Newtonm 向 后 公 武 Newton's backward forrmula) 
应 二 30 二 有 Y30 十 全 和 0 二 全 Yo 
表示 当 严 二 人 1， 一 1， 机 时 取 值 发 w 的 配置 密 项 式 . 
.Gauss 向 前 公式 (Gauss forward formula) 可 通过 展开 天 与 人 问 的 关系 得 到 .车 多 项 武具 
有 人 丑 数 27 次 昌 配 喃 在 上 = 一 7 下 上 , 则 为 
[1 十 了 一 工 
六 二 30 二 之 | 2; -1 | 人 ya 十 ，， las 
车 多项式 具有 奇数 22 +1 次 且 配 置 在 上 = -ma+l 上 , 则 变 为 
| 1 下 十 工 一 1 玉 十 11 3， 
六 一 2 2: jw 四 | 9 ia 
，Gauss 向 后 公式 (Gauss backward formula) 能 用 类 似 的 方法 获得 , 对 于 偶数 次 它 仍 取 配 
置 在 有 = 一 ma 上 的 形式 
严 十 了 一 _ | 下 十 了 1 
名 0 十 站 | 1 中 3 十 je 
这 两 个 Gauss 公式 的 一 个 重要 用 族 是 鹤 出 Stirling 会 
.Stirling 公式 是 配置 多 项 式 应 用 得 最 多 的 形式 之 一 . 它 形 如 
| 1 1 下 1 ， ET] 
巩 三 30 十 呈 Duy0 十 ， 六 | | Don 十 3 人 1 
下 1 玫 十 工 二 十 天 一 匠 2 人 
+ 人 3 Jar 2 ，- 有 已 0 十 | 2 -1 6， 
并 且 是 一 个 很 曼 次 迎 的 人 Y 式 .不 言 而 喻 ， 二 在外 一 2 上， 
.Everett 公式 取 刀 不 形式 : 
二 二 十 了 | | 下 十 班 1 
六 | jw 3 ja | 5 |eeo + 7 ,1 8z2y1 
| 一 二 汪汪 下 二 1 | 十 下 一 1 
_ 1 | 加 开 ja 5 全 4230 ss- 2， ,1 有 0 
并 且 可 由 重 排 奇 数 次 Gauss 向 前 公式 的 梅 成 成 分 来 获得 , 它 配 置 在 上 = -2 ,ma+l 
上 .注意 , 共 中 仅 出 现 偶 阶 差分 ， 
.Bessel 公式 是 Everett 公式 的 一 个 重 排 , 并 且 能 写作 
1 弟 1 大 浊 
本 
赤 十 于 一 ] 1 1 了 1 | 是 二 天 一 十 | 2 
和 
题解 
证 明 五 =]1+ 们 


证 旺 根据 已 的 定义 .Fw = 和 本 5 而 根据 1+A 的 定义 ， 


(+ 一 


，46 


数值 分 村 





7.2 


7 了 .3 


了 .中 


了 .与 


了 .和 


了 .7 


对 上 于 后 有 的 习 变 晶 上 , 算 子 已 与 1+ 上 具有 完全 - 样 的 输出 , 故 两 者 相等 .这 个 结果 也 可 瑟 成 <= 下 - 
1 . 

证 明王 和 一 六 忆 . 

证 上 本 因 




















开 Ay 一 开 (1 
且 
站 世 

输出 相等 ,从 而 鼻子 相等 这 是 一 个 乘法 变换 律 成 闻 的 册子. 
证 明 A= 下 一 2 瑟 十 1. 
证 《5 和 用 算 了 的 多 种 性 质 ， 

外 人 一 有 = ET -1+1= 开 一 2FR+1. 
本 
| 





| 





吕 
应 用 二 项 式 定理 证 明 Aty, = 2 人 1 


证 哑 只 费 a 与 5 从而 与 + 区 在 乘法 运算 中 证 交换 , 则 二 项 式 定 理 


， 
[ea 二 ) 一 阅 ee 
1 


T 一 


就 是 止 确 的 ,在 当前 情况 下 , 这 些 元 素 将 是 三 与 - 1, 而 它们 可 交换 , 故 
并 1 一 2 Dj 
注意 到 Eyo- ?09E2yo= y5， 等 等 ,最 后 我 们 有 
ao - 2 Dj 
这 重复 了 上 题 3.5 的 结 


责 下 浊 
证 明 六 = | ;| As 


站 








证 二 出 上 有 -1+A4 故 由 二 项 式 定理 得 到 


下 =(1+Ai ->》， “| 


所 
对 外 性 用 这 个 算 工 ,并 且 利 用 共 = 和 这 一 事实 ,立即 得 到 所 策 结 果 . 注 总, 这 重复 了 题 6.2. 
向 后 善 分 (backwrard difference) 由 

3 
所 定义 .显然 , 它 包含 着 对 % - ,指定 一 个 新 的 符号 . 试 证 VE = EY -= AE-I- 
1 一 Y. 
证 旺 由 于 对 所 有 的 白 蛮 量 &, 均 有 


本 二 Ver 一 1 一 = 六 r， 



























































世 Y = 天 一 区 -人 = 
所 以 我 们 有 
YE=EY= 上 = 这 一 1. 
对 于 由 下 闪 = 呈 :所 定义 的 算 子 , 利用 符 导 刁 - ,我 们 发 现 EE -1 与 背 - 二 FE 都 是 信 . 用 曾子 
语言 来 说 ,意味 背 这 两 个 算 子 悬 互 道 的 ,EE -= 下 BE=1. 最 尼 , 作 为 算 子 i- 算 的 -个 练 忆 ， 
VY=RIBEV=EIA=ETHE-I=1T- 王 1 




















而 

下-1=1-YV. 
如 袁 7.1 所 示 , 利 用 负 的 变量 宝 ,向 后 差分 通常 仅 用 在 一 个 表 的 底部 .利用 符号 82y = 
YY Y vvY 包 等 , 斌 证 A" = YE 
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=- 47 - 








7 了 .8 


表 7 了 .1 











证 村 出 于 汪 = 上 YY, 我 们 有 afFRY)* ,而 五 与 Y 可 交换, 于 是 式 子 右 端 的 22 个 因子 重新 整理 后 


可 给 出 生 " 一 Y 呈 " .将 它 必 用 于 二 Y 亚 ? 加 yy 





证 明 
了 -1 一 330 一 Yy0， 3 = 30 一 之 VYy0 十 Yo， 
y3 = 加-3Y3y0+3Y20 ~ Yoy0， 

并 证 明 , 对 于 负 整 数 关 ,一 般 有 

- 
此 (中 十 1 ( 开 十 研一 
+ ( 站 (二 
一 人 





i 5 
证 巍 按照 一 般 情 咒 , 交 即 丰 

4 二 ev 二 《一 0 一 《1 一 Yo. 
利用 带 有 负 整数 的 二 项 式 定理 ,使 得 








4 | 一 大 起 (一 到 人 一 大 一 1 一 下 一 1 
1 ， | 5 = 共 2 一 ?89 





下 
呈 【[ 点 十 1 二 十 一 
=367+ 之 守 yi 


而 对 起 = -1, -2, -3 这 几 种 特殊 情况 , 写 出 得 式 后 便 可 立 得 ， 
证 明 : 具 有 由 下 面 的 公式 
帮 【( 中 中 荆 呈 … 尺 下 十 好 一 上 
十 声 Y3n 十 多 全 允 2 轴 十 "十 人 六 多 0 


下 二 加 





(下 十 了) 和 (下 十 了 一 
-+ 症 全 儿 …( 十 十 宇 一 ] 


V: 
让 239 





定义 其 值 的 次 多 项 式 , 当 上 =0, -1 … -7 时 ,可 简化 为 让 = 尖 (这 是 向 后 Newton 
差分 公式 ). 

证 “有 ef 该 证 明 与 题 6.3 中 的 证 明 非 常 相 像 . 当 关 = 由 时 , 式 子 的 右 端 仅 剩 下 第 一 项 ;当天 = -工时 ,人 奴 
到 测 天 项 ,其 余 的 项 均 为 零 .: 般 地 , 若 关 是 区 0 到 -> 的 任 一 监 数 , 则 对 上 站 > 一 下 天 (是 十 了 天 十 
一 了 =0, 和 式 可 缩写 为 





4 
皮 [ 直 二 了 (二 和 
用 = 0 人 了 vi 


41=1 


而 出 题 7.8, 这 喇 简化 为 加. 因而 ,对 于 下 =0 一 1- 2 这 个 问题 中 的 多 项 式 与 我 们 的 内 琢 数 一 
致 





7.10 找 出 -一 个 3 次 密 项 式 ,该 多 项 式 所 取 的 4 个 值 列 在 表 7.2 对 应 r, 的 内 处 . 


:48 - 数值 分 本 











表 ?7.1 

此 < 了 中 全 3 了 沁 
-3 4 1 

2 
了 日 忆 3 

了 中 
1 ， 8 中 已 

季 
上 二 鸭 | 





解 EE5 所 需求 出 的 益 分 出 现在 袁 7,2 余下 揭 列 中 ,将 带 图 的 数字 代入 Newton 问 后 公式 相应 的 位 
置 中 ， 
负 -20+124+ 二 TUD+ 二 TD 人 + 2)， 


法 意 到 除了 白 变 基 《, 这 组 数据 与 题 6.5 中 的 非 同 .由 关系 式 re=10+28 消去 上 ,在 题 6.5 中 得 到 的 
公式 




















pc) - 洛 (2 人 2 274+ 12 -240) 
贞 … 次 被 得 到 .了 枫 个 Newton 公式 不 过 是 相同 的 多 项 式 的 重 排 .随后 还 有 共 他 的 重 排 . 
工 工 ， 
7.11 中 心 差分 算 于 人 由 3= 下 2 一 瑟 2 所 定 区 .从 而 8 了 Aso= Vi, 如 此 等 等 . 注 


】 -二 虐 ， ， ， -1 ，、ps 
意 到 马 2 与 玉 ?是 互 道 的 ,日 E212= 王 ,[ 尼 212 一 巨 - ，, 试 证 Arys = ny va， 




















证 u 于 ' 根据》 的 定义 , 我们 有 红 主 = 卫 -1 与 An= SFES, 和 将 它 应 用 于 %, 产 生 所 需 的 结果 
?7.12 用 3 符号 ,通常 的 差分 表 可 改写 为 表 7.3. 











表 了 .3 
开 入 字 人 8 他 4 
一 人 字 -2 
中卫 
-1 ”yc-1 8 1 
| 的 了 人 yy 了 
册 0 人 90 8wp 
并 By 工 
工 3 人 2 
四 于 
了 3 





利用 A 算 子 表示 如 8230， 人 红 与 人 4 0 





解 SEEF 根据 题 7.11, 交 0 人 0 一 全 0 一 人 


7-13 平均 算 子 wx 由 太 = 二 (EX+ 下 四 定义 ,及 而 po = 二 (9 + %)， 等 等 .证 明 忆 =1+ 


工 
4 


证 BE8 我 们 首先 计算 巡 = 忆 -2+-1 然后 


8 





2 工 十 1， 了 xz 有 了 2 
Ap 二 (下 五 ) = 4 (9 +4) = 让 + 本 人 


7.14 对 于 指定 的 自 变 量 上 ,验证 如 下 各 项 








天 ， 
=0, |， 稚 一 204+| 1 | 593 
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7 了 .10 

















[| | 到 | 、2 
开 二 一 1 基 二 20 二 | 
[ | 
大 三 一 1 0,1,2， 0 十 1 80 ) | 全 yi; 
才 = 一 2 一 二 912 | 8 人 二 
2 0 


证 上 旺 当 & -0 时 , 式 子 的 右 端 公有 项 - 当 上 1 时 ,所 有 的 右 庙 对 诬 于 算 子 





工 
1+ 引 32=1+fE 1)= 开 ， 
其 妖 果 产生 嫩 - 妆 表 = -1 时 ,后 二 个 公式 导出 
了】 
1-52+82=-1-( 人 一 二 + 一 2 = 
它 产 生 ， .当下 = 了 时 ,后 两 个 公式 导致 

工 工 ， 
1+28F23+83+B3PF2 一 1+2(E 1)+(E-2+ 下 是 人 4 天 一 1 一天?， 

产生 出 呈 : 最 后 , 当 上 = -2 时 ,最 后 的 公式 包含 











1-28p2 +362 -53B3+8 1-2E-D+E-2+ED03 (ED 
-( 瑟 -2+ 王 -要 ] -三 -2 
它 导 出 ，_，， 
推广 这 个 问题 的 公式 形成 Gauss 向 前 公式 , 它 表 太一 个 对 上 站 = -ma 了 取 值 六 - 闪 的 2 次 
多 硕 忒 
轴 | 9 对 [ 攀 Ce] 
或 表 泵 一 个 对 于 &- -af+l, 取 值 和 = 入 的 28f1 次 密 质 式 
，- > 本 azw ， | | 2 | 
【在 特殊 情况 下 , 次 数 可 能 较 低 ). 
利用 ”=2 的 Gauss 公式 找 出 一 个 在 表 7.4 中 取 六 情 的 .不 大 于 4 次 的 多 项 式 . 


负 二 30 十 | 


ii=1| 











雪 7.4 
开 和 投 加 风光 
-2| 2 =-: 
3 
1 3 1 1 
2 导 
0 6 二 克 地 
二 地 
1 8 8 了 
12 
2 10 20 


解 EB 所 需 的 差分 通常 被 编制 成 表 . 这 商 似 于 在 冰 述 两 个 Newion 公式 中 所 用 的 一 个 函数 , 介 这 


里 , 白 变 量 上 带 一 个 位 移 , 并 且 在 顶部 增加 一 个 额外 的 数 对 .由 十 此 例 中 4 阶 差分 是 零 , 故我 们 预料 它 
是 一 个 3 次 多 项 式 . 将 圈 起 的 数字 代入 Gauss 公式 中 相应 的 位 置 ， 


加 = 3+ 5 + 写 RE- 旧址 妇 (二 中 (二 一 1) 
苦 由 关系 式 mm =6+2& 消去 天, 则 已 经 找 出 过 两 次 的 3 深 式 将 飞 一 次 出 现 . 
应 用 Gauss 刚 前 公式 找 出 一 个 在 表 7.5 中 取 值 的 不 大 于 4 次 的 多 项 式 . 




















3 ， 











家 7.5 
点 5 中 
了 1 1 1 
了 

-1 写 上 了 

了 一 此 
0 1 3 过 于 四 

@ 
1 本 -1 本 

| 2 

了 号 1 





解 E 及 将 所 党 的 差分 圈 起 , 代入 Gauss 公式 的 机 应 仔 置 ， 
本 (下 了 { 是 十 1) 开 ( 二 一 工 ) 《下 二 工本 (本 1 更- 
持 2 十 剖 6 + 16 订 . 








站 一 工 -24 
它 可 简 北 为 
1 
色 一 村 (28 -8 全 二 3)， 
宙 于 有 = xi 一 3, 王 是 这 一 结果 也 可 写 为 
十 (.) 一 于 (2x 一 24 + 100zt ，168x，+ 93)， 


显然 , 这 与 以 前 由 Newten 公式 求 出 的 洛 项 式 一 致 . 
对 于 上 = -1,0,1, 验证 


| 下 玉 +T1TI 
卫 0 2 | 92 
然后 ,对 于 上 = -2, -101,2, 验 证 
| 下 | 有 十 11 。 3 [121 4 
六 2 | yt+| 3 sy | 4 | 2w 





证 8 节 对 于 大 -0, 式 子 右 册 公 有 2 项 .当天 = 工时 ,两 式 均 舍 算 子 





上 工 
1+8F32+ 人 -1+(1-ED+(E-2+ 了 1) = 丘 ， 
它 确 实 产 生 轴 . 对 士 开 = - 二 两 式 铅 含 
1 - 开 人 -1 0 DEL 
它 册 实 产生 * + 继续 使 用 第 一 个 公式 ,对 于 上 -2 我们 有 
-由 辐 工 
1+238 2 十 3382 二 9 本 2 机 4 
一 1+23f1 - 巨 riE-2+FE 3+1- 天 + 一 2+ 开 0 = 三: 
并 且 当 并 = 2 时， 
- 霸 - 工 
1-26E + 人 2 TY-2+ 志 -1+ 五 
一 吾 








正 是 所 要 求 的 . 
此 问题 的 会 式 可 推广 而 形成 Gauss 向 后 公式 . 它 衣 示 与 但 教 阶 Gauss 向 前 公式 相同 的 过 项 式 ,并 
且 如 上 所 述 , 能 验证 


2 六 下 十 计 一 工 | | 
杂 ” 基 十 | 1 ?二 | 了 导 
人 7 2 
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， 1 * 





证 几 由 二 项 式 系 数 的 定 立 ， 
| = 本 
1 了 2 六 | 立 | = 27 - je (3 率 
正 基 所 要 求 的 ， 
7.19 由 Gauss 公式 ,推出 下 面 给 出 的 Stirling 公式 . 
解 BF 将 2 次 的 Gauss 公式 逐 项 相 加 , 除 以 2, 然 后 利用 是 7.18 得 


2 了 十 


1 二 工 4 1 开 一 工 | 
二 “ | 3 1 训 pyp 十 下 1 | 3 


二 十 于 一 2 。 
之 所 
这 就 是 Stirting 公式 ， 
7.20 应 用 =2 的 Stirling 公式 求 一 个 在 表 7.6 中 取 % 值 的 不 天 于 4 放 的 多 项 式 . 





天 7.6 
大 2 他 了 
-2|1 2 -2: 
3 
1| 3 -1 
翅 二 
和 6 僵 成 地 
岛 纯 
] 8 8 了 
12 
2 i 2 








解 E 本 仍 询 出 所 需 的 差分 袁 . 将 圈 起 的 项 代入 Stiding 全 \ 式 中 相应 的 位 芭 ， 














了 一 
-3 D 
见 , 这 是 由 Gauss 向 前 公式 所 得 结果 的 一 个 较 小 的 重 排 . 
7.21 记 
十 了 一 工 2 | 下 二 241 -| 人 | 本 | 二 + 2 
(2 po 起 2 | 
证 5 左边 变 为 (利用 题 4.5) 
三 +] 下 十 站 | 31 
| 1 坟 
二 1 
82i(1 + 8 起 ]- | sz9 
-| Do 1 1 
下 十 工 了 更 十 在 一 Ts 
-jp 2 41 7 30 





其 中 在 最 后 一 步 中 , 我们 使 用 了 [+ 8E 寺 = 下. 
7.22 试 由 奇数 阶 Gauss 向 前 公式 推导 由 Everett 公式 ， 


解 EE5 利用 题 7.1, 我 们 立即 得 到 


.5 。 数值 分 析 








2 二 1 21 一 
| | 1 1 二 1 | 人 
一 “ 全 十 二 7 
La 19 2307 1 1 1 

一 1 | 1 [an 
-| 1 | 20 一 | 人 30 | 5 | so 3 1 开 训 

















此 即 Everett 公式 . 册 士 它 是 Gauss 公式 的 一 个 重 排 , 故 对 于 请 = -aa 1, 它 是 满足 让 的 问 
样 的 23 1 1 次 才 项 式 .因为 它 的 简单 性 , 仅 含 偶数 阶 差分 ,所 以 它 是 一 个 用 得 很 多 的 公式 . 
7.23 应 用 -2Everett 公式 , 求 出 一 个 取 表 7 了 .7 的 值 前 不 大 王 4 次 的 多 项 式 . 









































表 了 7.7? 
T， 旺 6 人 
-2|1 0 0 加 
一 
了 1 -] 1 
8 108 
0 2 图 入 旧 
123 324 
1 了 堪 他 蝶 
569 800 
2 ， 4 704 1102 
1671 
子 3 了 3 





解 EE 所 需 的 差分 被 圈 起 ， 
将 带 轩 的 项 代 六 Everett 公式 中 相 诬 位 置 时 ， 


《是 十 二 ) 和 (中 一 。 一 -2) 
一 135 + 442 1 336 伺 二 人 人 二 | 人 1)(k -21) 


(RD _H8 到 和- 4 .16 《大 士 其 ( 二 -20(E = 3) 








利 月 = +2, 可 将 蕉 简化 为 





5 叶 了 
而 ( .55 二 




















7.24 试 证 
ee 
证 e5 上 式 左 对 应 于 算 子 
ee 
和 2 上 [二 -| 


其 右 端 对 应 十 算 了 
， | 玖 十 了 十 研一 -| 
站 LE | 于 和 ， 





第 七 蔓 ” 曾 了 与 配 痛 区 项 式 








7 了 . 褒 


了 .好 
7. 了 9 


了 .3 


认 而 两 端 相 委 . 
试 证 Bessel 公式 是 Everett 公式 的 - :个 重 排 . 


证 EEEF Hesse| 公式 足 


四 ， 11TRT+TaE-1iy， ， 
四 了 -二 2 二 1 上 
名 > | | 二 | 2 上 只 
- | | 工 | 1 | aa 
瑟 2 ， 了 | 四 2 12， = 
1 二 十 太一 1 1 1 1 十 王 一 工 3 
。 上-- -一 | 1 . 
一 4 2 区 3 一 22 二 1 卫 | 了 六 岂 3 


根据 前 题 , 可 立即 简化 为 Everett 公式 . 





使 用 a = ! 的 Bessel 会 式 , 求 出 一 个 取 表 7.8 的 台 值 的 不 大 于 3 次 购 多 项 式 ， 





表 7.8 

天 站 各 
一 上 和 1 

2 
6 名 全 

加 乞 
1 ， 8 世 名 

12 
2 10 20 





解 旷 将 所 瑚 的 蔓 分 疾 起 来 ,并 且 将 它们 情人 Bessel 公式 中 相应 的 世 短 ,元 需 普 疑 , 产生 的 多 项 式 














与 已 由 其 他 公式 获得 的 多 项 式 相 问 ， 
-3238 二 | + 22 D TO 二 | 
可 以 验 下, 它 与 早先 的 结果 是 等 价 的 . 
补 充 题 


证 明 台 - 绒 - 支 -1 -RE-I=1 (+ 有 -1 
证 明 /1+ 部 夺 = 1+ 二 ， 
1 


工 由 
证 明 Bz = w+ 二 g 且 下 2 


若 工 1 = 工 3 了 1 两 个 算 子 | 与 上 可 训 挠 . 试 证 w,B,, 台 与 Y 相 开间 均 可 父 换 . 


工 ] 


证 昌 -二 1 一 

证 明 /内 六 人 7A. 
、 _ 工 3 3 
证 明 A= 了 9 + 人 + 可 全 


将 Newton 向 后 公式 用土 以 干 数据 , 以 获得 自 变 其 不 的 一 个 4 次 多 项 式 .然后 
3 的 一 个 多 项 式 , 将 最 后 结果 与 题 6.7 的 结果 相 比 较 . 














用 zi- 大 +T5 将 其 转 搞 成 





4 





= 


.36 
.37 


JJ 


一 


38 
.39 


~ 


数值 分 本 














利用 Newton 回 后 会 式 求 一 个 3 次 过 项 式 , 它 含 如 下 .ca 数 对 ， 

















用 盖 二 +5 将 它 转换 成 cs 的 专 班 式 ,并 且 与 题 6.10 的 结 媒 相 比 较 . 
起 证 白 变 量 . 避 - rn+ 丰 这 “变化 能 将 Newton 向 后 公式 转换 为 


隐 
的 


， V2， 
Pr = + 人 zx - 321) 十 了 Ce 一 -EN 一 工 -上 十 …… 


十 





ez -0 1 
对 于 题 7.34 的 数据 ,利用 题 7.35 去 直接 获得 自 变 芋 必 的 3 次 多 项 式 ， 
将 Gauss 向 前 公式 用 于 下 面 的 数 撕 , 并 瑟 将 结果 与 题 6.8 的 结果 相 比 较 ， 


















































将 Gauss 向 后 公式 用 十 题 了 .37 的 数据 . 
将 (ianss 问 后 公式 用 于 是 7.34 的 数据 , 其中, 自 变 基 关 位 移 , 使 得 > =6 时 天 一 0 
将 Gauss 向 前 公式 用 于 下 面 的 数据 ,并 与 题 6.11 的 关 果 相 比 较 . 























对 于 上 = 一 上,0, 验证 





而 对 于 有 = 2. -1,0,.1， 


二 工 | 赤 十 1 。 
抽 一 如 十 dxo+l 3 js3v 





本 民 | 天 
1 





这 些 也 能 被 看 成 是 Gauss 向 后 公式 的 形式 ,这 些 多 项 式 的 次 数 是 奇数 和 而 非 倘 数 . 

将 Stiring 公式 用 于 题 7.37 的 数据 . 

将 Sirling 公式 用 于 是 6.9 的 数据 . 远 择 任意 3 个 等 距 白 变量 召 设 它们 对 应 于 上 = - 10,1. 
将 Pverett 公 趟 用 于 题 7.34 的 数据 , 取 对 应 于 &=0 与 工 的 自 变量 的 中 心 数 对 . 

将 Everett 公式 用 于 题 ?.40 的 数据 . 

将 Everett 公式 用 于 题 6.9 的 数据 . 

将 Bessel 公式 用 于 是 7. 和 4 的 数据 . 

将 Ressel 合式 用 于 题 7,40 的 数据 ， 


二 ft T | 二 
正明 E2 = 38+A= [1I+ 二 69| 
本 刘 | 1 二 1 了 3 秆 5 百 
试 证 w 一 1 请 太 + 入 全 一 下 二 冯 二 


证 明 [和 ] 二 以 及 和 十 Ag ， 
































第 改 章 不 等 距 息 变量 


对 于 不 等 距 日 变星 ro yz 能 用 多 种 方法 找到 配置 多 项 式 .本 章 将 介绍 Lagrange 法 、 
行列 式 法 和 均 差 (divided 由 ffercnee) 法 . 


1， Lagrange 公式 是 





(z) = > Ti(T)y， 


其 中 ,1L(z) 是 Lagrange 乘 子 国 数 (Lagrange multiplier fanction) ; 
《一 0 人 全 一 他 人 一 光 1 二 一 Ai 一代) 
(7， 一 TD 一 之 1) 一 iT 一 1 一 工 ， 





了 () = 
它 具 有 如 下 性 质 : 








Try =0， 呈 天 让 DCz) = 1 
Jagrange 公式 的 确 表 示 了 配置 多 项 式 ， 即 ， 对 天 二 遇 ，…， 于 ， 避 (zt) 三 3 函数 
rz) = (zzovzna)=TTGz -an) 
能 用 来 以 志 紧 凑 的 形式 表示 Latgrange 乘 子 函数 
(一 ( 工 一 iT 
密切 相关 的 函数 
RE 一 (xz 一 二 
本 


导致 Lagrange 乘 子 函 数 的 第 二 个 其 炭 表 示 法 
卫 ; 【 工 》 
下 





Tiz) 一 





2. 醒 置 多 项 式 pfz) 的 行列 式 形 式 是 
声 { 全】 1 六 三 0 
30 1 Zoo 2 二 人 
1 1 .ril zi 区 了 = 上 小 ， 
加 1 mr 





这 央 为 当下 二 0, ,时 , 关 (zs) 三 如 , 它 偶 尔 有 用 ,主要 用 于 理论 工作 . 
. 20 与 zl 之 间 的 第 一 均 差 由 


(2 


光 1 -30 
光一 证 
所 先 义 .在 其 他 的 自 变量 数 对 间 可 应 用 类 似 的 公式 . 
于 是 , 较 高 阶 的 霉 差 可 借助 于 绞 低 阶 的 均 差 米 定 义 ,例如 


yzly za 一 fr0y zl) 





3fzoyd1) = 




















Dr1yY2) 一 





< 开 2 了 人 
是 一 个 2 阶 均 莽 ,而 
『 了 1 一 人 0) 
“09 守 2 一 
志和 一 江 D 


是 一 个 = 阶 均 莽 .在 许多 地方 ,这 些 差 分 扮演 着 与 以 前 使 用 过 的 较 简 单 的 差分 等 价 的 


数 倩 分析 























角 包 ， 
姜 分 表 仍 中 展示 差分 的 方便 上 共 , 用 的 足 款 准 的 对 角 线 形式 
-7 人 
了 (Ch 中 
< 1 Kx 2a) 
ozita) xy Liaoayd3) 
了 2 3 ylr2nra xn Tilyr2yr3yzd) 
CT TryT23id4 
3 33 CT24 734 
0735 
这 4 


表示 定理 〔 TeBresentaticn theorem ) 


卫 
yz0 Troy 一 2 六 (az 


委 明 ,每 一 的 差 能 被 表示 为 办 值 的 一 个 组 全 .这 应 与 第 3 章 中 对 应 的 定理 相 比 较 . 

均 券 的 对 称 性 质 是 说 , 倘若 只 值 以 自 变量 ex 相同 的 方式 排列 , 则 这 种 差分 是 rs 的 
所 有 排列 下 的 个 变 其 .这 个 硅 常 有 用 的 结果 是 表示 定理 的 一 个 简单 推论 . 

均 差 与 导数 由 

















(zs Try ) 二 2 
了 让 * 证 于 Ca 11 
建立 起 联系 ， 
在 自 变 芋 等 距 的 情况 下 , 均 差 简化 为 常 有 限 差分 fordlinary finite 本 fterenee), 特别 ， 
了 
了 IT0 Tt yn)》 一 二 


据 此 ,可 得 常 有 限 差分 的 一 个 有 用 性 质 , 即 
An 一 YE ， 

对 于 一 个 具有 有 界 导 数 的 明 数 y(z ) 来 党, 所 有 的 灵 (z) 有 一 个 与 呈 无 关 的 界 , 因 
此 , 对 于 小 的 靖 , 当 ”无限 增 大 时 ,有 

lmaA"ywil = 0， 

这 推广 了 前 而 得 到 的 适合 于 多 项 式 的 结 东 ,并 且 解 释 了 为 什么 在 一 个 差分 表 中 , 经 常 发 现 
较 高 阶 的 差分 芍 于 零 . 

现在 , 可 以 借助 于 均 差 获取 配置 多 项 式 .典型 的 结果 是 Newton 均 浆 公式; 


六 (了 7) 二 十 (全 一 了 Orz0Z 二 ofzr 一 1)y(zoyzlyza 





十 0 

其 中 , 自 变 基 re 不 需要 等 距 . 这 推广 了 算 6 章 的 Newtow 公式 ,日 在 等 距 的 情况 下 远 原 到 
它 . 

由 于 我 们 仍 在 讨论 同样 的 配置 多项式 ,所 以 误差 y(z)- pz) 仍 由 前 面 得 到 的 公式 
2 (CS)s(z] 

(1 十 1 

给 出 , 其 中 , y(z) 与 (zz) 配 置 在 自 变 量 zo, …, z, 上 .利用 均 差 ,这 个 误差 的 另 一 种 形式 
是 





3fz) -十 (二 ) = 








YY) 一 由 (了 ) = (Troy 一 nr 一人) 


8.2 


8 .3 


人 .4 


.5 











第 具 章 不 等 此 自 宰 大 














.57 ， 








题 解 


在 数据 点 r = zhnyzl re 上 ,Lagrange 乘 子 上 咕 数 
LOzry 二 《 工 一 了 OIC 一 六 1 信和 -it 一 < 人 人 一 TD 
人 《T， 一 0 Ti 一 了 一 1 一 1 加 Fn 


取 和 何 倩 ? 
解 5 首先 计 意 到 , 对 于 二 尖 i 分 子 固 式 必 使 忆 (zs) = 昌 .二 是 ,分 母 内 式 必 使 工 ,fx = 1. 




















验证 ;在 自 恋 量具 ,有 二 0, …, 上 ,多 项 式 p(z) = 六 Los 到 值 为 内 .这 是 作为 配 
轩 多 项 式 的 Lagrange 公式 

证 “根据 昨 8.1 (ci) = (zlg) 有 = 避 (a) 有 = 罗 从 而 Lagrange 公式 的 确 给 出 了 配 病 多 
项 起 . 

用 x(z) 定 义 乘积 x(z) -= JT(z -x) , 试 证 


了 工 己 区) 一 f 丈 ) 


交 





证 gg 由 于 r(.c) 是 2a+1 个 因子 的 习 积 ,通常 的 微分 过 程 使 天 (rr) 产 生 m+1 项 和 ,而 每 一 项 中 有 
一 个 因子 被 求 导 . 如 果 我 拉 定 六 
末 开 】 一 xz 人 
皇 了 


它 除 了 出 xf) 答 少 一 个 zx- 一生 国 子 之 外 ,其 余 相 同 , 则 
二 ofc)+ 十 下 你 )， 











于 是 , 当 z= rz* 时 ,由 于 天 (zt 是 惟 -- 不 包含 上 <- 避 的 项, 所以 除了 Fetzs) ,其 余 所 有 的 项 均 为 零 . 从 
而 
(zt 二 本 
胆 
ax) 
(7 一 了 Jr (7E) 天 《zt 《IE 4 
试 证 : 行 蜀 式 方程 
六 (Cr) 1 2 Le 
3 1 xz0 婚 < 
水 1 1 zl 2 z| = 人 
| 
也 给 出 了 配置 多 项 式 户 (z). 





证 王 利 用 第 一 行 元 玄 的 子 式 展 开 该 行列 式 , 将 显然 产生 一 个 ”次 禄 项 式 .用 工 - 了 以 及 六 (z) 一 
闪 代 换 使 得 两 行 元 素 由 同 反 商行 列 式 为 零 .于 是 p( zi) = %%, 并 且 这 个 多 项 式 是 配置 过 项 式 , 值 得 注意 
的 是 , 由 于 对 规 模 的 行列 式 求 值 困 难 , 这 一 结果 用 途 不 大 ， 

找 出 取 下 面 指 定 值 的 3 次 多 项 式 . 






































， 归 信 分 析 
解 。EE 该 多 项 式 能 直接 被 写 为 
1 了 二 27 一 后] 
at 02TDt022021+02202 和 1 
Tc -1)fz -4) fr 一 Tifr 一 了 1 
+ 2201 和 27 44 2) “3 
它 能 被 整理 为 
思 [z) = 让 人- 二 2 二 127) . 
8.6 对 了 表 8.1 中 的 办 佳 , 计 算 直至 3 阶 的 均 莽 . 
表 3.1 
1 JE 
0 ! 
有 
1 1 二 | 
> 2 1 2 
了 6 
2 
4 5 
解 上 该 差分 列 在 表 胡 后 三 列 中 , 剖 如 
了 -1 
702.4) = =， (24) = 二 二 三， 
工 _ 工 
012) = 二 = 二， 0120= 人 人 
2z0) .这 被 称 为 一 阶 均 差 的 对 称 性 (symrmmetry) 





8,7 证 明 :y(zoyzi=y(rt 
证 晴 根据 定义 ,这 是 屁 然 的 .但 也 可 从 
0D 二 了 1 
严 ] 一 打 中 





0 一定 


70 了 1) 三 
这 - - 志 实 看 出 .内 为 在 这 里, 变换 zt ri 以 贡 yy， 只 需 育 换 右 映 两 对 的 顺序 .这 个 过 程 可 立即 用 于 


更 高 阶 的 差分 . 
8.8 证 明 yzroyzliyzi) 是 对 称 的 ， 
人 LE2) 一 光 Tny 工 1 一 脱 二 虽 划一 加 
了 2 一 工人 了 2 一 了 nz 一 宁 1 一抹 
水 2 
【区 2 一 20 关 X2 一 交 





3 1 Za 二 
《5 一 0 放 交 1 一 区 2 


一 区 
《0 一 定 1 人 一 学 2 


交换 任意 厢 个 自 变 量 z 与 zx 及 其 对 应 的 y 值 , 即 交 换 右 端 ” 与 办 项 使 总 体 结果 不 变 .由 于 自 变量 xx 
范 任 何 置换 会 受 相 继 的 数 对 的 交 纪 影 响 , 故 在 (与 内 双方 的 ) 所 有 置换 下 , 均 癌 是 不 变量 . 





_ _ 和 
ET ,1 羡 刺 (5 
一 ) 


证 明 : 对 任 一 正 整 数 ，， 


各 ,9 
工 ;1 一 1 


其 中 ， 
开 () 一 《2 一 0 工 ， 一 1) 


这 推广 了 前 面 两 题 的 结果 




















第 八 齐 “到 守 是 自 安生 




















证 8 让 时 采用 归纳 语 对 王 症 一 上 2 我 们 马 有 此 尖 果 , 假 证 对 二 二 -二线 淋 成立 , 则 由 定义， 





Ore Cross 





轩 人 了 1 LERv1) 
“ " " AL] 起 


几 于 我 们 已 嵌 定 对 下 雪 阶 基 分 儿 果 成 江 , 斤 对 于 12 在 请 六 的 系数 将 是 


1. .1 1 1 
Li |， 


这 里 , 纪 知 在 分 各 溢 各 中 小 窒 内 子 (r， ,而 湾 系数 简化 为 
. 了 -- - ] . 
(一 


正如 所 求 . 当 ;0 或 1 二 +1 时 ,的 系数 台 二 为 一 起 而 在 两 种 情况 下 案 易 在 到 当 盖 直 二 上 时, 秆 
么 是 定 惠 中 所 需要 的 ,这 就 是 

















上 1 


{ 7Tn TD { 4 一 Li 
这 就 宛 成 了 上 归 纲 法 并 证明 了 该 定理 . 
证 明 六 阶 均 差 是 对 称 的 . 
证 同根 据 上 述 题 立 有 如 下 结果 :车 交换 任何 一 对 白 变 重 , 比如 2 与 才 , 则 右 端 售 ， 与 六 的 项 
变换 而 其 余 的 均 和 不 变 . 
求 yfzr)= 六 与 wzry= 的 前 几 个 送 分 . 
解 8EF 首先 取 (rr)= ,于 是 



































2 了 
.1 一 (zz+ mi 一 (Pil+ oh 
3Cz will = 亲 - 一 二 了 0 na 二 2 了 一 本 呈 - 上. 
显然 , 更 高 阶 的 差分 将 是 堆 , 现 在 取 v(z) 一 了 3 
2 
30 < 站 二 二 本 了 1 十 问 ]0 二 人 


(3 二 wa 二 22 一 《yz 十 CiTn 十 二 





区 0 工交 2 一 = -4 1 十 ay 
定 2 


frl + zx+r ij 一 (rn+ wildal 1 
中 


显然 ,更 高 阶 的 差分 世 将 是 符 . 注 意 ,在 这 贞 种 情 总 下 .也有 的 盖 分 均 是 允 称 的 多 项 区 . 

证 明 , 若 & 委 ?1 则 一 个 次 多 项 式 的 & 阶 均 盖 是 一 个 z 大 次 多 项 式 ; 而 知 坟 >m, 则 为 
零 . 

证 g 村 记 沪 多 项 式 为 fr) 一 个 典型 的 均 善 是 





0 宇和 一 





及 (rziy 一 【1)》 一 了 co》 
一 河和 


设想 5o 团 定 而 r, 基 自 变量 , 则 这 个 公式 的 各 部 分 能 被 在 作 zi 的 丽 数 . 待 别 , 今 子 是 一 个 ri 的 光 
多 项 趟 ,该 秋 项 式 在 ri = cy 时 为 零 . 根 撕 因 式 定理 ,分 子 售 rz1- 属国 子 , 央 了 此 其 商 站 (royyxi) 是 | 
药 一 个 呈 - 工 次 才 项 式 . 由 jzrozi 的 让 称 性 , 它 因此 也 是 . 避 的 :个 -1 次 多 项 式 .重复 相同 的 讨 
论 ,… -个 典 鳌 的 2 阶 蔚 分 是 

















声 (TlvTr3j 一 疡 人 0y1i 


了 2 一 1 
设想 xn 与 zl 固定 而 xz 是 自 变 量 , 则 分 子 是 cr 的 一 个 -上 次 雪人 闹 式 , 该 客 项 式 在 za = xn 时 为 零 . 
根据 内 式 定理 , pfzrn,ziyza 因 此 是 rs 的 “个 呈 -2 次 多 项 式 .由 六 (ccbzi 的 对 称 性 , 它 也 是 ro 
或 zl 的 za-2 次 多 硕 式 . 依次 类推 , 能 得 到 所 需 的 结果 . 这 考 要 胀 归纳 法 ,但 这 是 容易 的 , 故 略 去 网 
节 ， 
证 明 Newrton 均 盖 公式 

凡 ( 了 二 轩 十 (7 一 00 下士 【一 区 0 一 区 13 人 20 1 人 2 





太 ( 0 ly 碟 2 
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表 让 配置 光 项 式 . 即 ， 对 十 六 三 由， 四 它 取 和 值 为 态 (8 一 3 由 





4 5 怠 ， 


全 .1 全 


数值 分 本 





证 胰 px)= 0 是 显 名 的 事实 . 其 次 ,出 光 益 的 定义 ,并 利用 对 称 征 ， 


二 
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GEOyTTyAe 2Ey 2 十 (一 23 -ER 





DC 
例如 , 中 
国 亲本 一 ) 
0 lv) 一 3 人 cvs 一 兴 ) - 2 
了 5 了 
得 到 第 二 行 .对 于 二 =1, 首先 证 邮 了 pf 一 2 将 第 二 行 代 和 第 一 行 得 到 





及 0 

当 二 一 2 于, 这 证 明了 站 = 对 于 每 个 .轮流 逐次 代入 验证 ,直至 最 后 , 戈 们 得 到 
3 0 一 DOT 一 《rn -oftenoyei ra) 
-0 


这 证 明了 记 (za) = 和 
由 于 这 个 Newton 公式 与 Lagrange 公式 表示 相同 的 多 戎 式 ,上 两 者 中 的 每 个 愉 为 另 … 个 藤 重 




















排 
找 出 在 表 8.1 中 取 值 的 3 次 多 项 式 ， 
解 8 利用 Newton 公式 , 它 包含 表 8.1 的 上 映 对 角 线 上 的 关 分 ， 























pz -1+0c-D0tz-oO -DT 二 ro-D -2 十) 


简化 罗 训 f 了 ) = 巧 -09z 一 gr+1l2). 这 与 Lagrange 公元 得 到 的 结果 相同 ， 


补充 题 


用 Lagrange 公式 求 “个 包含 旭 下 可 尖 数 对 的 3 次 名 项 式 , 然 后 对 =2,3,5, 求 该 多 项 式 的 值 . 








用 Lagrange 公式 求 一 个 包含 如 下 环 ,站 数 对 的 4 次 过 项 式 , 然 后 对 =3, 求 该 光 项 式 的 值 . 











在 部 分 分 式 展 开 式 {partial fraction exXpansion ) 








fz) 

(rz) 之 下 一 
中 ,通过 确定 系数 o 来 大 出 Lagrange 公 起 ( 式 子 可 端 乘 凡 z - ro 并 今 < 以 z 为 极限 通 近 r,, 记 住 ,就 
陀 轩 而 言 ,2(r:) = %), 其 结果 是 o,= 也 

















了 
应 用 愿 8.17 将 -3 3 表示 为 部 分 分 式 的 和 


了 3 一 看 冯 十] 人 











一 0 二 本 
(提示 :对 若干 证 站 下 1 了 2 想像 分 母 为 fff) ,然后 找 出 对 应 的 30,3lvwa, 这 等 于 将 atf7) 当 作 一 个 配 辕 
多 项 式 .) 


2 
将 一 和 Ce 本 表 下 为 一 个 部 分 分 式 的 和 





弟 从 货币 等 喇 和 问 变 雪 ， 和] ， 





% ,20 志 证 
一 【一 0 一 加 { 
-了 1 同上 fl 了 .3 (0 一 区 


对 于 其 他 的 系数 ,能 根据 对 称 作 写 出 类 朴 的 展开 式 . 
$.21 对 天 蝗灾 基 yn rn+s， ri 切 出 3 点 Tagrangn 公 趟 ,然后 讨 党 妆 和 时 拘役 上限, 试 证 





Tafzry 一 |- 





(1 -2 十 -r1 一 271 7 ， 【7 一 zf - .fr) ， 





疡 (1) 人， 0 十 fi) 了 
(4 一 0 ; we 
二 

了 1 站 


人 异 盈 王 Yfrowfzoyfrhy 它 定 出 :个 2 次 客 质 式 . 

8.22 继 上 题 ,对 于 碧 变 基 ro rr fed -et 从 Tagttnge 公式 开 始 , 傅 册 于 f rr0， wzi) 与 
2 fr 表 居 个 3 次 多项式， 

8.23 对 于 刻下 的 re 只 数 对 , 订 算 直至 3 阶 的 顽 做 . 














一 一 一 一 一 
机 | 山 1 寻 及 
捉 了 一 1 1 | 


8,24 对 于 题 8.23 中 的 只 数 对 ,利用 Newton 公式 找 出 :个 3 次 配置 多 项 式 .将 你 的 结果 与 Lagrange 公 
式 所 获得 的 结果 进行 比较 . 
8.25 重新 排列 题 8,23 的 数 对 如 下 : 














仍 计算 3 阶 均 益 . 它 将 是 与 上 面 基 果 相 同 的 撒 述 对 称 性 的 数 . 
8.26 对 如 下 的 类 值 , 计 算 一 个 4 阶 均 益 . 

















8.27 对 于 题 .26 中 的 数据 ,应用 Wewton 公式 找 配 置 和 多项式 .人寿 =3 必 ,该 多 项 式 归 和 何 值 ? 
8.28 试 记 








] 20 着 

1 如 | 1 1 3 

1 后 < 3 

《0 人) 行 芝 4 Srny iTr 一 1 国 本 
1 :1 1 1 

1 za 


8.29 对 于 ytz)=fr-2oitr xfz rz 证 明 
3 二 对 户 = Da 
3frovslerysdy》 1, 对 所 有 >; 
3fzo yz = 了 ,对 所 让 了 ,>， 

8.30 对 于 上 = -2, 一 1,0,1,2, 由 验证 户 (ct)= 站 试 证 


pz] -yn 下 站 ar -ab 











了 1 十 -1 
十 3 人 TD 下 1 一 0 > -了 二 一 | 


数 信 耸 市 








和 .32 


日 .33 


1 2 ij 2 itr rr 


-+ 十 了 -11 
于 3 
是 书写 狠 和 多 贰 式 的 号 -种 方式 .这 基 信 等 中 的 Sijrling 公 丈 的 “个 推广 , 它 能 被 推广 到 高 次 的 .Bessel 
公式 与 芯 他 的 公式 也 能 被 推广 . 
斌 证 ,对 上 等 再 的 愉 而 有 才 的 广 亦 枯 , 我 们 有 
| 
站 1 
带 有 时 个 或 凑 个 以 上 相等 甫 变量 的 均 莽 能 机 取 祝 限 的 过 程 定 交 . 例 如 ,fi 能 定 习 为 一 .0 时 的 
报 限 limyfa ,ol 这 可 推出 


+3fTrzl roOT TOTr 一 ar 一 TI 一 | 一 








en 了 


人 


TensO Lim 一 0)， 


了 一 
当 wfzr)=22 叶 ,通过 证 时 此 时 an 有 人 而 JsfteyO=w oO=240 来 直接 验证 它 . 当 
人 z3 时 ,由 立 先 下 时 此 时 YN) 一 十 站 十 二 来 辐 拌 直接 地 验证 它 . 
在 2 阶 负 关 








人 [cr， 2 一 YTc0yz3) 





fn 了 + 2 二 
让 村 


由 , 有 请 可 视 为 以 r; 为 -个 党 数 的 邢 式 萎 一作] 


二 和 


.着 lim = wo 我 们 定 广 


YYDy yz 二 limayfzoy ezh， 





由 它 排出 
人 TFT 二 War) 本 
当 yfcr)= z3 时 ,出 首先 正明 在 这 种 情况 下 , 当 y(zr,ri)= zz+rra+ 地 时 


二 


而 贞 接 验证 之 . 


第 九 章 衬 条 


为 了 在 获 个 区 癌 上 上 表 秒 一 个 已 知 函 数 , 使 之 过 到 所 要 求 的 精度 ,我 们 可 以 将 若 十 个 每 个 都 
是 低 次 的 多 项 式 段 联接 在 一 起 而 不 是 用 单个 的 可 能 是 高 沈 的 多 项 式 , 卓然 , 目 典 的 例子 是 以 一 
组 百 线 届 ,每 一 段 都 去 氛 合 一 个 子 区 人 间 上 所 给 定 的 数据 .这 种 间 近 是 连续 的 , 企 在 区 则 靖 点 上 
有 间断 的 一 和 阶 导数 ,成 为 角 点 ( 殉 几 9.1) .这 就 扰 用 霄 值 进行 条 竺 搬 扯 以 六 数 值 积 分 异形 法 则 
的 基础 . 隐 合 的 假设 是 在 煞 据 点 之 问 已 知 函 数 斤 平 是 线性 的 , 如果 数 据点 足够 近 的 证, 这 可 能 
是 台 理 的 . 






































Se 





] 
| 
宝 工 ; 
多 9.1 一 个 原始 样 第 


在 第 14 章 中 我 们 将 要 抛 物 线 段 (二 次 省 项 式 ) 氢 合 到 一 起 来 产生 数值 积分 的 辛 甫 生 
(Simpson) 法 则 . 还 将 给 出 其 他 使 用 次 数 略 高 的 多 项 式 的 例子 .在 所 有 这 些 情 况 下 , 在 线段 葡 接 
处 均 有 角 点 ， 

现在 我 们 考虑 一 种 方法 , 在 这 种 方法 中 三 次 线段 用 一 种 方式 拼合 在 一 起 ,使 角 点 图 化 、 在 
种 近 时 一 阶 和 二 阶 导数 均 为 连续 的 .高 次 多 项 式 有 振动 的 特性 . 一 个 ”次 的 就 最 多 可能 有 > - 
1 个 转折 点 . 当 以 这 样 的 ' :个 多 项 式 精确 地 表 云 一 个 已 知 冰 数 时 , 它 通 常 上 下 振动 地 经 过 该 函 
数 . 它 有 不 想 看 到 的 边 端 效应 , 只 有 - 阶 导 数 志 以 道 近 . 现 在 村 导出 的 样 条 明 近 就 避免 了 这 种 
据 动 , 因为 它 是 由 低 次 线段 所 组 成 的 . 样 条 这 个 词 是 来 白 了 于 问 名 的 绘图 了 上 具 一 一 绘制 曲线 时 用 
的 可 任意 弯曲 的 板 茶 . 

将 已 知 区 间 (a,5)= 工 用 点 ro= ay xivza mt = 五 分 成 m 个 子 区 司 , 在 每 个 子 区 间 上 
以 一 个 二 次 线段 去 拟 全 ,在 指定 点 r, 上 取 w 值 ,在 邻 近 区 间 的 联接 处 有 相同 的 一 阶 和 二 阶层 
数值 .点 zl 直到 z。1 称 为 伴 条 的 节点 或 是 结 点 ( 砚 财 9.2) 这 些 样 条 线段 展开 的 细节 将 在 题 
解 中 给 出 并 日 提供 些 例子 . 



































题 解 


9,1 一 个 三 次 ( 立 胡 ) 多 项 式 有 四 个 系数 ,一般 的 表达 式 为 
户 ( 工 ) 二 《En 十 衫 1 十 人 十 4 
通常 如 图 9.2 所 示 ,a 个 一 次 线段 台 在 -起 将 含有 4n 个 系数 . 它 与 施加 在 样 亲 上 的 茶 
件数 月 相 比 是 什么 情况 呢 ? 
解 上 值得 注意 的 是 通常 我 们 期 益 4n 个 季 数 可 以 用 4n 个 条 件 完 全 痛 定 . 这 里 在 每 个 结 点 1 到 
<r-1 处 要 满足 4 个 杀 件 , 即 两 网 的 线段 必 宦 通过 同 -点 而 甩 一 阶 与 - 阶 导 数 也 要 祖 同 .这 就 产生 了 47 
一 4 个 荣 件 .在 问 点 处 员 要 求 函 数值 相符 ,又 增加 了 两 个 荣 件 , 台 起 来 总 共 4n -个 条 件 . 因 此 . 伴 条 并 
丰 能 其 已 知 的 指定 值 完全 地 是 多 .保留 着 押 个 自由 虚 . 有 时 这 些 茶 件 用 来 使 器 点 的 二 阶 寻 数 为 天 ,这 就 
引出 了 所 谓 的 自然 样 条 . 另 种 六 法 是 我 们 也 可 以 要 求 端 点 的 导数 乱 与 络 定 的 函 效 导 数值 相符 , 如 更 这 
























































”1 


糙 销 全 本 








9.2 


0 .3 


9.4 





些 导数 秆 是 已 知 的 或 是 可 以 于 以 前 过 的 证 .第 -种 可 以 末 用 的 方法 是 闫 少林 基点 >; 及 r 1 处 的 指 完 





.一 一 次 线段 








称 图 9.2 中 的 子 区 间 为 互 到 了 ,二 昆 六 Tb) 同时 定义 = 一 1 注意 茸 区 
问 不 此 都 是 等 长 的 . 若 Stzr) 为 上 的 样 条 线段 ,证 骨 对 于 常数 C 和 ;=1.…,m 有 





1 vd ? 一 
Srz) = CC 


证 呈 在 1 上 样 条 正 为 三 次 的 , 访 以 它 的 “ 阶 导 数 将 是 二 估 的 而 二 阶 导数 为 :次 的 .和 镁 下 要 证 实 
和 前 是 在 每 个 站 点 二 =1 一] 外 的 连续 伺 .线段 号 在 右 端 朱 癌 这 个 结 所 而 习 . 在 它 的 堪 端 赵 同 
这 个 结 点 ,四 此 所 要 求 的 导数 为 





让 上 


站 





SC 人 1 


区 





Se = 本 于 ， 本 2 
一 者 均 约 化 为 C%. 习 此 连续 仁 得 到 了 保证 ,而 且 我 们 发 现 常数 C， 事实 上 就 是 拌 条 二 阶 导 获 的 共 信 ， 
将 前 古 的 结果 积分 二 次 就 得 到 样 条 段 ,并 且 在 祥 条 段 二 如 上 通过 相应 拓 点 的 要 求 来 确定 
积分 常数 ， 
解 g 二 次 积分 使 得 























， 了 、 3 
SC 二) + 忆 让 由 cr 一 + 


其 中 后 两 项 为 积分 常数 所 引入 的 线性 函数 , 为 了 在 结 点 处 的 定位 ,我 们 必须 有 S(r =。 及 
Si(z0 一 吕 . 文 同 条 作 确 定 了 。 及 十 并 导 肌 





加 【-r， 一 了 了) 【一 四 [， 1 而 < 了 
号 问 页 ， 上 + 人 6 十 | -1 国 亲 
< 一 光 -1 
二 | 天 上 


4 白 
襄 可 以 通过 将 7，! 太 .mr 世 和 得 芭 证 实 ， 
剩 下 的 足 保 证 一 势 导 数 的 连续 性 .要 做 刘 这 一 点 ,微分 上 - :是 的 结果 并 且 如 同 题 9.2 中 
那样 包 较 邻近 征 . 


























解 E 微分 
< ， 《一 fx 一 和 1 C 一 避 -l 
Si 区 | 
四 此 在 结 点 cx 处 所 要 求 的 导数 是 
点 下 狂风 
Si 全 Ci 二 闻 Ce < 由 让 | 
爱 
、， 各 -6 电 多 
Six- 一 人 ct 和 


第 九 章 样 条 











由 于 它们 必须 相等 ,对 于 有 = 1,.…,m 工 我 们 有 
了 二 入 上 二 


总 ，， 一 
的 十 志 一 - 
在 【六 上 了 [ 看 《1 1 上 9 


时 常数 Cn 到 ,的 ma 1 工 个 方程 的 线 心 方 种 组 . 止 如 先前 考察 到 的 那样 , 这 个 方程 组 是 不 凯 定 的 . 我 
们 还 缺少 两 个 方程 ， 
存在 令 人 感 兴趣 的 办 法 来 为 这 个 方程 组 增添 两 个 附 如 方程 , 杠 保 持 选 择 药 开 放 性 , 其 托 降 又 保有 
般 特 性 .首先 对 了 = 1 pm -1, 令 


1 
具 ， 十 页 1 
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页 ; 


了? 


8 





加 看 | 了 xz 二 更 天 一 六 本 
下; 十 声 ,+1 1 下 31 太 ， 





过 


这 个 方程 组 可 以 改写 成 
BC-T+2C. +oC - 吉 i = 1 
现在 取 两 个 附 如 条 件 其 形式 为 
26C0t+anCl= 8 1T20 = 轩 ， 
其 中 sdo,8 得 d 可 由 我 们 支配 .这 样 构成 的 方 得 组 形 为 








了 空 疾 蜂 ] [| ] 好 0 了 
有 了 91 1 1 
并 尼 > 好 











0 记 2.Lc， 加 
该 方程 组 怎 阵 为 三 对 角 的 ,所 有 其 他 元 素 为 零 ， 
怎样 利用 上 题 中 的 线性 方程 组 来 获得 一 个 自然 样 条 呢 ? 
解 上 选择 oo,cdo, 记 及 品 为 零 .这 栏 一 来 硕 行 及 底 行 的 方程 就 迫使 Cn 及 Cs 也 为 零 这 正 是 
然 样 条 .此 时 系统 缩 成 为 -1 阶 , 汪 来 确定 余下 的 Ci 到 和 
类 似 地, 我们 怎 祥 安排 才能 使 端点 条 件 


S1(zo) 一 30， Sn) 一 3 


























得 以 满足 呢 ? 
解 E5 从 题 9.4 中 必用 适当 的 公式 我 们 可 得 
- 下 1 ， 1 
与 
名 了 和 二 各 -1 
8 = 一 性 昌 瑞 ， 
Sr 6 (Cn ! 3 人 下 aa 
窜 吻 将 它们 转变 成 
2Co+ CC = 和 | 拉 地 | 
与 
。 ， 在 1 人 
(5-1+T 2C。 = 下 | _ 也 也 -| 


刺 在 将 它们 与 线性 方程 组 中 前 第 一 个 和 最 后 个 方程 ( 即 2C0+ anC = 四 和 8C +2C,= 了 ) 进 行 
比较 , 得 知 可 选择 





9》.7 


9 .全 





妈 儿 全 村 





末 实 上 上, 这 洗 捍 供 所 家 的 端点 什 . 
























































在 区 问 (0,x)? 上 肉 二 次 样 条 段 拟 台 晴 数 Pr) -snzr :只 用 二 个 内 点 3 及 2r73， 
解 有 划 应 的 数 扫 硼 为 
取 守 -0 3 及 所 有 由 =Ty3 要 寻求 二 个 二 容 朗 .由 在 富 的 呈 仁 立 竺 ol ai， 吕 上 及 都 芷 二 下 2 上 
征 
0 3721 27v3 
4 六， 下 的 2mr2 “ 
并 日 wa 吾 相 同 的 值 .这 带 冶 我 们 的 是 方 各 组 
Co+ 20- 二 -人 
六 2 六 C3- 2 
及 端点 条 付 . 这 蛙 日 名 样 困 肯 定 适合, 四 为 上 上 跤 冰 数 在 疾 点 处 的 一 阶层 数 悄 尖 亚 .所 以 我 们 他 大 让 3: 
为 零 圭 是 余下 的 方程 此 立刻 得 用 CC3:- -27.375 富 ,代入 题 9.3 的 公式 中 比 将 产生 伴 某 段 ,将 它 
简化 二 得 
-27.31 ， 19v31 
Sr -| 1072 | | 元 1， 
Sr 23231 了 人 ”3 
3 一 1 107 | 3 池 1 | 补 3 5 
了 7、 : 人 | 
si(r)=| 人 汪 |o 0 
是 9.19 将 要 求 通 半 检查 所 有 可 获 它 们 明和 菜 件 来 验证 这 些 二 次 段 .此 例 的 简明 性 生得 精确 值 全 上 部 可 以 
计算 ,还 要 注意 中 间 一 个 “三 次 " 段 其 实 尾 一 次 的 ， 
再 一 次 用 三 次 段 去 拟 合 正弦 末 数 , 这 次 要 求 端点 的 : 阶 导 数 与 正 东 函 数 的 导数 相等 . 
解 上 呈 新 的 端点 条 件 为 S100)-1 及 gr= -1 从 题 9.6 我 们 左 得 
1 181| 3 
Rn 已 cy 好 3 1 于 训 2 区 一 1| 
所 以 新 的 方程 组 沁 
[的 五 ， 
200 -01 全 3 
了 了-，_. 二 二 237。3 
二 Co 2C1+ 证 人 2 
了 CC3 + 人 G 2， 
C++ 2C，- | 芋 | | 2 -1 
开 “ 你 
它 的 解 为 ; 
ce- 3 uc， -ov - 2 9 
将 亡 代 入 题 9.3 的 S(z) 的 公式 中 去 ,我 们 再 一 次 得 到 一次 段 . 如 题 9.20 所 要 求 的 那样 可 以 验证 这 些 
段 狂 足 所 有 部 给 它们 的 条 件 , 在 那里 还 可 以 发 现 守 () 的 庙 点 值 丰 为 零 . 
为 获得 样 条 道 近 的 -个 完全 确定 的 方程 组 ,第 二 条 途径 是 将 我 们 的 一 些 要 求 稍 稍 放 宽 . 


例如 , 忽略 Si(z) 及 SCz) 段 ,我 们 可 以 要 求 S2(r ) 和 S。1i(r) 湛 足 删 点 的 定位 条 件 ， 
这 还 取消 3 看 m 及 -1 处 的 连续 性 要 求 ,它们 已 不 再 是 结 点 了 .证 明 所 产生 的 司 题 将 


“和 








拥有 与 确定 系数 所 需 的 一 样 多 的 条 件 . 
证 了 现在 有 -2 个 二 次 段 而 不 是 二 个 ,共有 4n 一 8 个 可 用 的 系数 .但 是 只 有 ”~ 3 个 结 点 而 不 
是 一 1 个 .在 每 个 结 点 上 有 了 个 要 求 ,这 就 造成 了 4r - 12 个 需要 满足 的 条 件 . 由 上 在 re. zi rs -1 爱 
2 处 还 需要 定位 , 茶 件 总 烙 增 于 4n -8 个， 
9.104 将 是 9.2 中 的 展开 修改 成 题 9.4 中 的 形式 ,来 满足 题 9,9 中 所 提出 的 要 求 . 
解 ”ME 仔细 阅读 四 提出 的 站 题 将 坊 明 有 认 多 可 以 节省 的 地 方 .在 题 9,4 中 拨 询 出 的 到 性 方程 组 
时 , 当中 -3 个 方程 仍然 有 效 ,因为 它们 是 关于 结 点 za 至 r*。? 的 ,在 那些 点 处 -- 切 依旧 不 变 . 这 些 
已 经 提供 了 ”- 1 个 系数 Ci 至 Co 的 m -3 个 方程 ,中 两 个 所 需 的 方程 将 使 Sa(ro) = 6 太 
So iv = 回 到 题 9.3 中 凑 出 的 公式 , 这 些 条 件 可 以 被 实现 ,在 进行 革 些 代数 操作 之 后 它们 可 科 
简化 成 




















2C1+ear2z 一 昌 ， 记 102+a2Col = 由 
其 中 mr,B Teaisesi 定 六 如 下 ; 
2 一 贞 刘 
人 
2(ha th 一 ja) 














出 
12 太 2 和 人 十 刘 3 | 
3 
2 
坟 | 于 1 “二 
《1 二 下 一 下。 1 十 直下 Al 
于 是 ,方程 组 的 最 后 形式 
r2 al 0 ]re aa re 
有 2 2 aa 《2 针 
站 记 了 人 3 节 3 


2 妇 m- 了 姜 《3 cr 3 
有 > 2 他 了 CC 了 好 3 
0 六 -1 2 - -Cs-I- Lo .1 























他 然 是 三 对 角 的 ,所 有 其 他 元 束 为 震 . 

3.11 将 适 才 展 开 的 方法 应 用 于 区 间 (0,rx) 上 的 图 数 Ff(z)= sinz, 区 间 里 取 三 个 等 距 内 点 ， 
解 ”有 四 个 子 区 间 , 对 内 部 的 两 个 子 区 间 寻 求 样 条 发 .这 时 惟一 结 点 是 在 ra = x/2 处 .这 可 以 清 
林地 表明 为 什么 我 们 不 再 继续 前 面 的 具有 三 个 子 区 闻 的 例子 .在 那里 是 在 完全 没有 结 虑 的 情况 下 以 
单个 三 次 式 来 插值 四 个 已 知 点 .如 今 的 数据 组 为 
































所 有 的 天 = md ,ui 及 有 的 公式 现在 具 用 在 结 点 r) 上 得 出 同 二 记 = 172. 我 们 还 得 到 中 = 各 K - 
237m 区 太 - :个 廊 程 








1 1 和- 人 
本 + 了 丰 2 十 2 
开 
借助 更 新 的 公式 ,ai 一 0 一 0 故 
32(1 -2) 
di = da = 


于 是 我 们 的 线性 方程 组 如 下 





9.13 


?.14 


数值 分析 








解 之 , 并 再 -次 借助 题 9.3, 我 们 使 得 到 网 个 样 条 入 : 


Saf 一 


Sr] - 


稍 加 耐心 便 可 证 实 $> 联结 前 - 




















解 8 莹 可 以 证 明 





| 
max| Fw) - Sfz) 


16f1 -2)(r -2r(4v2 -TIGdr -mi 


12 





上 《8.22 一 23f2r 一 4r)+1YI9 一 4.2)f47 一 丈 ) 


12 


16{1 -2)(2e 一 x)3+ (4 -7)(3x -473 





12m 


(8v2 -2)(4c -2m+ (19-4V20(3x dx) 





2 





“个 点 , Sx 则 是 联 闭 后 三 个 , 而且 X: 是 它们 的 正常 结 点 ,这 正 是 所 求 
的 一 切 . 额外 再 加 些 诸 刘 S3(0)=1 蕊 Safxr21= -1 这样 的 条 件 可 能 是 好 的 ,然而 没有 必要 所 做 下 
去 .如 今 的 首 近 志 以 下 到 1.05 利 -1.09， 

样 条 遂 近 的 误差 是 什么 ? 





3 


384 








所 Ta 区 Dr) 4. 


此 处 五 为 凡 的 最 太 者 而 报 大 值 是 在 区 间 了 上 皮 的 . 
将 题 95.12 的 误差 界 用 于 题 9.7 的 祥 条 上 . 
解 E 本 sinr 的 4 阶 导 数 显 然 其 界 为 1 日 互 =x/3. 因 此 


IT 六 世 





sirT 一 号 (Cr) 





所 384 8 二 0.010 





样 亲 对 导数 广 (7 ) 的 通 近 是 卡 伴 的 ? 


解 6 本 可 以 证 明 


nadx| Pr 一 Sr) 





FT 》 3 





IT1 鲁 区 





计 





将 题 9.14 的 公式 应 壬 到 题 9.12 的 样 条 上 . 

解 。EE8 我 们 近 仙 地 得 到 厅 1724=0.05. 一 般 说 来 , 祥 箱 对 导数 而 言 有 十 分 好 的 各 近 ， 

样 条 对 头 z) 面 言 是 全 局 遂 近 ,其 舍 文 是 什么 ? 

解 ” 且 拌和 段 下 是 第 此 独立 地 确定 的 .每 段 与 其 他 段 都 联系 在 -起 .上 用 来 确定 伴 条 段 的 系数 组 C， 
是 出 一 个 线 竹 方程 钳 来 决定 的 ,用 相反 的 方法 ,以 头 4 点 rn 到 zs 来 氢 合 一 个 一 次 多 项 式 ,然后 对 另 




















-组 rs 到 rs 作 拟 全 ,如 此 等 等 由 用 整个 区 间 工 .每 个 线段 郁 独 立 于 其 他 的 去 求 得 .但 是 像 伴 条 那 华 


在 缚 点 处 的 连续 性 几乎 当 定 会 失去 . 
证 明 在 所 有 有 具有 二 阶 导 数理 在 结 点 处 满足 fF(zi)= sr 的 画 数 .A(zr) 中 ,在 (ce,) 上 的 自 





然 样 条 惟一 地 极 小 化 


证 g 枉 首先 理 出 





[repzar 


他 _ 和 6 
| FoDsdz 一 三 SCz)zdr -| [LPFCr) -fsdr 





其 中 3 ) 为 于 寥 样 茶 . 布 每 





个 - 


子 


业 
+ ?| Sr(z)[rtz)y- Sr]ldr， 
区 间 上 进行 分 部 积分 ,最 后 一 个 积分 就 转变 成 





第 刀 章 样 条 








| SCDUCD -SOD]dr 
一 Sr [天 人 rr 一 Sm] -| | 天 (ze SG ] SGf7r)dz 


二 1 r1 





-SF SCz] 


到- 





-StrI[FCry -Stfz| 


和 1 


+ [Fr(Cey - s(0c]S4O(z)dr， 
由 二 所 站 与 Sr) 在 结 点 处 相等 并 且 SIz) 为 党 所 以 最 后 两 需 海 过 .将 余下 的 一 质 对 :一 1，…, 
求 和 , 所 有 的 内 点 相互 抵消 后 简 下 的 是 
SPTFOp SC -SaiLPtael- Se 
由 于 S 为 白 然 样 条 它 世 为 零 . 注 音 到 芳 我 们 代 之 以 假 谈 而 端点 处 广 - ,这 剩 下 的 项 份 会 消失 .在 作 
.种 情况 下 将 原始 方程 稍 加 重新 至 理 便 得 
| sz)2dx = | rerpar 站 re -smnjar， 








它 确 实 舍 第 :个 积分 比 第 一 个 小 . 
9.18 用 一 个 三 次 梓 条 来 拟 合 下 面 的 数据 . 











选择 自然 样 条, 题 9.4 中 的 7 个 方程 的 方程 组 提供 关于 ? 个 内 点 的 Ci; .它们 的 解 ， 
经 过 伟人 到 两 位 得 








1 z 3 4 5 6 7 
-0.23 -0.72 一 4.08 2.65 0.69 -5,40 -0,70 








解 ”上 9 个 数据 点 的 分 布 情况 及 一 个 样 条 段 如 阿 9.3 所 示 . 近 顾 到 〔; 使 是 在 数据 点 上 的 2 阶 和 导 
数值 , Cn 与 《s 为 沁 .观察 它们 在 整个 区 间 的 性 态 , 和 村 别 基 天 的 数 值 没有 令 人 失望 ,可 以 稍 除 人 们 的 
疑虑 . 





岗 9.3 


补充 题 


9.19 证 其 题 9,7 中 的 样 条 满足 所 有 加 疆 它 的 条 件 . 


。 6 品 ， 





70 ， 


葡 估 


分 本 








了 .21 


评 明 在 是 9.8 中 的 第 -个 :这样 条 段 为 








5 
并 求 出 男 外 两 个 样 条 桥 . 证 明 它 们 补足 如 给 它们 状 要 求 ， 
证 时 人 帮 题 9.00 牛 给 放 的 细节 ， 
找 出 癌 过 如 下 点 的 白 然 玲 葵 
T， 是 1 了 了 中 
遇 用 0 1 站 虽 


对 前 面 的 数 掀 应 用 题 9.10 中 的 方法 , 在 中 司 的 两 个 区 间 上 子 找 两 个 样 共 段 , 惟 -一 的 -- 个 结 点 帮 -了 





处 ,当然 该 样 条 也 必须 道 过 两 个 端点 ， 
所 丰 数 据 扯 鬼 落 在 一 根 直线 上 的 情 识 ,1 


户 本 能 称 为 一 个 样 架 , 然 而 它 信 得 拍 时 给 以 注意 . 回想 





数 C 为 2 阶 导数 的 值 ,在 这 种 情况 下 必 





` 须 吉 为 尝 .我 们 的 线性 方程 组 应 如 何 来 处 理 这 情况 ? 


假如 质 有 上 节 数 撕 点 均 落 在 “个 抛物 线 上 ,我 们 的 线性 方程 组 将 会 是 怎样 的 ， 


- 下 ， 


哩 


第 十 和 章 密切 多 项 式 


密切 多 项 式 不 仪 要求 与 纵 定 的 丽 数 在 节 干 指定 的 自 变 基 处 让 相同 的 函数 值 ( 即 配置 的 尾 
宣 ), 耐用 要 求 在 同样 的 上 丹 蛮 呈 处 (通常 如 此 ), 它 的 彰 至 某 阶 的 导数 也 与 给 定 电 数 的 导数 等 全. 
因此 , 最 简单 的 密切 就 是 要 求 对 于 上 =0,1 7 有 

疡 (2 一 (zt pb 

用 几何 语言 来 说 , 代表 目 个 范 数 的 曲线 在 这 部 1 工 个 点 处 彼此 相 切 .高 阶 密切 还 要 求 产 (rs) = 
yY (等 等 .这 时 相应 的 曲线 就 具有 所 谓 的 高 阶 接触 . 关于 密切 多 项 式 的 存在 与 惟一 性 , 利用 
与 那些 用 于 简单 定位 多 项 式 的 相似 的 方 话 可 以 得 到 证 出. 

例如 , Hermite 公式 表示 一 个 具有 一 阶 密切 的 不 超过 28 +1 次 的 多 项 式 .其 形式 为 









































pr) = UV 
二 个 
其 中 y 与 y 为 给 定 芋 数 和 它 的 导数 在 r 点 处 的 值 . 国 数 Ttzr) 与 六 0z) 是 多 项 式 ,它们 与 
在 早 些 时 候 所 描述 的 Lapgrange 乘 子 具有 相 类 似 的 性 质 . 事实 上 
Lifz) =[L-2L0zD0c 一 -co)][LCz)]2， 
Vi) 一 【了 - 区 半 开 区 
Hermite 公式 的 误差 可 同 举 表示 成 位 置 误 差 的 形式 ,不 过 霸 有 高 阶 导 数 ,这 表明 密切 多 项 式 可 
获得 更 高 的 精度 . 其 误差 为 
{ 22 
frz) -万 () = (到 二 2 [refz)】. 
一 种 未 定 系 数 的 方法 可 以 用 来 获得 具有 高 阶 密切 的 过 项 式 . 例 站, 取 (zz) 为 标准 形式 


351412 
下 











加 (区 》 = cn0 十 er 十 fr 十 十 (12 
并 但 点 zoy Try， 处 要 求 间 fr 三 训 丰 人 zy 二 由 此 导出 关 二 35 +3 个 系数 
的 32+3 个 方程 .无 疑 对 于 大 的 地 来 说 将 是 一 个 大 方程 组 . 较 后 一 章 中 的 方法 可 以 用 来 解 
这 天 的 一 个 方程 组 . 企 某 种 情况 下 特殊 的 措施 可 以 才 效 地 加 以 简化 . 














壤 解 








10.1 和 候 定 (aDitz) 及 Vi(z) 为 2n+I 次 多 项 式 .(b)Dilr) = ee， Yere)=0 ce)LU = 
(ze =0 Vi ) = 全 ，， 


了 ， 当 了 关 开 ， 
其 中 8 = 
1 当 了 =A， 





证 明 ptz) = Unw + ytz)y 是 一 个 次 数 不 超 过 2 +1 的 多 项 起 ,是 洪 中 


思 (zt 一 有 四 (Tt 二 
证 EBPF 关于 次 数 的 外 论 是 显 见 的 ,因为 给 定 次 数 的 多 项 式 的 选 如 组 合 其 有 相同 或 是 更 低 的 次 数 . 
将 =-c 代入 便 得 
访 (xR 一 【LRCzE 十 自 = 如 ， 
类 个 地 将 <= 玫 代 人 四 (zh 
让 《一 Ti 
所 有 其 他 项 为 零 . 
地 ,2 已 知 Tagrange 乘 千 志 0z) 满 足 LiCz)=o 证 明 





72 数值 分 本 





Er =[l 2570)0r 一 下 [ 志 5 ， 

Vifzr) -Or 一 )[LCr)]2 
满足 列 在 题 10.1 中 的 要 求 . 
证 钱 几 二 了 (为 二 深交 , 它 的 平声 为 22 次 网 , 国 调 Cr 与 (r) 芍 为 2a-1 次 的 . 封 第 一 
个 要 求 而 言 , 我 们 注意 到 ,出 于 了 (ri)= 由 让 当 到 天 时 有 Un tar-0 同时 将 z =- 代入， 
有 























Ifry = [rz= 1 VIc) = 
于 是 有 Le = 有 与 (Cr 一 接 下 来 订 算 导数 
ET = [1 -2 一 jj 2 [人 
WIIT) 一 (2TrLCr)》 二 了 ] 
直上 上 二 (ri 这 个 因 了 于 立 得 , 当 玫 天 时 Lo =0 与 Wen0. 当 了 = 时 ,由 于 (zy=1l 得 
Le 一 2 一 2L0r) 0. 最后, VD -[LCz) =1. 国 此 Hermite 公式 为 





pr NU-2riCnCe ar 
< 
10.3 在 平行 的 铁路 轨道 之 闻 的 一 个 贫 道 是 一 个 联接 位 置 4f0,0) 及 (4,2) 的 三 次 多 项 式 ,并 与 
y=0 以 及 >=2 这 两 根 和 直线 相 切 . 如 图 10.1 所 示 . 应 用 Hermite 公式 来 产生 这 个 客 项 
式 . 














(2 


(0 


图 10.1 





韦 SB 这 翌 的 规定 是 要 求 一 个 一 次 多 项 式 与 下 面 的 数据 相 匹 配 : 














天 .中 和 
册 册 册 
叶 2 0 
当 ==1 时 ,我 们 有 
”， 了 二 并 
工 of7] 一 二 工 1 二  ， 
了 亚 1 这 站 
1 。 1 
一 一 
Fotz) -人 一 工人 Fr 


代入 Hermite 公式 (由 于 = 9 一 阅 =0 只 有 项 需要 计算 )， 
) 和 1 
在 (全 ) 二 | 1 了 二 | | | “了 = 共 (6 一 工 ) zz. 
当然 ,这 种 转轨 方式 的 意义 在 于 它 提供 了 “个 光 请 的 过 滥 . 它 与 两边 的 绊 行 轨道 都 相 切 , 也 就 没有 突 
然 的 方 疝 改 蛮 及 和 角 点 . 热 而 由 于 入 (全 及 产 (4) 不 为 址 ,曲率 间断 .! 另 :种 情况 参看 题 10.7) 
10.4 获得 y(z) 与 它 的 多 项 式 道 近 zf(zr) 之 关 的 公式 
解 ” 詹 具 推导 一 分 类 似 王 对 较 简 单 的 配置 案 页 式 厂 作 的 那 祥 . 由 十 在 点 TD 上 fr) = 


(了 7) 及 fi) 三 六 (rr) 我们 预期 :个展 姬 
3 一 [er 






































第 十 齐 密切 老 需 式 


。， 73 ， 





10.5 


10.6 


10.7 


的 结果 ,其 中 rf(r)=fr-fr 一 如 前 , 据 些 我 们 定 六 了 妆 
(rr) -Li] 

它 当 天 -和 下 时 存 开 人 ec) 一 下 (0 道 过 在 .与 二 之 问 选 择 任 一 个 新 点 ri, 并 个 
Lor1) 一 上 人 rari) 

[rfu-))]? 
我 们 还 生 严 (rs tj) = 小 由 于 现在 Fr 至 少 有 m +2 个 零点 , 故 F(c 在 中 间 处 会 和 + 1 个 志 点 , 且 
它 在 了 on xy 处 也 有 零点 , 合 起 来 有 27 + 2 个 过 点 ,这 就 隐 合 了 天 (az ) 件 少 有 2a+1 个 本 点 ,连续 
果 Role 定理 ,还 明 Fr1 军 少 有 2 个 才 点 , FO(e) 有 2m 一 1 个 怪 点 , 依 此 类 推 直 生 Fifr) 可 
你 让 在 ro 与 rs 之 间 的 区 间 中 圣人 少 有 一 个 零点 , 忌 如 说 在 了 = 二 处 .计算 导数 ,我 们 每 到 

Fn E) -ol 人 (2a+o3)1 = 0. 











全 一 


亡 可 以 就 误解 出 , 回 代 得 





【2m+21 ) 


?> 46) ,3 
GT 


加 蚌 cs :为 rn yz 外 的 男 一 个 点 ,并 注意 到 这 结果 即使 对 rz 也 成 立 { 两 边 均 为 零 ), 栈 可 以 
将 re+l 换 写成 简单 一 些 的 =， 


fa 一 下 za 人 一 





2 二 2 
光一 丰 ) 一 [an 

证 明 能 满足 题 10.1 中 规定 条 件 的 多 项 式 基 惧 一 的 ， 

证 8 很 设 有 两 个 的 话 , 由 于 他 们 在 点 zx 处 闪 及 只 的 值 上 攻关 相同 ,我 们 可 以 选择 其 中 的 个 为 

题 10.4 中 的 zy) 而 另 一 个 为 yfz) ,换言之 ,我 们 可 以 把 一 个 才 项 式 看 成 另 一 个 的 逼近 式 , 然 遇 由 上 

3fz) 现 在 是 一 个 2 1 次 的 铬 项 式 ,由 此 得 出 yo (为 地 .因此 ,y(z) 便 等 于 (zx) 从 而 我 们 

的 两 个 多 项 式 实质 上 就 是 一 个 . 

怎样 才能 找到 一 个 多 项 式 与 下 面 的 数据 相 瑟 本 ? 


机 
0 0 YYn 30 














1 YI YY1 3 
换言之 , 在 二 个 点 上 多 项 式 和 它 的 头 两 阶 导数 取 指 定 值 ， 
解 ES 为 了 简单 化 可 令 ro =0. 假 如 这 一 点 不 成 立 ,对 点 加 以 平移 容易 实现 它 . 令 
疡 {) 二 如 十 3 十 站 2 十 册 r 有 4 二 
其 中 44, 吉 和 C 是 要 瑞 定 的 .在 了 = ro=f 处 指定 入口 经 被 满足 ,在 了 = zl 处 它们 要 求 
ri+ Brt+Czi = yl- 加 一 人 1 0 
34zf+ 4Br+ Sr 人 一 2 的 
64zi + 12Bz+ 200Cr3 = 鸣 一 全 
这 一 个 方程 惟一 地 确定 4 ,也 ,CC 
在 两 条 平行 的 铁路 轨道 之 和 的 一 个 转轨 岔 道 将 位 幅 (0, 0) 和 (4,2) 联 接 在 - -起 .为 了 避 
免 在 方向 和 贞 率 二 者 上 的 不 连续 作 下 面 的 规定 ， 





4 黄 3 | 嫩 
心 蜂 站 妖 
斗 了 属 自 





求 … 个 多 天 式 它 满足 这 些 规定 值 ， 
解 上 贱 ' 应 用 题 10.6 中 秀 过 程 














让 [区 ) = ra + 有 4 5 
一 次 项 完全 地 消失 .在 ri -4 处 我 们 得 到 


.4 数值 分 折 








介 和 十 256 有 -1024C 一 2， 484 +2536 甩 + 12800 一 
244 + 192 吾 一 128050”- 各 


和 后 3 本 和 
由 此 得 129， 召 1 255. 代入 得 


扣 Cr) = 8 一 30.c4 + 325). 








补充 题 





10.8 序 用 Hermite 公式 来 求 一 个 二 次 多 项 式 , 它 注 中 下面 这 些 规定 倩 . 




















这 可 以 看 成 是 在 非 平行 轨道 之 问 的 转轨 倪 道 
10.9 应 用 Hermite 会 式 来 求 一 个 过 项 式 , 它 满足 卜 研 这 些 规定 值 . 








10.10 应 用 题 10.6 中 药方 法 炒 个 痪 足下 面 这 些 规定 值 的 5 次 名 项 式 ， 





必 了 2 
0 几 | 由 0 
] 1 日 


这 是 一 个 较 题 10.8 更 尖 滑 的 转轨 公道 . 
10.11 求 二 个 二 次 多 项 式 ,其 一 具有 有 人 0 pa(0) = 对 一 个 具有 pa(4) =2,p2(4)= 避 二 洗 均 通过 (2?， 
1 妇 疝 10,2 所 示 , 证明 pf2) - pa(2), 使 得 一 对 李 物 线 红 也 能 作为 平行 轨道 之 间 的 转轨 多 道 ,就 如 
同 题 10.3 中 的 三 次 曲线 一 拌 ， 
作 颁 





(0.0) 


图 10.2 





10.12 寻找 二 个 4 次 密 项 式 , 一 个 具有 zf 的 = 六 0) 一 扩 (0)7=0, 另 一 个 具有 疡 (4) =2， 疡 2(4) = 户 24) = 
0 二 者 均 通 过 {2,1) 满 足 的 (2)= 的 (2)=0. 这 是 另 -种 转轨 苗 道 ,对 它 来 说 如 同 题 10,7 的 5 次 密 项 
式 那 举 , 方向 及 曲率 均线 有 间断 ,通过 证 明 在 四 片 轨道 的 衔接 点 (0,0),(2,1) 和 {4,2) 的 两 出 - 阶 和 一 
阶 导 数 都 相等 来 证 明 这 一 点 . 

了,13 从 2 点 密切 前 Hermite 公式 来 导出 中 点 公式 

















1 上 ， ， 
情 152 二 了 (30 十 31) 十 玉 工 (3 一 汉人 


其 中 工 = 一 0， 
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10,.14 
10.1s 


1 ,16 


] .17 


证 明 题 10.13 中 公式 的 误 益 为 工 3e0fE)7384 . 
求 一 个 4 次 雪 硕 式 满 忠 于 面 的 条 件 : 

















卫生 镍 了 
由 上 与 
1 人 一 
? 9 24 


注意 yx 中 了 的 一 个 值 是 不 用 的 ， 
求 -个 4 次 多 项 式 满足 这 些 条 件 : 








求 一 个 3 次 多 项 式 满足 这 些 条 件 : 








第 十 一 章 Taylor 多 项 式 


Taylor 多 项 式 


在 密切 多 项 式 中 首 蕉 Taylor 多 项 式 . 在 单个 点 z6 处 多 项 式 芒 它 的 头 阶 导数 值 被 要 求 
与 给 定 函 数 y(z) 的 有 关 基 相 苞 配 . 那 就 是 
Po) = ofzo) 当 ， = 01 4 
这 样 一 个 多 项 式 的 存在 性 与 惟一 性 将 拼 证 明 , 它 旦 分 析 学 的 经 典 结 果 ,Tayior 公式 的 存在 性 癌 
题 可 以 通过 将 它 展开 成 如 下 形式 


入 【0 
(Leo) 
pr = 人 0 
4 一 履 





























而 得 到 肯定 . 
当 Taylor 公式 作为 对 wy(xz ) 的 逼近 时 ,其 误 老 可 以 表示 为 积分 形式 


下 《mt 
> 20 


Lagrange 误 益 公式 可 以 通过 对 谅 积 分 公式 应 用 一 个 中 值 定 理 演 缂 出 来 , 它 就 是 
【二 二) 
人 一 万 (7 一 人 TD 【 们 一 67 ， 
而 且 明 显 地 类 似 于 配置 合式 与 密切 会 式 的 误差 . 
假如 (zy) 的 导数 答 与 ”无关 , 则 任 … 个 误 羞 公 式 都 可 用 来 估计 所 需要 的 次 数 ” 以 使 误 
差 |yf(z)- 户 (zj)| 在 自 变 量 z 的 整个 给 定 区 镜 上 减少 妈 预 先 给 定 的 允许 莉 之 下 . 
解析 函数 共有 这 样 的 性 质 , 即 当 ”趋向 无 穷 时 ,上面 的 毅 近 误差 对 给 定 区 间 内 的 所 有 自 
变量 zx 其 极限 为 地 .这 类 函数 十 是 可 以 表示 为 Taylor 级 数 
op 【1 
yfe) = > > ta 一 20 
1 一 侨 “ 


二 项 式 组 数 为 Taylor 级 数 的 一 个 桂 别 重要 的 情况 , 当 -1<z<l 时 我 们 有 


(zz0 工 一 立 和 Qu， 

















罗 








《1 + xz = 了 >， “| 
微分 算 子 了 
微分 算 子 厂 定义 为 
旭 
有 = 斑 dr 
于 是 指数 算 子 可 以 定义 如 下 : 
如 1 


并 且 Taylor 级 数 可 才 述 为 算 子 形式 
3y(rg) = e5yofzo)， 


呈 与 A 之 间 的 关系 可 用 
1 


国 _ 工 \2， 工 A3 _ ，， 
A++1=e 万 = 闪 2 二 全 ， 


二 者 中 的 任 一 种 来 表示 , 二 者 沟 包 括 “ 无 穷 级 数 " 算 子 ， 
Fnler 变换 为 无 穷 级 数 算 子 间 的 另 “个 有 用 关系 , 它 可 以 用 二 项 式 级 数 写 成 
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77 . 











Gy BE) 二 [1 二 A+ 二 ee La 二 |. 


Bernoulli 数 六 定义 为 





1 
玫 2 
着 手 将 堪 侧 展 成 它 的 Taylor 级 数 , 我们 将 得 到 B -1 B- -二 了 ,= 二 等 等 .这 些 数 出 现在 


2 ， 
不 同 的 贫 子 方程 中 , 例如 , 不 定 和 算 子 4 定义 为 
AS 人 





与 的 关系 为 
A 1 = 万 Dry TB.D， 


4 一 自 


其 中 旦 为 Beraoulli 数 . 算 子 也 -! 为 高 悉 的 不 定 积 分 算 子 . 
从 前 面 的 关系 式 中 可 以 推导 出 EulerMaciaurin 公 趟 


征 一 上 


下 ，， ， 
了 > = | 拓 人 乓 一 一 yo0) 十 15(3w 一 0) 二 和 
LE 二 站 


它 常用 来 计算 和 数 与 积分 . 
使 用 Taylor 级 数 可 以 把 刀 的 莉 以 中 心 差 分 算 闻 8 来 表示 ,下面 是 一 些 例 子 











_ 他 
口 =o[8 -二 83+ 5 人 柯 3B7 + …|， 
D2 =02 -十 84+ 二 3- 工 3+ -上 5 - 





12 9 3S60 3 吉 


是 解 


11.1 技 出 一 个 次 数 为 ”或 更 低 次 的 多 项 式 ,使 它 与 它 的 前 ”次 导数 在 自 变 芋 ro 处 取 值 y， 
3 
解 睫 一 个 ”次 的 多 项 式 可 以 写成 


站) 二 妇 十 归 才 下 十 





逐次 微分 的 结果 为 


记 0(r)》 = @ 十 2aaf 了 一 TO 十 十 We 一 0 





PC(zr) = 2a2T3。283fz 一 0) 十 … 十 af 一 1)asfzr 一 芋 0)2 2 


和 (9f) = 了 La 
于 是 那些 规定 值 赣 求 
萎 1 芭 上 【27 


p(xz0) =ao< 0， 让 r0) = al= pz = 2az= 3 人 2， 


co) 二 3 za 二 虽 ”. 


和 解 出 e, 系数 并 回 代 得 


pr) =yw+yiz -zol++ 直 xz -aznjr 
【让 填 
-2 2 (rr 一 了 0 


11.2 找 出 一 个 和 次 客 项 式 训 (z), 要 求 于 zn=0 处 交 z) 与 人 直至 阶 导 数 的 值 均 相 同 . 
解 HE5 由 于 对 而 言 其 所 有 阶 的 导数 仍 为 e, 故 





于 是 Taylor 委 项 式 可 以 写成 


了 AR ， 


数 诈 分 析 








号 了 工 ， 工 工 ， 
疡 {) - 1 十 们 二 














11.3 考虑 第 一 个 上 电 数 y(r) 也 具有 题 11.1 中 的 规定 值 .我 们 把 (zy 看 成 是 直 近 zz) 的 一 


11.6 


个 多 项 式 .假定 v42 (zc) 在 ro 与 了 之 问 连续 求 得 一 个 以 积分 形式 表 及 的 半 y(z)- 
六 (2) 的 公式 . 

解 上 这 时 用 一 个 不 同 的 过 程 来 导出 关于 配 综 多项式 和 密切 多 项 式 的 误差 估计 是 方 使 的 . 首 光 虱 

时 榨 这 个 营 为 尽 ， 





民 二 YYCFr) - 右 (T)， 
或 者 将 它 全 部 的 狠 节 写 山 
屎 (rz 一 3 一 aznl Yeznoif 一 ro) 一 羡 0 


一 fa 


-证 ， KJ 一 3) 
这 实际 上 定义 民 作 为 z 和 za 的 函数 .保持 z 固定 ,计算 尺 对 xn 的 导数 ,我 们 得 到 
民 zh = (roy+rfrn 一 (zolzr 一 0 


+ Crnifzr 一 0) 一 村 >GMzn)(z 2 


] (n+ 本 
-2 Crof 20) 


上 


攻 十 四 
二 一 1 了 7 【rni[ 工 一 人 站 了 


由 于 在 每 项 乘积 中 , 对 第 二 个 轿子 进行 微分 的 结果 会 与 在 前 一 项 乘积 中 对 第 “个 因子 微分 的 结果 杠 
销 , 因 此 只 有 最 后 一 项 保留 下 来 .已 对 ro 作 了 微分 现在 到 过 来 对 -ce 进行 和 分 以 重新 获得 只 


RUr, zy =- 二 | esntajlr -oade < 寓 数 
由 民 的 最 初 定 六 ,有 民 (zoyzi =0, 从 而 积分 常数 为 零 ,将 上 下 限 互 换 得 


玉 (Y ,TO0) 一 本 Dotz 一 如 ]?qi， 
1 Ja 





这 就 是 积分 形式 的 误 莽 公式 . 

从 积分 形式 的 误差 来 得 到 Lagrange 形式 的 误 益 . 

解 上 这 里 我 们 用 微 积分 学 中 的 中 依 定 理 , 该 定理 说 假如 六 7 ) 为 连续 的 上 且 wfzr) 在 区 间 (a ,中 
符号 不 变 , 则 





6 
| Paymtoaz = 7 trdz: 
这 里 二 为 e 与 吉之 间 的 一 个 信 , 遂 wfz)= (xc =- nn 我 们 容易 地 得 到 
及 (zzn) 一 (6 人 z 一 1 


其 中 是 介 上 rn 与 工 之 问 的 最 但 不 能 说 是 未 知 的 .这 种 误 盖 的 形式 非常 流行 ,因为 它 十 分 类 似 于 
Tayler 亏 质 式 的 项 .除了 将 rr 换 成 上 它 也 就 是 更 高 :次 的 Taylor 多项式 的 项 . 
对 函数 (rz)=e, 取 ro=0, 佑 计 对 二 -1<z<xl 保 证 淮 们 到 3 位 小 数 的 Taylor 多 项 
式 次 数 以 及 准确 到 6 位 的 次 数 ， 
和 解 。EF 用 误差 的 Lagrange 公式 
| 虹 一 站 (1= RI 委 TH + 
要 准确 到 3 位 它 必 须 不 超过 0.0005, ”= 7 或 更 高 此 可 以 满足 这 个 襄 求 . 因此 密 项 起 
了 
六 (7) = >， 二 rr 
rm 
是 可 以 胜任 的 .类 似 地 准确 到 人 R 辫 须 不 超过 0.0000005, 当 # = 10 时 满足 要 求 . 
算 子 万 的 定义 为 五 = 及 3 一 ,将 它 的 逐次 玫 作 用 于 y(zx)? 上 其 缚 果 为 何 ? 











第 十 - - 齐 Tarler 多 蒜 式 





解 ” 狂 我 们 庶 得 DY( -Roy 

1L.,7 用 算 子 符号 表示 Taylor 多 项 却 ， 
解 生 令 := 雪 这 是 我 们 是 些 时 用 过 的 符 导 坟 在 管 单 地 以 代 符 号 :然后 直接 代入 是 
14 .1 中 的 Taylor 雪 项 式 便 得 





pi 
国生 0 
- 了 TDy(z0) 
改写 该 结果 的 一 个 常用 的 方式 是 
pr) = | 了 >， 站 D ro， 


或 单 用 整 变量 上 就 成 为 
外 一 1 AD jn. 
此 处 如 通常 的 那样 pfrs)= 户 . 
11.8 -个 臣 数 yfzr) 在 区 间 |z -zol 委 r 上 和 你 为 解析 的 , 匠 当 一 ce 时 
jimRRzrsxzroy 一 站 
对 区 间 内 的 所 有 上 自 变量 r 成 立 . 于 是 习惯 地 将 yfzr) 写 成 -个 无 穷 级 数 , 称 之 为 Taylor 


级 数 
3fz) = [imtfz) = 之 言 史 Ga 一 0， 
将 它 袁 示 为 算 子 形式 . 


粗 5 就 像 在 题 11.7 中 届 样 做 的 ,我 们 得 到 (mx) = | > 二 Dj] yo. 这 是 我 们 的 第 -个 "无穷 
级 数 算 子 "此 类 算 闻 的 算术 运算 不 像 早 些 时 对 简单 算 子 所 做 的 那样 容易 证 骨 它 的 正 确 性 . 


11.9 算 子 e 由 e ”= > 车; 所 定义 . 用 这 个 算 子 来 写 Taylor 级 数 ， 


解 EE 我 们 立 得 y(zr)y= eapyo- 
11.10 证 明 只 = 三 . 
证 E 在 题 11.9 中 取 &=1 并 据 忆 的 定义 ,有 3) -oo=ecyo, 便 得 王 =o. 
ll1.1 将 yzr)=ln(l+r) 展 成 Taylor 级 数 , 取 zo=0. 
解 ”是 导数 为 ?DO(z)= (一 全 全 1 一 EL+ 全 入 下 是 区 0 一 (1 人 了, 贞 玉 
0) = Inl=0. 我 们 得 到 
yz) = InGl+ xz) = 症 二 7- Le + 二 


玫 邵 悉 的 比率 从 验 话 可 证 册 级 数 在 .1&zr 反 1 中 收 笋 .然而 , 这 并 在 证 明 该 级 数 等 于 Infl + z) .为 
了 证 明 六 一 点 令 训 fr) 表 示 了 次 的 Taylor 包 项 式 ， 几 由 误 奖 的 Lagrange 公式 得 


隐 } P+1 


(n+ CT 
为 科 单 起 换 只 考虑 区 间 sz 站 .该 级 数 无 疑 饮 壮 是 用 于 这 个 区 闻 的 ,于 是 误差 可 以 通过 以 0 代替 
E 以 1 拒 蔡 = 得 到 |imt+2z 一 让 估 12+ 好 来 进行 个 计 .而 它 的 极限 确 汶 零 因 下 ,imat7) 
-inti+z), 这 止 是 我 们 所 襄 的 ， 

11.12 和 估计 以 一 个 Taylor 家 项 式 在 *o =0 处 来 通 近 wz)=ln(l+z) 所 需 的 职 数 ,使 其 在 
0<x<xl 中 保证 有 3 位 小 数 的 精度 . 


解 ”4 本 用 Lagrange 误差 公式 





1 In + 人 一 站 (人 们 1 




















， ， 开 al 
Intli+ 2 hr 二 人 


:有 0 ， 





了 .13 


11.14 


15 


11.16 


1 .17 


获得 分 析 





3 位 精确 度 查 求 这 个 异 不 超过 0.0005, 要 ) 一 2000 或 更 所 些 才 得 到 满 是 .一 个 2000 次 的 多 项 式 是 
必须 的 ,这 是 一 个 慢 收 敏 级 数 的 例子 ， 
以 A 算 子 来 表示 算 子 万 . 
解 RE 从 思 - 瑟 我 们 得 到 户 -Jn 上 -nl+a)=- 4 六 人 十 了 1 4 

该 计算 的 有 效 性 肯定 还 存 有 疑问 ,对 它 的 什 何 应 肝 必 须 仔 细 地 检查 .本题 表明 最 后 的 级 数 交 子 
会 产生 与 算 闻 吕 相 问 的 结果 ， 
将 (1 十 表 因 Taylor 级 考 ， 
解 BF 当 户 为 正 整数 时 , 它 蚌 代数 的 二 顺 蕊 定理 , 当 户 为 其 他 介 时 , 它 就 是 二 项 式 缓 数 . 它 的 应 
4 是 广泛 的 ,我 们 穿 易 得 到 

(1 

大 中 户 全 二 次 为 阶 生 客 项 式 , 选 i4=0， 


























YLDtO0) _ 站 
将 它 代入 Tayler 级 数 


其 中 | ?| 为 广义 的 二 质 区 系数 这 个 级 数 在 -1< r <1 中 收 合 于 y(z ) 是 可 以 证 实 的 | 


用 -项 式 级 数 时 出 Euler 变换 . 
解 ”8 本 Eulcr 变换 是 交错 级 数 5S= un -atda-a+… 的 一 个 折 广 的 重新 排列 , 道 过 以 庆 = - 
前 二 项 式 峙 理 我 们 可 以 将 S 改写 为 

S= (1- 忆 + 二 一 下 +…)an= (Li+ 五 ) 1u0. 
算 子 (+ 下 ) :可 以 解释 为 1+ 号 的 赣 算 也. 下 硬是 二 项 式 定理 的 第 二 个 应 用 ， 


- 
































与 = 1 + 吾 ) -an = (2 + 和 ) an = 于 [1+ 全 | 。 
人 衬 旦 
-人 1 全 + 全 ja 
1 1 
= 人 | 如 让 汪 Ac0 十 二 an 8 an 上 + ] 


我 们 推导 这 个 公式 曾 是 算 子 算 未 的 多 少 有 点 乐观 的 应 用 .不 总 存在 易于 应 用 的 判别 准则 来 保证 它 
的 有 效 性 ， 
下 面 级 数 中 的 那些 数 六 定 久 为 Hernouli 数 ， 








= 2 了 Br 


本 )》 一 
求 号 0， 抽 辣 
解 EEF Taylcr 级 数 要 求 (900) = 日 ,然而 在 这 种 情况 下 走 另 一 条 路 要 更 容易 些 . 乘 以 扩 -1 并 
用 呈 的 Tayler 级 数 , 我 们 得 到 








1 ] 1 1 ] 
如 二 | 工 十 方 十 舍 十 本 | Bo + 吾 i7 二 三 Baz 十 站 Biz” 十 | 
现在 比较 * 逐次 宪 的 系数 , 得 到 
1 1 
B0 = 工 , 片 | = 了 2 一 6 = 0,B =- 0,B5 = 0， 
1 1 3 
皇 二 42， 吾 7 = 由 卫 8 一 和 :9 = 人 妊 1 一 60- 














这 个 过 程 可 以 用 显 见 的 方式 继续 下 去 . 

假设 AR = .那么 其 逆 算 子 可 以 定义 为 及 =A-1%. 道 算 子 是 "不 定 的 "由 于 对 给 室 
的 % 除了 一 个 任意 的 常数 外 才 古 确定 的 . 例如 , 在 下 面 的 表 中 只 作为 一 阶 差分 被 列 
出 ,证 明 可 以 选 Fo 为 任 章 的 ,而 其 他 的 已 就 确定 了 . 








筝 十 :总 TayEor 多 项 飞 





1 .18 


1 19 











证 睫 我 们 立刻 得 到 
FE 和 + ET 
下 二 二 
下 上 


一 般 地 有 请， Fo+ 和 ww. 这 些 要 求 下 疑 对 任意 卜 Fn 都 成 立 , 这 显 名 与 不 定 积分 相似 


求 一 个 以 算 子 来 表示 AI 的 公式 . 
解 几 本 结果 op=1+a 提 了 了 
AT (DIDEIPDfen -1 
其 中 口 ! 汶 无 穷 积 分 算 子 , 它 是 卫 的 着, 从 Bemouli 数 的 定义 得 
Al-Ppwn 贡 BD， 








盖 -1 | 

r= 
_nil 工 rp 1 .1 
= 用 11 2 + 7 7206 十 1 

1 
-了 10DP + 


像 通 带 用 不 定 积分 那 样 !( 出 处 我 们 也 右 一 个 不 定 和 )}) 可 以 假定 鱼 加 常数 的 存在 ， 
通过 算 子 导出 Euler Maclaurin 公式 . 
解 ”8 杰 练 台 前 一 题 的 结果 ,我 们 有 


1 
有 = 后 + 了 
| nn- 了 1 3 
人 
由 第 个 等 式 得 
了 一 人 
Fi- Fo = 219 
az 省 
而 从 第 二 全 很 
- 1 『「7 1 下 ，- 。 
六 一 0 -Caz -到 30) + 15(2a 一 30 
下 了 
-大 8 -0 
所 以 最 终 得 


2 一 (aodz 一 冯 (y 3 1 阁 (y， y 0 十 
这 怠 是 Euler-Maclaurin 公式 .在 这 个 推 当 中 显然 算 子 算术 是 支撑 还 辑 所 必须 的 , 虽然 它 的 来 源 可 能 
有 问题 ,而 且 这 样 所 得 的 级 数 遂 常 是 不 收 委 的 ,但 是 其 结果 是 有 玫 的 . 








补充 题 


找 出 sine 及 eosz 在 ro 一 0 处 的 次 Taylor 雪 项 式 ， 

对 sinz 与 cosz 以 Lagrange 形式 袁 示 误 莽 项 .证 明 当 mco 时 对 伟 意 自 变 量 *, 这 误 莽 的 极限 为 小 
了 什么 拌 的 二 和 值 Tayler 安 项 式 在 0< <xr2 中 通 近 sine 答 太 到 一 位 小 数 ? 

了 到 什 么 样 的 a 值 才 可 以 使 Taylor 多 项 式 道 近 eosz 在 0< r< xy2 中 准确 到 三 位 小 数 ? 次 确 到 6 位 
呢 ? 

拒 等 子 4a 表 示 成 万 的 级 数 算 子 . 

sinhzr 及 eoshr 末 数 定 六 为 


+ 只 1] “- 











证 明 它 们 的 Taylor 级 数 力 





1t.26 以 算 子 算术 表示 
合 = 2sinh 二 PD， Ha 二 eosh 二 D， 


11.27 用 二 项 式 级 数 将 A= 二 82 + 8 1+ 才 全 表示 为 8 的 等 级 数 直至 六 项 


i1.28 把 题 11.13 和 11.27 的 结果 合 在 -起 将 呈 表示 成 他 的 每 级 数 , 可 验证 这 些 项 直到 8 ”为 ; 
中 了 

2231 ”245| 2631 

11.29 把 题 11.28 的 结果 加 忆 衬 方 并 按 不 同 起 次 的 人 括 在 - -起 ,可 上 验证 刀 的 Taylor 级 数 的 这 些 项 为 


站 2 了 工 4 -1 
PP 一 1 





有 = 骆 一 重 ” 十 ，…: 


8 _ | in 
9 314504 
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第 十 二 章 播 佳 


历史 地 位 

前 画 的 章节 几乎 全 都 是 基础 性 理论 .现在 时 把 理论 用 于 荐 于 方面 .首先 用 于 揪 什 的 古典 问 
题 . 搬 值 是 用 于 估计 晒 数 值 y4z) 的 常用 过 程 . 自 变 其 了 在 点 .ov 之 间 , 而 这 些 点 上 的 值 
3y0.…; 凤 是 已 知 的 . 皮 插 值 就 是 简单 地 按 吧 方向 进行 , 表 的 加 窜 是 在 点 对 zi 与 1 之 间作 多 
值 的 系统 插值 以 缩短 数值 表 的 间 上 距 , 也 许 从 下 减 至 AZ10. 预测 是 要 求 在 日 变量 数据 所 落 的 区 
闻 外 之 z 处 对 yz) 的 值 作 出 佑 计 ， 

所 有 这 些 运算 在 高 速 计算 机 问 址 之 前 尤 共 亚 得 过 切 , 姓 今 计算 矶 能 通过 级 数 或 别 的 非 列 
表 的 途径 来 计算 所 有 的 常用 范 数 值 ,本 章 的 公式 邦 冠 有 上 世纪 或 更 久远 一 些 的 杰出 数学 家 的 
名 字 , 那 时 函数 表 是 必 不 要 少 的 .它们 的 地 位 在 我 们 的 主题 中 是 部 分 让 史 性 的 . 令 人 感 兴趣 的 
是 看 到 早期 的 计算 障碍 如 向 被 越过 .但 重要 的 是 注意 到 特殊 抽 数 去 依然 被 造 出 来 , 使 得 这 方面 
的 某 些 工 作 继 续 发 挥 作用 . 


解法 


插值 方法 善 眼 于 将 y(z) 代 以 某 些 易于 计算 的 函数 , 道 常 是 … 个 多 项 式 ,而 所 有 的 当中 最 
简单 的 是 直线 .可 将 值 wm，…，,w 引入 到 我 们 的 任何 一 个 多 项 式 中 (Newton 公式 ,Everett 公 
式 ,…), 随 之 它 就 成 为 一 个 醚 值 算 法 ,输出 的 就 是 y>(z) 的 再 近 值 . 人们 已 经 认识 到 问 时 用 来 
自 播 值 点 两 侧 的 数据 是 有 意义 的 ,能 得 到 更 好 的 铺 果 或 更 简明 的 计算 . Stirling.Bessel 和 
Everett 等 公式 被 鼓劲 其 原因 就 在 此 , 对 其 所 含 的 误差 的 研究 提供 竖 辑 上 的 支撑 . 在 性 的 两 端 
点 这 做 不 到 , 应 该 用 Newton 疝 前 和 向 后 公式 ,不 必要 事先 选 定 道 近 多 项 式 的 次 数 , 可 简单 地 
连续 拟 合 表 中 的 差 直 到 适当 的 位 数 被 认可 为 止 . 人 们 还 认识 到 存在 回报 折 返点 ,在 那里 结果 变 
差 了 而 不 是 被 改进 ,并 月 这 一 点 依赖 于 表 值 的 精度 . 

另外 一 和 神 是 Lagrange 方 沙 , 以 才 项 式 拟 合 数据 林 用 丰 限 差 分 . 必须 凑 先 选 定 次 数 , 但 这 方 
法 具有 补偿 损失 的 优点 . 另 一 种 不 同 前 齐 法 基 Aitken 方法 ,不 昌 求 自 变 旦 的 衷 目 为 等 距 的 或 












































者 在 开头 就 机 定 多 项 式 的 次 数 ， 
密切 多 项 式 以 及 Tayior 多 项 式 在 特殊 情况 不 对 播 值 问题 也 可 以 找到 应 用 . 
输入 误差 和 算法 误差 


在 所 有 这 些 应 用 中 都 存在 输入 误 益 和 算法 误差 .它们 对 坚 个 输出 算数 的 影响 只 能 估计 到 
-是 程 度 . 习惯 上 确定 为 三 种 误差 来 源 . 
1. 输入 吝 差 产生 于 当 给 定 的 数据 yo,…，y 不 精确 时 ,通常 它们 是 实验 值 或 计算 所 得 . 
2. 截断 误 芝 是 指 莽 y(z) - PP(z), 一 旦 我 们 决定 采用 某 种 多 项 式 逼 近 , 也 就 是 对 它 的 认 
可 .先前 所 得 到 的 误差 为 


y(r)》 一 访 (z) = 6 


虽然 上 为 未 知 量 , 但 该 会 式 腿 前 仍 可 以 用 来 得 到 误 凑 界 , 戴 断 误差 是 一 类 算法 误差 .在 
预测 问题 中 该 误差 可 能 是 本 质 性 的 ,因为 在 ro …:xrn 所 落 的 区 人 间 之 外 因子 x(z) 变 得 
特别 地 大 . 

. 舍 人 误差 则 由 于 计算 机 运算 是 以 固定 的 位 数 进行 计算 的 , 任何 由 潍 、 除 所 产生 的 多 余 
位 数 将 竺 失 . 这 是 另 一 类 算法 误差 . 








Se 


12. 工 


2 ,3 


数值 分 枉 








预测 缺少 的 -个 关 伍 . 








解 BE8 这 是 -- 个 简单 的 例子 ,但 是 它 将 起 到 是 鲁 我 们 的 作用 , 作为 该 应 用 之 基础 的 是 多 项 式 过 丘 . 
计 筑 某 些 益 分 





1 24 7 1 


1 1 1 

完全 可 以 设想 缺少 的 可 以 为 任何 数 ,但 这 些 盖 分 迹象 强 到 地 指向 .个 二 次 多 项 式 , 瞳 示 给 定 鸭 
6 个 值 以 下 要 预测 的 两 个 值 划 属于 这 样 的 一 个 多 琐 式 .接受 还 一 点 作为 预测 的 基础 , 以 至 于 元 需 下 去 
找 这 个 本 过 多 项 式 . 给 三 阶 差分 行 加 上 两 个 1 后 .我 们 能 很 快 地 给 二 阶 差 分行 补充 一 个 5 和 一 个 6 
16 和 22 作为 新 约 一 阶 养分 ,然后 就 预测 得 % =42, = 64. 这 是 在 是 6.12 中 所 用 的 坦 同 值 ,那儿 所 
得 到 的 配 着 多 项 式 为 = 次 的 、 
y(a)=v2x 的 值 列 大 点 12.1 中 , 售 人 到 4 位 小 数 , 对 于 点 了 = 1.00(00.01)1.06( 这 表示 
点 从 芋 .00 到 1.06 间 了 中 为 等 中 的 取 上 六 =0.01) ,计算 差 到 A5 并 解释 它 的 意义 . 
解 ” 睦 美 也 都 列 在 过 12.1 中 ， 

为 简单 起 见 , 在 差分 忆 录 中 开 站 的 那些 索 通 常 全 被 省 略 .在 这 个 表 中 所 有 的 差分 南 肥 到 小 数 点 后 
第 四 位 . 蔓 然 平方根 冰 数 肯定 不 是 线性 的 ,人 让 其 - 阶 差 分 几乎 都 是 常数 ,这 暗 半 在 囊 个 列表 的 区 间 上 
到 精 上 度 到 4 他 小 数 时 该 匿 数 可 以 用 :个 线性 多 项 式 精 确 邮 允 近 . 表 值 阅 最 好 看 作 是 -个 单位 的 舍 入 
误 莽 , 而 它 对 更 电 玉 鞠 今 的 影响 遵从 常用 的 二 项 式 系数 模式 , 如 在 题 3.10 中 所 观察 到 的 奢 样 .在 这 种 
情况 下 大 们 通常 只 要 计算 一 阶 差 分 .许多 常用 函数 诸如 xx,logr,sinz 等 等 都 兽 以 这 种 方式 列表 ,其 
和 变量 的 向 隔 密 度 使 得 阶 蓉 分 几 平 为 常数 ,而且 丽 数 可 以 精确 地 用 一 个 线性 赂 项 式 来 通 近 . 










































































衷 12.1 
工 Cr sw 人 
1.00 | 1.0000 
人 
f 1 0050 
50 -1 
1 .0 1.010 肖 -1 2 
49 1 -3 
1.49 | 1.0149 站 -上 了 
49 站 ] 
104 1.0198 『 
49 
1 的 1.0247 
49 
1.08 1.0296 





应 用 Newron 疝 前 公式 有 2 = 1 对 v1.005 进 行 播 值 ， 


5 





12.s 





和 解 8B 王 Newton 公式 可 写成 


1， 和 本 
忘 二 中 十 1 30 一 辐 0 | 研 an， 





005-100 1 
对 线性 砧 近 半 ?一 1, 取 居 下 人 2 我 们 得 到 





站 -100001+ 去 (0.0050) -= 1.0025 
这 不 能 赔 是 意外 . 朵 为 我 们 用 了 一 个 线性 配 闷 多项式 来 号 宏 我 们 的 y = 了 在 1.00 及 1.01 处 的 值 ， 
所 以 我 们 肯定 可 以 盘 计 到 六 个 中 间 绩 果 
用 蝎 高 次 的 多 项 式 对 感 12.3 进行 插值 会 有 怎样 的 效果 ? 
解 Ez 通过 一 个 简单 寺 算 表 乃 Newton 公式 的 从 二 阶 姜 分 开始 的 下 项 近似 地 为 0.00001. 它 们 完 
全 不 会 影响 我 们 的 殷 巢 . 
3(zr)=v 关于 点 zx=1.0000.05)1.30 伟人 到 S 位 小 数 的 信 列 在 表 12.2 中 .计算 其 分 
到 As* 并 说 明 它 们 的 意义 . 
解 。EE5 差分 列 付 形 12.2 中 

















表 12.2 
工 af = 所 忆 站 5 人 
IT.U0 ， 1.0000 
| 2470 
1 .0 1.12430 -8 
2411 5 
1.10 1.04881 4 -1 
2357 了 千 
1.15 1.07238 -50 -2 4 
2307 2 3 
1.20 | 109544 披 1 
2259 3 
1.25 1.11803 一 $5 
2214 
1 .3 匠 1.14017 











这 儿 误差 的 模式 更 为 混乱 - 些 , 然而 在 最 后 3 列 中 的 + 导 及 -号 让 人 有 联 生起 题 3.10 及 3.11 中 
所 产生 的 敏 应 .最 好 把 这 3 列 看 成 是 误 羞 效应 ,而 不 是 把 它 看 成 计算 平 三 根 函数 的 有 用 信息 . 
使 用 题 12.5 中 的 数据 对 1.01 进 行 揪 值 . 
解 em 在 表 的 顶部 附近 作 插 值 用 Newton 向 前 公式 是 方便 的 .在 顶部 表 值 ru= 1.00 处 下 大 = 0, 这 
种 违 择 通常 会 导致 项 数 的 减少 并 使 用 客 少 项 的 决策 几乎 是 自动 的 .代入 如 在 题 12.3 中 所 丕 的 公 武 ， 
取 &= (zxo 人 =11.01-1.00)70.05= 二 ,我 们 得 到 








六 =1.00000 + 二 (0.02470》 - 训 (- 0.0059) 

+ 125 

停止 在 这 一 颜 ,因为 世 将 不 会 影响 第 羡 位 小 数 ,注意 到 这 最 后 一 项 用 的 是 古 12.5 中 最 高 阶 的 差分 , 我 

们 认为 该 差分 对 平方 根 的 计算 是 有 意义 的 .我 们 没 各 无 谓 估 用 ,已 被 预定 只 是 误差 效应 的 那些 亢 ， 后 
值 简化 为 


《0 00005》 


各 =1.000000 -0.004940 + 0.000048 
+ 0.000002 = 1.00499， 
它 叭 确 到 5 你 少数 .( 岩 如 可 能 的 话 在 计算 过 程 中 客 加 一 位 进行 计算 不 失 为 个 好 的 想法 ,以 此 来 控 
制 在 第 一 章 中 所 描述 过 的 “算法 误 益 ". 当然 ,在 机 器 计算 中 , 数字 位 数 在 任何 情况 下 都 是 固定 的 , 因此 




















+ 白 ， 


族 值 分 析 





12.7 


12.8 


这 个 注解 素 起 作用 .) 
才 题 12.5 中 的 数据 对 ”1.28 进 行 插值 . 
解 8 本 送 肌 用 Newten 六 后 公式 是 方便 的 , 首 旦 在 题 12.6 中 记 和 做 的 大 多 数 说 明证 有 效 .在 表 底 全 


























依 - 四 
9 二 1.3f 处 限于 一 小 ,我们 有 二 -ro tl 28-1.30)70.05 一- 椰 . 代入 问 后 公式 { 曾 7.9， 
2 一 四 
-外遇 wo 


页 二 十 上 Wo0 二 





,此 ( 下 十 1 下 十 殉 一 了 Ra 
30， 


十 和 
好 1 


我 们 得 到 名 =1.14017+ | - 冯 | oo22143* | - 计 1(- 0.00045) 


+ | 0.00003) 
-1.140170 -0.008856+ 0.000054 -0.000002 
-1.13137， 
它 准 确 到 5 位 小 数 . 
前 画 一 题 处 理 的 是 插 俏 问题 的 竺 殊 情 识 , 仕 靠 近 表 的 顶部 或 带 近 底部 进行 工作 .本 题 是 
在 播 值 点 两 侧 的 数据 都 可 使 用 的 更 为 典型 的 问题 .用 题 12.5 中 的 数据 对 “1.12 进 行 揪 
值 . 
解 BEE 现在 使 用 中 心 差 分 公式 是 方便 的 ,因为 它 使 得 能 和 容易 地 采用 在 两 侧 太 约 相同 数目 的 数据 . 


在 题 12.15 中 我 们 将 会 看 到 它 还 趋向 于 保持 小 的 截断 长 差 .Everett 公式 将 被 使 用 . 


























天 | 良 十 上 | 下 十 全 | 玫 一 二 
| ， low | ja ， | 
站 ， 下 十 二， 
一 因 个 -30 一 ; 5 | 8640 四 





这 里 格 去 了 更 高 阶 的 项 , 因 因 在 这 个 阿 题 中 已 用 不 到 它们 .在 zo=1.10 处 选 和 下, 我 们 有 上 大 = (fx 一 
ahlza= fl1.12-31.10)70.05- 275. 将 它 代 和 Everett 公式 


久 =| 训 107238) + | -高 ] -000050 + | | (0.00002) 


- | - 卫 | 11.04881) -| 人 .0.00054) -| - 2 (- 0.00001) 
-0.428952 ，0.000028 + 0.629286 + 0.000035. 
最 高 两 项 不 起 作用 (正如 所 料 , 由 于 它们 是 从 误差 效 座 引出 来 的 其 ), 最 后 站 =1.05830, 它 准 确 到 5 
位 小 数 ,注意 ,这 三 个 由 琢 12.2 做 或 的 打 信 者 基于 3 次 双 置 密 项 式 . 
实验 室 的 新 和 雇员 被 要 求 在 国家 标准 局 应 用 数学 业 书 的 表 NBS - AMS5s2 中 寻求 
y(0.3333)} 之 值 .在 这 大 部 头 书卷 的 某 责 上 他 获得 丰富 的 信息 , 其 中 很 小 部 分 就 列 在 表 


12.3 中 .对 所 需 的 插值 应 用 Everett 公式 ， 














甫 12.3 
7 | 四 8 
0.31  ， 0.1223 4609 2392 
0.32 0 1266 9105 2378 
0.33 0.1310 S979 2365 
0.34 0 1354 5218 2349 
0.35 0.1398 6866 2335 








一 


上 之 ,工人 


12.11 


12 .412 





解 版 在 中 -1 外 处 限 有 0 我们 有 大 = 人 DA 一 t0.3333-0.33370.01 一 0.33. 将 直到 二 
阶 郑 分 的 Evereu 公关 呈 成 如 下 形式 ， 
关公) 一 下 329 


其 中 瑟 -| | 和 Bu=| >j. 策 值 公 趟 可 以 在 袁 中 找到 也 有 有 用 的 成 分 对 k- 0.33, 我 们 得 到 


下; = -0.0490105, Eu 一 0.0615395, 于 是 
站 (0.331(D0.13545218) 十 《0.67)f0.13105979 ) 
+【 一 0.0490105110.00002349) - (0.061539SJ00.00002365) 
=0.13230667 

这 南 就 是 为 Preretl 公 世 而 准备 的 . 

应 用 Lagrange 公式 由 表 12.2 中 的 数据 来 得 到 .1.12. 

解 ” 量 ”Lagrange 公式 并 不 要 求 等 距 节 点 .当然 它 可 以 应 用 到 这 种 点 痢 作 特殊 情况, 但 是 有 让 准 ， 
配置 多 项 式 的 次 数 必 须 从 “开始 便 选 定 .用 Newton, Everett 或 其 他 关 分 公式 时 ,其 你 数 可 通过 计算 
它们 的 项 来 决定 ,后 面 的 每 一 项 是 对 已 经 景 加 起 来 的 项 的 个 附加 鼻 正 , 因此 计算 进行 到 所 算 的 项 
不 再 起 但 正 帮 用 为 止 .然而 对 Lagrange 公式 而 言 改 变 次 烤 则 意味 着 所 有 的 项 都 于 重新 计算 .机 表 
12.2 中 十 分 明显 用 “个 三 次 多 项 式 是 恰当 的 . 据 此 ,从 选 co=1.05,…,zs=1.20 天 始 我 们 的 工作 ， 
并 把 它们 代入 




















(7 -TiDT 一 -2 一 了 31 上 (二 TD 一 [2 多 全 -3 
)20 (zi xn(zi 一 1 31 





户 = 


(rn 一 Cn 一 工人 开 ”” 空 3 


， (一 nz -0)(x 一 3) ， ( 工 一 TbjCz -CC 一 3) 
(52 -zz0(rz -ifzz 一 3 (73 一 了 hf 了 3 -了 1(z3 -2 





四 人 4 .0 
外 = 了 5(01.02470) + 125(1.04881) + 记 501.07238) 


二 - 
+ 01.09544) = 上.05830， 


该 结果 与 题 12.8 中 的 结果 相 - 致 . 

反 播 值 问 题 是 将 rx* 与 只 的 角色 对 换 . 我 们 可 以 把 看 成 自 变 量 , rs 看 成 是 果 数 值 . 
显 见 新 的 自 变 堪 通 常 其 间隔 不 是 等 距 的 .给 定 vr =1.05 用 才 12.2 中 的 数值 来 求 
解 ” 睫 由 于 我 们 可 以 赛 易 地 通过 -个 简单 的 乘法 得 到 r = (1.05)2 -1.1025, 这 可 直接 了 当地 充 
当 我 们 所 用 算法 的 另 一 种 "测试 "( “test ease") ,由 于 它 用 的 是 非 等 距 节 点 , 所 以 我 们 用 Lagrange 公 
忒 ,将 与 ?的 和 划 色 对 换 ， 


(人 二 3 一 了 必 了 一 3 二 (并 和 一 32 用 一 3) ， 
(on 20 一 3 3 ”To 一 -23 一) 











17 一) _ 人 2 yy 329? 22) 
(3 一 303 -3 的) 


以 出 在 是 12.10 中 相同 的 四 个 点 作为 za, 内 , 记 就 灾 成 
二 一 (一 0.014882)1.05 于 【0.97095)1.10 +《0.052790)1.15 
+( 0.008858)1.20 = 1.1025， 





正如 所 期 望 的 孝 样 
将 Everett 公式 应 用 于 适 才 解决 了 的 反 捅 值 问题 上 ， 

解 上 由 于 Ecverett 公式 要 求 等 上 切 节点, 我们 将 z 与 ， 回 到 他 们 原 米 的 角色 .将 Everett 公式 号 
成 


《+ 站 汪 4 
1.05 = 天 1. 人 723 岛 ) 十 3 | -oo0oso) + | 5 | Ce.o0oo2) 





” 译注 :此 处 库 文 误 为 x=0， 


-8 


数值 区 析 





L1 


| | 请“ 
+ 人 一 NT 04881) -1 -0.00054) - | 4 .00001)， 


1 下 
13， 呈 
我 们 人 月 三 -- 个 关 二 到 的 5 次 复 项 式 刘 科 .这 是 “个 村 以 生 章 节 中 将 产 证 探讨 的 问题 .这 里 可 以 卉 一 
全 入 单 的 选 代 过 程 ,首先 将 所 疹 益 分 羡 在 : 边 , 道 过 解 
1.05 :. RtL.07238) + (1 -1.0488I) 
来 得 到 -个 首次 通 次 .这 个 线 忻 芭 插 值 的 丫 果 是 二 -0.0505. 将 该 值 代入 89 项 , 继续 略 去 83 次 项 
及 











T.05 一 下 人 .0723 各 ) 十 六 | (一 0.000507 + 中.04881 7) 


站 .0305， 
一 | (00054》 


很 到 个 新 的 逼近 悄 , 它 是 上 =0.0501. 将 这 个 什 问 时 代入 虹 及 人 4 项 得 上 =0.0500. 再 将 它 代 入 人 
及 人 4 项 ,最 后 得 列 能 让 值 还 是 它 白 己 , 我 们 就 到 此 为 比 . 相 庶 的 康 四 位 小 数 的 > 值 为 1.1025 
12.13 在 表 12. 2 中 对 vi 125 及 ”1.175 进 行 椭 值 . 
解 本 对 二 这些 处 在 列表 节点 中 间 的 节点 , Bessel 公式 具 存 纠 关 的 吸引 力 , 首先 在 rg 二 1 14 处 








选择 4= 0, 致 使 二 = (1.125- 1.10)/0.05= 二 .Bessel 公式 (着 7.25) 为 
| ， 加 ， 
1 本 1272 加 | 人 Ts 
这 时 我 们 取 到 4 次 项 为 小. 责 隐 押 由 于 国 子 { 一 闷 ) 而 全 妆 销 失 . 代 入 得 
| 


记 =1.06060-| 六 |( 0.00052) + | 闷 


困 二 (0.000015) 


工 2&， 
二 1.06066， 

8 项 还 是 没有 任何 贡献 .类 似 地 在 第 二 种 情况 中 , 现在 在 ro= 1.15 处 取 上 = 0, 我 们 再 :次 有 上 = 
172 并 得 到 请 =1.08397. 道 过 寻 技 所 有 这 类 中 点 值 , 表 的 大 小 可 以 增 天 一- 倍 , 这 是 表 加 密 的 一 种 特 
殊 情 况 . . 

12.14 在 使 用 配置 多 项 式 (z) 来 让 算 对 一 个 末 数 y(z) 的 通 近 时 ,我 们 将 yfz) 一 户 (xz) 称 
为 截断 误 差 .对 表 12.1 中 的 播 值 佑 计 该 误 辣 . 
解 g 当 通 近 网 项 式 为 a 次 时 ,在 第 2 章 中 导出 的 配 痪 煞 项 式 的 截断 灌 差 公式 为 


3 一 站 (人 z) = [5206)， 


对 于 表 12.1 我 们 发 现 = 1 为 恰当 的 . 屯 置 点 可 以 记 为 rn 及 .rb 导 出 关于 线性 梧 值 的 误差 估计 ， 
《 站 才 字 < ef 人 


3 一夫 (xz) 二 2 
人 7 二) 
由 于 天 =0. 1 以 及 yo(z)= -二 2z 2, 我 们 有 
Tarz) xz) 1 执 全 00 0001) 








对 任何 内 揪 道 过 选择 我 们 可 安排 二 在 0 与 1 之 间 , 对 这 种 安排 ,二 次 式 &( - 1 在 中 点 有 = 二 处 
有 最 天 幅度 (参看 图 12.1) .这 就 使 我 们 完成 了 礁 断 诅 差 的 估计 ， 


3 一 直人 1 荆 (0 DO001). 





* 详 注 :严格 地 说 ,这 个 不 等 式 基 有 挟 陷 的 ,因为 当 和 < 妈 T 时 ,全 是 质 的 ;这 个 误差 估计 式 的 正确 
写法 应 为 


1 or 一 下 了 00000D)， 


算 十 -… 


章 捕 便 


， 人 号 





并 山 此 我 们 发 现 它 不 会 影 澳 到 第 4 位 小 数 , 去 
12.1 就 是 为 线性 揪 值 调 准 备 的 .区 间 此 成 太一 





12 .15 


2 .1L6 


12 ,17 


.T 束 线性 天 稍 的 .区间 选 成 
0.01 是 为 了 保持 戴 断 误 益 能 达到 如 此 之 小 ， AN 
估计 我 们 的 表 12.2 进行 计算 时 的 截断 误 


基 鲁 12.1 

解 S 这 里 我 们 大 部 分 使 用 的 是 王 众 密 焉 式 

的 Everett 公式 .对 于 其 他 的 一 演 公 趟 得 出 同样 的 训 益 估计 .和 概 设 配置 点 了 -<0ri 上 为 等 距 
的 ， 





《rr 一 Pr 一 2 8 


fr (人 一 4 人 








《下 十] 下 (下 一 上 二 一 2) 站 St 二】 
一 24 


多 项 式 { 二 + 1 二 (二 - 1 一 2 具有 网 12.2 的 : 般 棋 式 ,在 区 间 -1<&<2 之 外 它 逊 速 地 升 问 上 方 . 
并 且 这 是 插 傅 的 适合 部 分 .更 在 甘于 一 次 插值 的 最 大 误 益 有 有 





在 0<xk<1 之 内 攻 不 超过 下 ， 


13( -ar 过 贡 语 (9 一 遍 直 (1 


对 这 个 例子 来 说 ,m = 0.05 而 y9(r)= 二 、 冤 , 民 此 ef 1 雯 十 (0， 00005). 所 以 截断 
误差 不 影响 发 我 们 计算 的 第 五 位 小 孝 . 








图 12,2 





在 vz 的 表 中 用 一 个 三 次 公式 , 区间 长 度 天 取 多 大 时 还 能 给 出 5 位 的 精确 度 ? 〔〈 假 设 
1<s<zy 


解 ” 炭 这 基 问 题 对 造 袁 者 而 言 自 然 是 感 兴趣 的 .我 们 的 截断 误差 公 武 可 以 写成 


1y(z) -pz) 六 呈 旭 | 号]| 二 让， 




















要 它 保 持 小 于 0.000005 就 要 求 同 <0.000228 或 者 说 很 接近 开关 二 言 这 上 比 表 12,1 中 所 用 的 上 = 
0. 的 略 大 - 些 .但 是 进入 我 们 计算 中 的 其 它 误差 就 要 付出 不 稳 的 代价 了 . 

前 一 下 表明 , 银 如 用 Everett 三 次 多 项 式 来 播 值 的 话 , 表 12.2 的 长 度 可 以 缩减 -- 半 . 找 
出 这 个 Everett 公式 中 所 需 的 二 阶 莽 分 ， 
解 。 攻 5 这 结果 列 在 表 12.4 中 , 表 中 - 阶 盖 分 可 以 牧 略 . 








表 12.4 
2 .各 他 全 

[00 1.00000 
4881 

1.10 工 .04881 -17 
6064 

1 .20 1 .09544 一 191 
4473 

1 .3 1.14017 





:9 


仇人 分 析 





12.18 用 表 12.4 米 搬 值 v(1.151. 
解 ” 哑 取 Fwerett 公式 及 开 一 一， 





工 工 ，] 人 
名 一 2 (1 0953441 一 1 一 0.001911 十 (11.04881》 


-1 《一 和.D0217] = 1.07238， 
16 


刘 和 在 表 12,2 让 所 到 .这 个 例子 进一步 证 空 是 12 .16. 
12.19 对 -个 5 次 公式 情 计 截断 误 准 . 
解 E 棕 候 设 配置 点 为 等 臣 的 并 昌 与 Everetl 公 中 一样 , 作 才 = - 2， -1,…, 3 处 [位置 其 实 是 趟 重 


要 的》 
3 -az = (9 
人 十 2 下 十 Date; TD -2 -3heverte， 
分 子 困 子 当 0< 雪 工时 在 二 = 去 处 取 极 大 绝对 伯 22 时 证 其 结果 为 





1 225 ， 
3 一 站 (人 安 71 时 上 5 | 后 ，， 


12.20 对 于 函 数 y(z)= .到 且 1sz, 假 如 在 禁 值 时 使 用 Everetts 次 公式 ,与 5 位 精度 相 容 的 
疡 应 取 多 兵 ? 
解 对 于 这 个 所 数 而 言 ,yz ) - < 12 坟 2 ， ,将 这 个 缚 果 代 入 上 题 中 并 要 求 5 位 精度 : 

吕 汪 


1 .225 te， 
次 生生 0.000005， 


近似 地 导出 睛 委 革 .自然 地 ,5 次 播 值 所 允许 的 低 间 比 3 次 插值 的 大 . 
12,21 对 于 郴 数 v(zr)=snz, 假 如 用 5 次 FEverett 会 式 进行 揪 值 ,上 空 取 才 大 才 与 5 位 精度 
相 容 ? 
解 8 对 该 机 数 而 言 ,> 9(z) 的 绝对 值 界 为 1 所 以 我 们 需要 已 0 2 汪 65<0.000005, 由 此 有 < 
0.317, 它 等 价 于 区 间 估 小 为 18", 这 喜 昧 着 , 除 sin0* 帮 sin90* 外 只 需 4 个 正弦 表 数 值 就 可 以 几 盖 整个 
基本 区 间 ! 
12.22 在 用 我 休 的 关 本 配置 多 项 式 的 公式 时 , 其 第 二 种 误差 来 源 ( 第 一 种 来 自 截断 误差 ) 为 在 
数据 值 中 存在 不 精确 性 .例如 数 办 .假如 它 是 通过 物理 测量 所 得 到 的 , 由 于 仪器 本 身 
的 局 限 性 就 含有 不 精确 性 .倘若 由 计算 所 得 , 它 就 可 能 包含 有 售 和 人 误 营 . 证 明 在 线性 插 
值 过 程 中 这 类 误差 不 会 被 放大 . 
证 E8 线 性 多 项 式 可 以 写成 Lagrange 形式 
四 二 1 十 【1 一下)20， 
其 中 由 如 通常 那样 为 实际 数据 值 .假设 这 些 值 是 不 精确 的 ,用 Y; 及 Y 表 精 确 的 然而 是 未 知 的 值 ， 
我 们 可 以 记 




















To 二 Te Yi 二 30TTely 
其 中 en 和 el 为 误 基 .内 此 所 要 求 的 精确 值 为 
王 = 大 YL 一 下 
造成 与 我 们 计算 结果 立 间 的 蛇 差 为 
卫 一 声 一 古 1 十 【一 下 Je0。 
假如 误 羡 me 的 太 小 不 超 过 羽 , 网 
[一 疡 妆 ksE+fL-E = 三 ， 
当 0<*<1l 寺 计算 什 交 的 误差 不 会 超过 最 大 的 数据 误差 , 没有 出 现 误 差 的 放大 ， 
12.23 估计 由 三 次 搬 值 带 来 的 数据 不 精确 人 凰 的 放大 率 . 


和 解 “上 还 是 使 用 Lagrange 形式 ,但 是 假设 村 天 = 一 1.0,1,2 处 自 变量 值 因 等 距 的 ， 二 次 康 项 式 可 








入 十 -上 拓 东 ， 








12.24 


12 .25 


以 窟 作 





(DR 
产 _ 1 了 


看 
(二 工 了 8 2 
1 一 3 宙 


《下 ( 二 -1 
_ 人 上 


正如 臣 题 12.22 中 绪 伴 ,我 们 令 四 -ww 人 以 器 袁 示 精 硝 数据 值 , 修 如 仍 以 PP 袁 所 更 求 的 精确 
值 , 则 误差 为 


(一 THE 2 人 2 
- 将 避 2 中 


_ { 吉 十 1)8( 2) 上 【中 十 |) 二 (二 一 11 
一 了 “1 


注意 当 0< <1 时 误 凑 < 1 及 w 有 负 系 数 ,而 另 二 个 有 下 系数 这 意味 上 背 如 果 庶 藉 的 天 小 不 超过 
下 , 则 





已 一 户 





必 3 


1P -mp [| 《人 - DC 2) 全 -1 性 DC 





(天 =] 
一 了 “ 


一 折 





它 简化 因 
| 卫 一 六 | 安 (- 有 + 下 + 二 = mm 三. 


毫 无 绝 阿 ,二 次 放 天 因子 ms 在 雪 一 六 处 将 取 它 的 家 大 着 ( 见 疼 12.3), 于 是 1P - A 挟 衬 己 . 数 据 误 


善 瑟 至 多 大 放大 二 售 . 当 扰 这 是 . -种 悲观 的 估计 .在 某 种 二 混 不 肖 次 甚至 可 以 相互 扳 消 , 致 做 计 香 
所 得 出 的 请 值 较 数 据 % 只 为 精 依 . 

在 播 值 过 程 中 还 有 什么 其 它 的 误差 来 源 噬 ? 

解 上 一 种 非常 重要 的 误差 来 源 必 需 子 以 关注 ， 

那 就 是 在 田 法 的 整个 计算 过 程 中 一 直 都 会 产生 的 会 

入 误 萱 , 它 常 常 完 全 不 受 人 们 的 控制 .只 能 用 有 限 位 1 

数 进 行 计算 , 这 是 无 法 避免 的 .我 们 所 用 的 各 种 公式 

(即使 它们 精确 地 表示 同一 配置 多 项 式 ) 将 以 不 同 的 8 二 =1- 
方法 来 处 理 所 涉及 的 数据 .换言之 , 它们 代表 不 同 的 
苯 法 ,这 类 公式 接受 同样 的 输入 误差 (数据 不 精确 
性 ) 而 且 可 以 有 相同 的 截断 误 雳 .然而 委 法 含 人 误差 的 发 展 过 程 依然 不 同 . 
描述 Tayler 级 数 基 拟 样 地 用 于 插值 的 . 

解 上 考虑 函数 y 一 扩 . 然 而 Taylor 级 数 为 











图 12.3 











1 





仿 讽 亲子 为 已 知 的 ,将 该 级 数 在 项 后 稚 断 ,这 表示 误 卷 (在 轩 后 号 内 ) 最 多 为 荆 (A/2)s 其 中 
为 表 中 上 自 变量 管 的 间 陋 , 这 就 设 银 插值 道 常 基于 蝴 谷 近 的 才 值 . 假如 大 = 0.05, 这 个 误差 就 是 


| 入 j 0- 惑 是 02.6)10 4 它 说 天 ,着 在 项 站 停 上 ,在 计算 …: 的 值 时 可 以 精 交 到 5 位 十 进 数 





(不 是 指 小 数位 数 ) .例如 ,用 表 12.5 中 的 数据 , oz? 的 搬 值 进行 如 下 . 取 ， =10.018,1+1: + 二 2= 


1.01816 及 





ci1.01816) = {14.88011.01815) -15.150. 
它 的 全 部 5 全都 是 正确 的 ， 我 们 的 配置 多 焉 起 也 会 产生 同伴 的 结果 . 





表 132.5 


开 ,6n 2 .6 2. 放 了 73 了 .和 











1 .464 14.154 134.880 15.643 16.445 








.o， 昨 分 析 








12.26 Taylor 级 数 掺 值 怎 样 用 在 函数 y(z)-sinz 于 的 ? 
解 ”对 山 于 sinz 及 cosz 通常 都 是 -直列 表 的 ,我 们 可 以 将 它 表 导 成 
Sinfd 土 ) 一 Sin 士 tcosz 一 六 tsny。 
自然 , 这 出 的 : 是 只 弧度 来 度量 的 , 假如 表 的 问 陋 是 六 =0.0001, 在 表 NBS.AMS36 中 正 是 如 此 , 表 
12.6 是 从 中 摘 示 出 来 的 一 小 段 , 则 上 面 的 公式 将 给 出 9 位 精度 ,因为 二 (A72)3 已 落 在 12 位 之 外 ， 




















表 12.6 
陡 sin | ED3Sd 
1.0000 | 084 70985 口 .5403 0D2306 
1.0001 站 ,加 415 25011 人 5402 18156 
工 .0002 站 -人 15 7 了 9028 .5401 34001 
1.0003 性 .8416 33038 出 . 340 4340 





12.27 以 Taylor 级 数 插值 计算 sin1.00005. 
解 W 本 以 zx=1 及 := 人 00005 
sinl.00005 =0.8414 70985 + (0.00005770.5403 023061 
_ | 工 1 
1 和 
12.28 应用 Newton 向 后 公式 并 用 表 12.2 来 预测 “1.32. 
解 6 在 ro=1.30 处 , 取 &=0 我们 得 到 8=(1.32 一 1.30)70.05=0 4 代入 Newron 公 起 得 
疡 =1.14017 + 【0.4)(10.02214) + (0.28)f- 0.00045) 
+ (0.224700.00003) = 1.14891， 
到 目前 为 止 它 是 准确 的 , Newton 向 后 公式 看 来 是 对 这 类 瑞 测 问题 的 自然 选择 ,因为 慕 为 这 个 公 起 可 
供 最 多 的 有 用 差分 ,人 们 可 以 引入 董 分 项 直到 它们 对 保留 的 小 数位 数 不 青 有 供 献 为止 .这 就 使 在 计 
算 机 进行 的 过 程 中 来 选 定 和 逼 近 多 项 式 的 供 数 成 为 可 能 ， 
12.29 分 析 在 预测 中 的 截断 误差 ， 
解 8 配置 多 项 式 的 截断 误差 可 以 表示 为 


参 [下 十 | 人 下 十 殖 》 asT ta 
CD 


其 中 配置 点 对 应 下 =0, -二 …，- ,如同 用 Newron 向 后 公式 的 那 种 情况 .对 预测 米 说 上 为 正 的 分 
子 上 的 关子 随 k 的 增长 迅 速 增 大 , 对 于 大 的 二 而 言 增 得 更 快 , 如 图 12.4 所 示 . 这 说 明 截 断 误差 超过 
某 个 点 后 就 失去 控制 ,还 离 表 端 处 作 预 测 是 危险 的 ,正如 所 料 .配置 多 项 式 的 截断 误 将 在 配置 点 之 
间 振 动 ,一 且 在 这 些 点 的 区 间 之 外 就 变 得 不 可 收拾 了 ， 


【10 一 )(0.8414 70985) = 0.8414 97999， 























于 一 了 


枉 
山 
] 

1 

T> 


图 12.4 


12.34 由 表 12.2 的 数据 预测 /1.50. 


12.31 


辽 32 


12.33 
了 2 .34 
1 .35 
12.36 


12.37 


12 .38 


12.39 


1 了 2.4f 


革 . 生 1 


] 2 42 


1 ,4 和 3 


12.44 


第 十 -- 章 插 信 


解 8 当 -(1.50-1.30770.05 一 +， 


声 =1.14017 - (4)(0.02214)7 + TI10)( 0.00045) 
+ (20)10.00003) = 1.22483， 





而 准确 赴 为 1.22474, 还 永 注 意 高 阶 益 分 项 ,我 们 相信 和 企 任何 情况 下 它 者 是 误 益 效应 , 由 了 














的 只 会 使 结果 变 坏 . 


补充 题 





F 它们 是 正 





用 斌 性 插值 从 表 12,1 的 数据 中 得 到 IT.0152 和 w1.017, 到 4 位 小 数 . 二 阶 差分 项 是 否 会 影响 该 结果 ? 


更 高 阶 的 项 飞 择 样 呢 ? 





用 线性 揪 值 从 表 12.1 的 数据 中 得 到 ”1,059 .注意 到 恩 旭 用 Newton 向 前 公式 ! 在 yx-1.05 处 取 上 一 





0), 在 这 种 情况 下 一 办 差 分 币 起 作用. 

用 表 12.2 对 1.03 进 行 播 值 . 

用 表 12.2 对 ”1.26 进 行 插值 . 

应 用 Stirling 公式 从 表 12.2 的 数据 中 求 得 1.12 .这 个 结果 与 是 12.8 的 结果 是 奋 一 至 
对 表 12.3 应 用 Everett 公式 求 (0.315)， 



































应 用 Lagtange 公式 并 用 标准 误差 丽 数列 ,在 下 面 的 某 些 值 对 y(1.50) 进 行 揪 值 ."(r)=e 


2 00 工 .20 工 .4 品 ]1.60 ] .80 2.00 





双 |10.2420 0.1942 0.1497 0.1109 0.0790 0.0540 


玲 确 值 为 0.1295. 

用 Lagrange 公式 以 题 12.37 中 的 数据 对 相应 于 y=0.1300 的 * 进行 到 插值 ， 
应 用 题 t2.12 中 的 方法 求 题 12.38 的 反 插 值 . 

对 题 t2.37 中 的 数据 应 用 Bessel 公式 求 (1.30)，wf(1.507 玉 y(1.70)， 























在 函数 y(*) = siny 的 取 四 位 小 数 的 表 中 , 与 线性 插值 相 容 的 最 大 三 间 长 度 疡 为 何 *〔 保 持 截断 误差 


低 于 0,.00005.) 





在 5 位 的 y(z)=sinz 的 表 中 , 与 线性 播 值 相 容 的 最 大 区 问 扫 度 六 为何” 对 照常 用 的 正 张 画 数 表 来 


检查 这 些 估计 值 . 


假如 用 三 次 狗 项 式 进行 插值 ,而 下 是 线性 插值 ,在 -个 y(z)=sinz 的 4 位 小 数 表 中 ,最 大 可 以 用 的 区 


间 # 为 何 ? 在 一 个 5 位 的 表 中 叉 如 何 呢 ? 


用 Newton 公式 作 二 次 各 近 时 ,函数 有 (RE -1 人 (RE-2) 出 现在 截断 误 莽 估计 中 ,证 明 这 个 函数 具有 在 图 


12,.5 中 所 示 的 形式 ,并 且 当 0<R<2 时 其 绝对 值 不 超过 2.“379， 


网 12.5 





12.45 国 数 &E2 -1)082 一 4) 出 现在 Stitfing 公式 的 截断 误 盖 中 .对 -2<i<2 夯 出 简 图 .估计 它 在 区 间 


12.46 


-174<<174 内 的 最 大 绝对 值 , 通常 限 在 这 区 间 内 使 用 该 公式 ， 
证 明 多 项 式 





下 (2 一 1)(R2 一 4) 和 RE 182 42 9 


83 ， 


"gd 


赦 情 他 析 





1 . 


4 


的 相对 极 人 与 极 小 值 之 大 小 随 它们 高 区 间 工 志 天 入 计 志 让 亢 的 加 大 而 增 冯 这 些 多 项 式 出 现在 
Snhrling 公式 的 哉 断 居 站 中 .这 隐 舍 背 企 生 蚂 送 域 的 中 部 这 会 式 最 为 精 硒 . 
证 明和 多 项 眠 














(下 十 二 (二 一 了 一 2)》 和 (二 一 2 二 人 天 (一 1 一 2 二 一 3) 
的 碍 对 恨 大 与 极 小 值 随 着 敲 区 问 册 < 过 1 之 距离 的 加 大 而 增 拓 这 些 志 质 式 出 塌 在 Everett 或 cssel 
公式 的 截断 误差 中 , 这 隐 合 着 这 此 公式 在 这 上 个 中 心 区 疝 内 最 精确 . 
以 Everetts 次 公式 进行 师 值 ,假如 遇 数 是 vongc 而 目 要 求 汪 倍 精 席 , 与 乙 相 竺 的 区 则 大 小 轨 何 ? 
由 计 由 二 次 揪 倡 遗 成 的 数据 不 精确 性 的 放大 , 按 题 12.22 及 12.23 中 的 伦 述 , 取 0<R<1 
央 计 由 四 次 揪 借 秒 成 的 数据 的 不 精确 性 的 放大 , 优 是 对 0<k<1] 
从 表 12,5 中 的 数据 应 用 Stirling 公式 计算 (2.718) . 
外表 12.6 提供 的 数据 计算 snl.00015. 
证 晶 Tayler 级 数 社 值 









































jeog 人 7 十 二) 一 jiogz 十 log| 工 十 二 | 


=1logzr 1 二 - 王 二 
可 以 在 产 项 行 截断 对 1< > 具有 1 位 小 教 精 度 , 假定 表 问 隔 天 = 4.01. 
有 所 表 12.2 中 的 数据 ,以 Newten 让 后 公式 预测 1.35， ”1 物 及 将. 
从 才 12.4 中 的 数据 预测 “3 .4 和 及 .50. 
分 析 是 6.14 中 二 次 雪 项 式 前 误 益 ,证 明 误 益 在 = -3 以 及 在 配置 点 上 误 益 为 零 , 怎样 能 出 我 们 的 
配置 误差 公式 x(c)y508)731 来 鲜 释 它 ? 
在 题 6,15 中 怎样 能 用 误差 公式 rfz )y(8)741 来 解释 在 了 =4 处 的 堆 误 头 ， 
用 题 10.1s 的 结果 估计 歌 项 > (1)， 
诈 题 10.16 的 材 果 估计 缺 项 y (1)， 
用 题 10.17 的 关 果 人 情 计 贞 项 y(0) 和 (1). 





近似 导数 
函数 y(f- 的 半 们 避 数 可 全 时 用 丰 这 们 区 下 的 作 阶 时 妆 户 呈 来 代替 
yy, 通过 配置 多 项 式 可 导出 大 量 这 类 有 用 的 公式 .三 个 最 著名 的 公 


| ) -yz ， Ai) 一 ?Cr - 
7] ss 共 开 2 oa 





人 《 ss ) 一 2 一 在 


分 别 由 微 商 的 Newton 向 前 公式 , Stirling 公式 和 Newton 向 后 公式 在 每 种 情况 下 仅 用 一 项 
调 得 到 的 . 全 因此 由 Newton 向 前 会 式 可 得 
32 - 一 眉 玉 十 了 

@+2ww ty 





yz) 过 了 | Am + 一 二 | 人 30 + 
而 通过 微分 商 Stirling 卫 可 得 
Cr) 二 | By + 有 2 二 六 18apwe + . 
申 其 他 的 配置 公式 产生 类 似 的 近似 , 关于 二 阶 导 数 ,一 个 著名 的 结果 由 Stirhng 公式 得 到 的 
TD () ss 让 (Beyo + Asiaon + 辣 订 140+ ) 
只 保留 第 一 项 便 有 关 悉 的 公式 


了 f 一 一 
Ye2(r) 久之 十 玉 ) 2 十 雇工 玉 》 














近似 微分 中 的 误差 来 源 


对 试验 情形 的 研究 提 玉 , 由 配置 多 项 式 得 到 的 近似 导数 看 来 是 有 怀疑 的 , 除非 有 非常 精确 
的 数据 可 用 .即使 这 栏 精 确 度 随 寻 数 阶 数 的 增加 而 减少 . 

根本 亲 难 是 当 y(z) 一 疡 (7r) 很 大 时 ,y(z) 一 户 (z) 可 能 很 小 ,用 几何 语 育 表 示 , 即 两 条 曲 
线 可 以 很 接近 , 但 其 斜率 却 相 差 很 大 .也 订 能 出 现 所 有 其 他 部 悉 的 误差 来 源 , 包 括 yw 值 的 输入 
误差 ,诸如 一 户 ,y 人 2 一 二 2 的 截断 误差 等 等 以 及 固有 的 含 人 误 莽 . 

主要 的 误差 来 源 是 输入 误差 本 身 , 这 些 是 关键 的 ,因为 即使 它们 很 小 时 , 因为 算法 会 把 它 

们 扩大 很 多 .这 种 放大 的 类 定 国泰 是 出 现在 公式 中 的 庆 的 倒数 次 宕 . 乘 上 精确 值 和 误差 , 它 门 
混合 亚 一 起 给 出 数据 % .有 时 可 最 优选 择 区 间 长 请 ,因为 截 斯 误差 与 六 成 止 比 而 输入 误差 的 
放大 与 疡 成 反比 ,一般 的 算法 可 使 其 两 音 的 结合 为 最 小 . 

基 寺 配置 多 葬 式 的 近似 导数 , 应 预先 考虑 大 的 误差 , 只 要 有 可 能 就 应 得 到 误 盖 界 . 求 近似 
微分 的 其 他 方 活 可 以 昆 基于 最 小 二 乘 方法 及 最 小 一 最 大 方法 得 到 的 多 项 式 ( 见 二 十 一 章 和 二 
二 “ 章 ), 而 不 是 配置 多 项 式 . 因为 这 些 方 法 还 对 所 给 数据 进行 光 潮 .所 以 它们 通常 更 令 人 满 
意 . 一 角 近 似 法 (二 二 四 齐 ) 旭 供 了 另 - -种 方法 . 



































题 解 


13.1 微分 Newton 和 阿 前 公式 


| 国民 | | As 
外 二 90119307 全 3203 全 20 2 


.上 数值 分 析 





解 @ 杰 可 以 用 Stitting 数 把 阶 冬 去 成 车 , 上 是 通 过 简单 的 让 站 就 得 出 关于 大 的 导数 用 算 子 万 继续 








表 尖 这样 的 导数 ,大 ,站 2 训 ,我 们 用 熟悉 的 2 一 妇 得 到 关于 自 变 量 zx 的 导数 
， D: 
pr -pr) 三 汪 … 
而 
结果 是 
， 1 | 上 3R2 -- 昌 8 十 了 
训 (<) | sw + | 下 一 过 | 和 + 
283 -9pz+1R 3 
3 “一 十 1 
CC -| 3 68 1 蕊 As + 本 
人 二 站 2& .3 | 
疡 (7] 一 3 和 1 2 0 一 人 


13.2 用 杆 13.1 中 的 公式 , 根据 表 13.1 的 数据 来 求 六 (1)，p2i01) 和 pt3(1)〔 这 是 与 表 
12.2 相同 的 直到 二 阶 的 差分 . 因 误 益 的 影响 没有 写 出 其 余 的 差分 , 这 里 为 方便 起 见 复 











制 了 该 表 ) 
表 13.1 
工 【zy 

1.00 1 .00000 

2470 
1.05 1.02470 一 5 

2411 ] 
1.10 于 .由 于 且 训 【 一 34 

33 了 结 
上 .14 1.07238 一 和 

2307 2 
.20 工 .09544 一 二 8 

| 了 33 多 了 

1.25 ]. 1] 各 03 一 4 

2214 





1.30 | 1.14017 





解 峙 取 5=0.05=0 在 io=1.00, 由 我 们 的 公式 得 玫 
zf(1) = 20(0.02470 + 0.000295 + 0.00017》 = 0.50024 

Bt) =400(- 0.00059 -0.00005) = - 0.256 

pe) = 8000(0.00005) = 0.4 
局 为 y(z)= wx, 准确 俏 是 y (1) = 了 ,0 = 一 二 (0 = 信 . 

尽管 输入 数据 精确 到 五 位 小 数 , 我 们 发 现 关 (1) 仅 精确 到 三 位 ,总 两 位 小 数 也 不 完全 精确 , p3) 
1) 久 精 确 到 一 位 ,显然 ,算法 的 误差 是 明显 的 . 

13.3 微分 Stirling 公式 























| 下 了 | 下 十 十 下 [下 十 上 
二 0 十 加 Beyp 十 2 把 y0 十 | 3 aew 十 4| 3 | aa 十 
解 # 本 媳 同 在 题 13,1 中 那样 , 我 们 得 到 
2 3 
2 (2) = 二 | Bo + My0+ 2 53py0+ 化- | 


， 2 _ 
pafz》 = 记 | 82 二 3 二 失 154w + | ， 
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六) 一 pn 二 0 
p0(e) = 记 (93o+ 等 等 
13.4 用 是 后 .3 中 的 公式 , 根据 13.1 的 数据 来 求 2711.10) 01.10) 和 2 (1.10). 


解 攻取 有 =0, 在 om=1.10, 我 们 的 公式 得 到 


， < 
20| 目 0241 0.U2357 0. | 由 D000s Lo8004 | |- 0 4766 
三 4 








所 (1.10) = 


(1.10)》 = 400( 0.00054+ 0) = - 0.216 
pf1.10) = 8000(0.0000451 = 0.360 
准确 值 是 y(t.10) 0.47674, yt(1.10)= -0.2167，y03(1.107 =0.2955 
输入 数据 精 三 到 二 位 ,但 最 初 一 个 导数 的 近 介 大 致 分 别 近似 到 四 位 ,二 位 和 -- 舍 . 
13.5 上 述 癌 题 启示 近似 微分 并 不 精确 .通过 比较 丽 数 ,= esinf rr3 和 近似 多 项 式 p(r)=0 
进一步 说 明 这 个 问题 . 
解 上 对 尾数 :这 两 个 曲 数 在 等 疗 距 的 白 变 基 r - ie2r 处 是 配置 的 .对 很 小 的 数 ,近似 是 非常 








精确 的 ,y(z) - 6(z) 永 这 超 不 过 e, 但 最 因为 y (<)= | 工 | sost zye) 与 六 (ce) = 册 所 以 其 导数 相差 
很 大 -这 款 例子 说 明 不 能 毅 期 函数 的 精确 近似 就 表示 其 导数 的 精 靖 近似 . 见 图 13,， 


pp 7) 下 


、 





图 13.1 





13.6 题 13.1,13.3 和 13.23 启示 对 Y(zo) 的 三 种 近似 公用 一 阶 状 商 


凡 ] 20 了 1 一 多 -1 30 ”省 -1 
天 ” 2 有 有 


从 见 何 上 讲 ,它们 是 图 雪 ,2 中 三 茶 直 线 的 斜率 , 也 表示 了 曲线 在 zx = x0 处 的 切线 .可 
以 认为 中 间 的 近似 最 接近 切线 的 斜率 .可 通过 计算 这 三 个 公式 的 截断 误差 证 实 这 一 点 ， 

















| 世人 | 


图 13.2 


解 上 Newten 向 前 公式 ,在 一 阶 差 商 硕 之 后 截断 , 售 去 截断 误 关 
3y(z) -pfz) = 全 - Dy”(5]， 
通常 取 了 -ro+ 凶 .这 条 认 为 二 不 再 限制 为 整数 而 是 连续 变量 是 在 益 的 .假设 y6( 昌 连续 , 于 是 得 
到 我 们 的 导数 公式 的 误 车 (通过 连锁 法 chain rule) ,对 丰 = 0， 
y (za -(zo) = 二 321(60) 


注意 对 &=0 不 再 包含 麻烦 的 y2765) 因 子 的 导数 . 癌 们 对 Newton 癌 后 公式 ， 


"了 巧 ， 


族人 乱 分 和 








13.7 


二 3 ,全 


13.9 


13 ,1 


13 .11 


0 和 2 人. 


菊 用 Strhag 会 世 我 们 将 得 芭 意 料 之 镍 的 好 处 ,即使 在 我 们 的 近似 中 保留 到 -. 阶 羌 商 项 , 我 体 改 


现存 大 -日 处 它 从 户 {) 消 失 了 《 见 是 13.3) 我 科 可 以 认为 讨论 中 的 中 等 近似 来 自 二 次 多 项 式 近 贷 . 
j -是 其 薇 断 误 笃 是 











3 


SP 和 [srDA Daodfe， 





训导 出 
， - 二 如 【3 王 
耻 《bb 此 《0D 一 折 下 【全 

在 以 土 一 种 计算 赴 , 和 可 能 表 失 一 个 不 阁 的 未 知 数 ,但 是 因为 二 一 般 很 小 ,出 现在 最 后 关 果 中 殉 
8 滞 出 现在 别处 的 产 相 比划 " 阶 基 级 意 六" 下 ,这 四 的 规 断 说 益 是 景 小 的 ,这 就 证 实 了 几何 形象 . 
对 于 点 13.1 中 的 数据 , 评 用 题 13.6 中 间 的 公式 求 交 (110) 的 近似 . 求 出 这 结果 的 实 
际 误差 并 与 题 13.6 中 的 截断 误差 估计 进行 比较 . 
解 BEB 这 一 近似 实际 上 是 在 题 13.4 中 计算 w 人 1.10)<s0.4768 的 第 一 项 .实际 误 盖 达 划 五 位 ， 

w 11.10) 0 4768 -0.476794 - 0.47680 - -0.00006. 
































帮 题 13.6 中 得 到 的 估计 是 -Ps 646, 因为 xm = 关 252. 我 们 用 1 代 蔡 未 知 伟 得到 


-hy (2)A6 (0.053 中 十 | = -0.00016 只 是 稍微 扩大 了 -点 , 昌 然 不 是 不 可 能 的 ,这 种 估计 很 
天方， 


把 在 题 13.3 中 得 到 的 六 (zo) 的 公式 变换 为 出现 值 而 不 是 六 分 形式 ， 
解 。EE5F 在 这 种 捕 形 , 我 们 取 点 -0 得 
声 【0 -二 | 去 (a 3 1(3a -2317+ 23-1 晶 .) | 
二 3 二 
估 斗 题 13.8 中 会 式 的 截断 误差 . 
解 BE 因为 这 个 公式 是 基 上 上 四 次 Siirling 多 项 式 ， 


5 2 _ 《5 
34 一 由 () 一 和 人 人 人 了 全- 旬 ， 








如 在 是 13.6 中 那 伴 求 导 数 , 令 直 = 得 yz 二 站 (xz 一 有 3 人 730， 
把 题 13.9 中 的 估计 与 在 题 13.4 中 的 计算 结果 的 实际 误差 进行 比较 . 
解 ” 吓 精确 到 五 位 的 实际 误 益 是 
3 ffE10) - 关 人 (110 一 0.47694 一 0.47660 = 0.00014 

在 题 13.9 中 的 公式 里 用 y (1) 代 畦 未 知 的 ?2 (6), 稍 作 扩大 后 得 到 


0 | 
和 > (0.05)?| 记 | = 0.0000007 


当然 这 令 人 失望 ,采用 高 脐 差分 虽然 基本 上 消除 了 截断 误 莽 但 实际 误差 更 大 .显然 在 这 -- 算 法 中 映 
-一 种 误差 涛 是 主要 的 .这 就 是 值 的 输入 误 凑 ,并 日 算法 怎样 将 它们 放大 .为 简单 起 见 将 把 它 归 人 
舍 人 误 荤 环 . 

对 全 起 (71 -yy-1)728 中 售 人 误差 行为 进行 估计 . 

解 8E5 如 前 . 令 Yi 和 了 ;是 精确 的 ( 末 知 ) 数 据 俩 .于 是 疝 =+eyri-yw re 以 和 
*“ [去 示 数 据 误 荤 , 莽 











六 


2 2 2 
就 是 由 上 输入 的 不 精确 而 引起 的 输出 菜 辩 .如果 w1 和 -1 的 大 小 不 超过 下 , 那么 输出 误 莽 最 大 是 


级 ,产生 最 大 的 含 入 误 其 FA/ 
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13.12 


13.13 


13 .1T4 


13.15 


13 ,16 


13.17 


应 用 题 13.11 中 的 估计 来 计算 是 13,7. 

解 EB 这 里 关 -0.05, 卫 =0.00005, 使 得 芋 /-400010. 比 算法 中 的 作 入 误 益 可 能 对 第 四 位 稍 
有 昆 啊 ， 

对 是 13.8 中 会 式 中 舍 人 误差 影响 进行 估计 . 

租 上 本 入 如 题 13.11 中 那样 ,我 们 炒 得 由 十 输 入 的 不 精确 而 引 息 的 输出 误 认 是 
{17128fe > 一 ge -it+8el ci) 如果 从 的 大 小 不 志 过 二 ,这 -和 给 出 误 郑 最 大 是 18 忆 7125, 即 最 大 含 
































入 误 头 (3/28 ) 五 .如 局 题 13,11 中 的 二 ,雪子 (3/2A) 是 放大 因子 .对 于 小 的 刀 役 们 一 般 把 这 与 高 
精度 联系 在 : 超 ,这 一 国 子 是 大 的 ,因此 输入 信息 的 误 益 就 人 人 地 放大 了 ， 

应 用 题 13,13 中 的 估计 来 i 算 题 13.4. 然后 将 我 们 计算 y (1.10) 与 所 关联 的 各 种 误 
差 进 行 比较 . 

解 上 取 放 =0.05, 下 =0.000005.(3724) 瑟 -0.00015, 各 种 误差 分 组 列 于 表 13.2. 








表 13.2 
会 式 | 实际 误 老 


【3 一 了 -1 2 一 .00006 












最 大 会 入 误 营 
二 0 .00010 






仿 计 截断 误 孝 


一 咎 DUOi6 















(yy 287 1891 一 23323728 0.00014 0.0000007 士 0.00015 





在 第 一 神情 形 中 会 人 误差 在 所 抑制 , 而 在 第 二 种 情形 , 舍 人 误 益 受到 不 良 影 响 .显然 ,除了 对 于 概 其 
精确 的 数据 ,这 些 泛 养 的 放大 使 得 不 可 能 产生 发 的 苓 断 误 益 . 
对 以 下 公式 
3 人 (ze) 02y0 = (3 一 270 一》 刘 
估计 截断 误差 ,上 述 公式 是 题 13.3 中 取 到 第 一 项 商 差 而 得 到 的 ， 
解 tt 这 里 用 不 同 的 方法 即 用 Tayler 级 数 求 埠 断 误差 可 能 是 方便 的 ,特别 地 


。 ] 1 5 1 

2 009， 
。 1 1 3 1 

3 0 


把 这 末 项 相 加 并 减 去 2 就 得 到 
82w0 = 页 23 02? 十 二 4[>tfa) 十 014 人 2 


不 幸 的 是 El 可 能 与 所 不 同 , 但 为 了 估计 截断 误差, 假定 我 们 用 -个 数 y9 来 代 苦 两 个 四 阶 导数 , 这 
种 选择 仍 足 不 确定 的 -为 了 绝对 安全 ,我 们 能 在 整个 区 间 取 0 = max yC(z)| ,这样 就 得 刊 了 截断 
误差 大 小 的 上 办 ,然而 可 以 想象 其 它 选 择 也 是 可 以 的 , 我 们 现在 得 到 


茂 断 误 卷 -> 人 9 一半 8230 一 一生 > 
用 题 13.15 中 的 估计 来 计算 题 13.4， 
解 。t 征 因为 束 高 阶 凌 商 项 没 起 作用 , 所 以 在 题 13.4 中 实际 上 是 通过 公式 





























他 
pof1.10) = 8 一 -小 21600 
上 


来 计算 201.10), 其 结果 已 与 准确 值 (1.10)7 = -0.21670 比较 . 取 yz - 17 1 
题 13.15 中 的 戴 断 误差 可 能 稍微 扩大 
、 
截断 误差 = 下 = 由 00020， 
实际 误差 是 -0.00070, 再 次 表 绑 截断 误 益 并 非 主 要 的 误差 源 ， 
个 计 公 式 8307 的 截断 误差 ， 
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]3 .1 名 


13.19 


13.20 





解 上 如 及 进 行 ,我 们 米 得 直上 葵 入 的 不 精确 而 引起 的 输出 误 盖 是 (17i2)fel- 2eu+ei), 共 中 
具 是 输入 误 益 . 如 果 它 科 的 大 小 都 不 超过 瞩 , 则 上 大 输出 误差 是 (4/A2)E. 因 此 ,最 大 的 舍 和 信 误 营 - 
【47827 互 . 

应 月 题 13.17 中 的 公式 计算 题 3.4, 并 把 我 们 的 近似 值 与 y (1.10) 之 间 的 实际 误 羡 
与 截断 误差 和 含 人 误差 估计 进行 比较 . 

解 有 EE 如 前 , 取 五 =0.0S， 三 =0.000005， 得 到 (4 2 已 =0.00800 

放大 因子 (4AA3) 有 很 大 影响 ,我 们 的 结果 证 实 舍 人 已 成 为 我 们 在 米 >C01.109) 的 近 亿 中 的 上 要 襄 状 
源 , 而 且 实 际 误差 和 截断 误差 在 天 到 800 单位 的 舍 和 人 民 差 中 仅 占 了 9 单位 . 


























实际 误 莽 | 估计 截断 误差 | 最 大 舍 人 误 莽 


一 0.00070| 0-00020 -0.00800 





用 题 9.7 和 9.8 中 的 样 条 求 正 孩 函数 导数 的 近 科 ， 
解 SF 在 题 9.7 中 ,我 们 发 现 自 然 样 条 在 端点 的 二 阶 导 煞 为 党 .因为 正 蓄 困 数 本 身 在 冰 点 有 同样 
的 二 阶 导数 值 ,所 以 栖 此 情形 , 自然 样 条 是 适 包 的 . 移 取 中 心 点 ,我 们 得 到 中 央 样 条 殿 59: 的 导数 是 


S2f7) 一 -23 王 )， 








人 龙 在 > 一 了 处 精 参 等 上 0, 显然 对 称 是 有 益 的 .在 结 点 < = 汪 处 作 直 接 计算 可 得 到 3 等 上 0.496 


这 时 公用 了 在 (0,m) 中 的 二 节 样 条 段 我 们 就 能 下 结论 ,其 误差 是 0.4 几 ， 
在 题 9.8 中 ,我 们 得 到 了 与 正 荡 函 闭 的 - 阶 导 数 相 匹配 的 样 茶 ,对 于 中 央 部 分 我 人 求 得 





- 7 
S2(z) = 全 (rz 一 m)， 

















它 在 = 卫 处 也 等 于 0, 在 了 = -了 处 , 它 等 于 (9v3- 2r]/6r 或 者 0.494. 对 于 二 界 导 数 又 出 现 了 让 
料 中 的 精度 降低 ,在 整个 中 央 区 间 , 自然 样 条 的 二 阶 导 数 S; = -0.948, 而 真正 的 一 阶 导 数 是 从 
一 0.866 公 -1 

如 和 何 把 Richardson 甸 推 法 用 于 数值 微分 ? 

解 片 通常 过 似 公 式 中 的 误差 信息 是 用 上 校 耻 的 .作为 说 明 , 取 中 心 差 公 式 


wzy = 兴工 + 如 二 了 二 生 ) 下 ， 


其 中 了 是 截断 误差, 利用 Tayler 级 数 , 容易 算得 


了 二 全 1 而 十 在 3 下 4 十 人 3 丙 十 

















分 列 对 疡 和 /2 两 次 用 上 式 得 
3f2) 一 下 人 十 天 十 Ca 珊 4 于 


3 丰 卫 下 9 
>(z) = 开 | 2 人 + 十 





其 中 F(A) 和 严 | 二 | 表示 近似 导数 .假定 对 小 的 ,ci 改变 不 大 .消去 al 项 得 
和 正人 2) 一 王 ( 玫 ) 
3 





人] 十 及 1 页 4 十 介 [6) . 





Pi 8 ] _ HE FG) 


我 们 得 到 了 四 阶 和 精度 的 近似 微分 全 起. 
现在 可 重复 上 述 步 台 , 从 


y(z) = 下 | 二 | 有 1 D(he)， 


*]01 





| 五 在 | 下 
”1 二 ] - ] + 人 [ie 
并 始 , 消去 bi 预 得 到 凑 有 六 阶 精 度 的 近似 
F -| 8 1 - 16Fi11 4) 上 (haA 2) 
一 丰 ， 





显然 可 进步 重复 上 述 过 和 裕 ， 浆 之 为 外 报到 服 罗 
企 外 扒 到 极限 过 程 中 近 亿 计算 的 华 合 一 般 表 朱 如 村: 





下 克 1 下 扣 3 





了 
四 | 五 站》 
RA2 | 下 (NA EF1(721 
站 /4 天 (Re 下 让 开 扩 下 站】 
RAR FIRAE) ER For Ba0h78) 





需 鸭 时 可 可 入 更 多 的 表 值 ,一 般 公 式 是 





、| 、 二 下 ifAA28) 一 Fi/28 1 
| 得 | -本本 去 | > | 2 ” 


不 难 修 故 上 述 过 程 使 得 用 某 些 共 它 方法 减 小 步 长 ,多 半 是 窗 = mi 其 中 心 是 初始 步 长 
天 .不 用 密 大 的 代价 就 可 以 处 理 任意 的 序列 六 .有 例子 说 明 有 时 这 些 朗 化 可 能 是 有 益 的 . 
13.21 对 函数 v(z)= -17z, 用 Richardson 外 推 法 求 (0.05) .准确 值 是 400， 
解 ” 旺 计算 闫 时 摘 录 杠 表 13.3 中 ,用 的 是 八 位 数 ' 闻 计算 机 . 覆 13.20 中 原 有 的 公式 得 到 


列 ( 表 中 所 有 值 缩小 400 懂 ). 对 天 =0.0001 最 好 的 结果 在 三 位 小 数 之 婴 . 其 后 舍 入 误 差 右 优 势 , 遍 
观 此 表 其 余 各 列 , 可 见 各 值 几乎 可 精确 到 五 位 . 


























表 13.3 
下 下 FF 克 2 3 
0.0128 28 .05289 
0.0064 有 .06273 一 站 46332 
人 .的 拉 1 .64515 -0 02737 0.00196 
0.0015 0.41031 一 0.00130 0.40043 0.00041 
和.0008 0. 10250 一 全 .00010 -0.00002 -全 00002 
0.0004 0.02625 0D.00084 0.00090 0.00031 
0.0002 0.00750 0.00125 0.00127 0.00127 
0.000 0.00500 0.00417 0.00436 0 00441 
0.00n05 0.031000 0 01166 0.01215 0.01227 
表情 缩小 三 400 
补 充 题 


13,22 微分 Bessel 公式 ,得 到 用 直到 五 阶 差 分 表示 的 直到 户 s (7r) 的 各 阶 导 数 . 

13.2 ”用 上 述 问题 的 结果 ,根据 表 13.1 中 的 数据 去 求 产 ， 关 2 和 上 2 在 上 =1.125 处 的 值 . 

13,24 求 在 题 13.22 中 取 上 = 六 而 得 到 的 六 【2 的 公式 的 玲 断 误 莹 .估计 时 地 夺 - 1 并 与 实际 误 羡 比较 
13,25 求 上 述 是 中 公式 的 舍 人 误 凌 串 能 的 最 大 值 .把 实际 误差 与 截断 误差 和 售 人 误 盖 的 估计 信 进 行 比较 . 
契 .26 证 明 六 次 Stirling 公式 可 得 他 








。 ] ] 1 
疡 【z0) = 站 (en 一 碍 人 十 Seoo)， 
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]3.27 


] 广 28 


13 .29 


13 .3 站 


人 .31 


1 上.32 
二 .33 


证 明 这 个 公式 的 截断 误差 是 一 而 【 辣 )7 140， 
把 于 述 公 式 变 稳 成 以 下 形 孔 





- 1 
志 (一 933 


并 直 明 最 天 的 会 人 说 荐 是 11RA6m. 








白 变 其 值 ,然后 遂 过 直接 插值 求 出 相应 的 》 值 . 























正 态 分 布 质 数 间 = 工 处 有 -个 捆 点 ,如 何 独立 地 从 以 下 四 位 数 的 数据 表 : 


93a2 


村 [Lagrange 上 己 Everett 公式 ( 殉 题 12.[1 和 12. 12), 道 过 尽 立 古 插值 , 求 出 


上 3， 





不 管 表 13 ,+ 的 首 末 两 行 ,用 Hermite 公式 求 和 其 余数 据 拟 全 的 二 次 区 项 式 .这 个 
相 何 处 等 丁 肥 ? 并 与 下 述 问 题 比较 (这 里 的 数据 相 诬 上 3y(zr)y= sinzr 因 此 ,准确 的 自 变 其 伟 足 x72.) 














-次 多 需 工 的 


和 13 .4 二 要 诬 二 一 小 的 


上 
辟 芝 


的 每 -个 .精确 地 醒 定 这 























个 值 
表 13.4 ， - ， 
了 了 0.50 | 0 3521 0 有 0 2468 
1.4 | 0.98545 | 0.16997 和 .75 | 0.3011 由 , 移 人 .2444 
1.5 | 0.99749 | 0.07074 100 | 62420 | 40o0 | 24a0 
1 和 | 年 归 957 于 丰 二 920 1.325 | 0.1827 1 .0 0 2396 
1.7 | 和 凤 166 | 0 12584 1.50 | 0.1295 1.02 0 .2371 





由 题 13.9 和 13.13 我 代 求 得 近 介 等 式 


。 1 
人 (> 2 一 83 + 号 3y1 一 


3 


的 台 成 截断 误 莽 和 售 信 误 盖 只 有 形式 AR4+ 3E/2P ,其 中 由 = 1y508yA30 .同志 长 天 等 十 多 少时 ， 


此 值 最 小 ? 对 平方 根 函 数 计算 使 结果 是 五 位 精度 . 
证 明 公 式 yi(z) = swAnd 的 截断 误 芝 是 好 9(E)76. 
证 明 题 13.32 中 的 最 大 合 入 误 盖 是 16 忆 7 下 4 
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只 村 注意 到 企 应 用 分 析 合 题 的 前 述 中 是 和 多么 频繁 地 涉 必 导数 ,就 能 意识 到 数 俩 积分 的 重 
要 性 .人 们 自然 会 参 期 到 与 导数 有 关 的 门 题 的 解 将 涉及 不 分 . 对 大 多 数 积分 而 言 基 不 能 用 初等 




















函数 表示 的 ,数值 着 近 就 成 为 必要 的 了 . 


多 项 式 逼 近 
多 项 式 吉 近 作 为 广泛 的 一 天 类 积分 公式 的 基础 ,其 主要 的 思想 蚌 假 设 pt(z) 是 y(z) 的 - 
个 通 近 , 则 


| cad 人 Coaz: 


总 体 测 音 , 这 种 过 近 是 十 分 成 功 的 .在 数值 分 析 中 积分 是 "容易 "的 一 种 运算 而 油 分 则 是 "困难 ” 
的 ,而 在 蕊 等 徽 积 分 中 则 或 多 或 少 是 相反 的 情况 . 取 知 名 的 例子 如 下 面 所 列 : 


1 . 


对 


4 


. 组 合 公式 是 通过 将 刚才 所 展示 的 简单 公式 反复 地 加 以 应 用 来 禾 痊 一 个 长 区 间 . 它 相当 


在 zo 与 r, 之 间 ( 在 配置 点 的 冯 个 区 域 ), 积分 Newton 向 前 公式 1z 次 ) 导 出 几 个 有 列 
的 公式 ,包括 


| oz)dz = 二 (yn 十 431 十 2) 
T0 


| (ydz = 和 (yn 十 3 十 33y2 十 3). 


当 2=1.2 太 了. 任 一 个 这 种 公式 的 截断 误差 是 
| Gdz 一 |aGrmadr。 


它 可 以 用 不 同 的 方法 吉 以 估计, 例如 ,由 Taytor 级 数 本 论证 这 个 误差 当 半 =1 时 近似 
地 为 -jaye0e)712, 而 当 交 =2 时 近似 地 为 - A59y00(2)790. 








主 用 几 个 联接 的 直线 段 或 是 抛物 线段 等 等 来 作 采 近 , 与 用 单个 的 高 钦 多 项 式 相 比 具 有 
简单 化 的 优点 . 











. 横 形 法 则 


| ds 六 (yn 二 23y1 十 … 二 29- 十 3 
< 


是 一 个 基本 的 , 然而 是 典型 的 组 台 公 式 .当然 , 它 是 用 下 线段 联接 起 来 作为 对 y(z) 的 
各 近 , 它 的 截断 误差 近似 地 为 - (zs 一 zo)i2y (EVAt2， 








.Simpson 法 则 ， | (zjdr 们 号 (na + 431+23y2 433+ 十 224 1+3) 也 


是 一 种 组 合 公式 ,但 是 来 自用 抛物 线段 的 联接 作为 对 y(z) 的 各 近 .这 是 用 来 双 近 积分 
的 最 有 万 的 公式 之 一 . 其 截断 误差 约 为 - (rz, - .cohd4oyt0E)A180. 





. Romhberg 方法 是 基于 梯形 法 则 的 截断 误差 接近 止 比 节 天 的 事实 .将 站 折 半 并 重复 应 


用 这 个 公式 ,因此 误差 减少 了 一 个 才 困 下 . 将 这 两 个 结果 进行 比较 导出 对 残留 误差 的 
一 个 估计 .这 个 估计 可 作为 一 个 校 止 量 . Romberg 公式 便 是 将 这 个 简单 思想 化 作 系 统 


104， 
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精致 的 改进 . 

6, 更 为 复杂 的 公式 可 以 道 过 在 比 整 个 配 轻 区 开 小 的 区 则 上 ,对 配置 多 项 式 进行 积分 而 得 
到 .例如 , 带 有 校正 项 的 Smpson 法 则 可 以 由 积分 5 阶 的 Stirling 公式 而 导出 , 它 提供 
人 了 37xz3 点 上 的 电 置 正好 上 徐 盖 中 心 的 两 个 区 亲 r -1, 玫 ,然后 将 该 结果 用 来 展开 
一 个 复合 公式 .这 结果 为 


站 ， 月 
| (ZJdz 袜 和 Cn + 431+232 0 
日 

















十 人 35(8syi 十 全 6 十 十 有 TD) 
这 会 式 的 第 一 部 分 便 是 习 mpson 法 则 . 
7. Gregory5 公式 取 梯 形 法 则 的 形式 再 加 圭 校正 项 . 它 可 以 从 EulerMaclaurin 公式 导出 . 
将 式 中 所 有 的 导数 表 成 差分 的 适当 组 合 而 得 到 


| Cr)da Se 下 /20 90 十 2y1 十 十 2wy-1 十 3 


0 


-站 (oo -As -各 + -on -Asoo) 
持 一 次 看 到 其 第 一 部 分 为 梯形 法 则 .EulerMaclanrin 公式 本 身 可 以 作为 一 :种 近似 积分 


公式 . 
8 Tayler 定理 可 用 来 把 被 积 冰 数 展 成 才 级 数 , 然后 逐 项 积分 它 有 时 可 导出 适宜 的 积分 计 
和 贫 , 使 用 这 定理 的 更 精致 的 方法 蔬 鹤 开发 出 来 . 
9. 答 定 系数 法 可 以 用 采 产 生 上 共有 特殊 目的 的 广泛 类 型 的 积分 公式 ， 
10. 自 适应 积分 包含 许多 已 设计 出 的 方法 .这 些 方法 处 理 如 下 情况 :大 多 数 函 数 在 某 些 区 
闻 作 精确 数值 积分 要 比 在 其 他 区 间 难 得 多 .例如 , 特殊 困难 段 会 迫使 在 Simpson 法 则 
中 用 非常 小 的 产值 而 导致 大 量 非 必要 的 计算 . 自 适 应 方法 只 在 实在 需要 的 地 方才 作 
更 细 的 细 分 . 作 此 处 理 的 一 种 系统 性 的 方法 将 用 例子 来 说 明 . 


通常 的 误 差 来 源 依然 存在 .然而 ,数据 值 y,…, yw 中 的 输入 误差 不 会 被 大 多 数 积分 公式 
所 放大 , 所 以 误 次 的 这 种 来 源 不 会 像 在 数值 微分 中 那样 带 来 那么 多 的 麻烦 . 裁 断 误差 为 


gcz) 一 上 ()]dx 


对 于 最 简单 公式 以 及 大 多 数 由 相似 片段 组 成 的 其 他 公式 而 言 , 如 今 它 旦 主要 的 误差 源 . 为 了 估 
计 这 个 误差 已 经 作 了 多 种 多 样 的 努力 .一 个 相关 的 问题 是 收敛 性 . 它 要 疝 的 是 , 使 用 的 多 项 式 
的 次 数 越 来 越 高 时 , 或 者 使 用 的 数据 点 之 问 隔 hi 越 来 越 小 {imh. = 0) 时 , 对 于 所 产生 的 通 近 
值 序列 而 言 截断 误差 的 极限 是 否 为 零 . 在 很 多 情况 下 , 梯形 法 则 和 Simpson 法 则 是 绝 好 的 例 
子 , 其 收 伍 性 可 以 得 到 证 明 , 然而 含 人 误 善 也 存 强 的 影响 . 一 个 小 的 步 长 五 意味 着 大 量 节 进行 
计算 四 而 有 许多 舍 人 误差 . 

这 些 算法 误差 最 终 地 掩盖 了 原本 理论 于 会 出 现 的 收 敏 ,并 且 在 实践 中 发 现 上 减少 到 某 个 
水 平 之 下 时 会 使 误差 更 大 而 不 是 更 小 .截断 误差 变 得 可 忽略 时 售 人 误差 却 积累 起 来 , 眼 制 了 下 
用 方法 可 能 得 到 的 精度 . 












































题 解 


14.1 对 一 个 二 次 配置 霓 项 式 的 Newton 公式 进行 积分 .用 上 下限 xn 及 zs, 它们 是 配置 点 
的 外 限 , 假设 等 距 的 节点 . 
解 ”上 它 包 含 了 积分 一 个 线性 函数 从 xz 到 zi ,或 是 积分 一 个 二 次 函数 从 zn 到 了, 等 等 .参见 几 
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革 x1 可 亚 | 天 1 ] 区 3 
岂 14.1 
线性 函数 肯定 地 导出 六 (yn + 3) 对 -次 寂 有 
久 = + kaso+ 十 8- DA 


由 于 江 一 开 上 一 如 ,方便 的 计算 产生 ， 
由 立 
| “pb( 工 )d 了 =- 虽 mdk = 卢 (230 + 2Aayn 十 坏人 0) 
了 


一 站 (yn 十 91 十 2) 





对 二 次 多 项 式 一 个 类 仆 的 计算 产生 
| car 一 | as 二 直 民 十 开 羡 3 十 四 上 2 十 | so ja 


， 9 9 3 】 3 和 
一 太 ， 人 30 十 了 0 二 可 空 3 十 言 人 sn| 一 人 + 31 十 39a 十 3 


高 次 案 项 式 的 结果 也 可 以 用 同样 的 形式 
| aadz = 【fcosg 十 
0 














来 得 到 ,对头 几 个 半 值 的 和 C 及 = 在 表 4.1 中 给 出 .这 类 公式 称 为 Cotes 公式 . 

















表 14.1 
于 忆 了 eai 2 3 思 55 6 7 8 
1 172 1 1 
2 173 4 1 
3 378 1 3 3 1 
2745 | ?了 32 12 32 了 7 
6 17140 41 216 27 272 27 216 | 
8 454,.175 | 989 588 一 9 10,496 -4S40 10.496 一 928 58 这 989 



































很 少 用 到 较 高 次 的 公式 ,部 分 由 于 有 较 简 单 的 相同 精 岩 的 公式 可 用 ,前 部 分 则 因为 多 少 有 点 惊 讨 的 事 
实 是 较 高 次 的 多 项 式 并 不 总 会 改进 精度 . 
14,2 对 =1l 公 式 估计 截断 误差 


解 6” 对 这 种 简单 情况 我 们 可 以 直接 积分 公式 





>(2)- pr) = 羡 (z -ro(e -xzDyG() 
并 应 用 中 值 定理 如 下 , 得 到 精确 误 莽 为 ， 


| " (zydz ) 下 30 十 yy 站 
四 














= 有 | 冯 ( 人 7 一 字 b 一 区 1 号 2f Ed 了 
站 


-yo 羡 (z 一 40 六 工 一 了)dz 


71 
<0 

















其 中 下 = .一 0 出 于 他 cr 在 (ro 中 不 改变 符 妇 ,还 有 人 的 连续 性 ,应 用 中 依 
定 球 是 可 能 的 . 所 靖 时 一 个 符 导 的 改变 妇 几 中 值 定理 的 类 们 应 月 ,而 已 缀 设 让 出 许多 骨 来 估计 截 
断 误 益 的 记 法 ,但 大 雪上 只 有 某 些 缺 点 .对 现在 简单 的 情况 x = 1 用 Tayjor 级 数 我 们 对 最 古老 的 方法 之 
- 米 如 以 说 明 .首先 我 们 有 
ai 


1 1 | ， 1 ， 
39 + 一 了 工 i| wm 十 | 30 十 由 3 看 十 本 30 十 | 






































“个 不 定 积分 Fr 其 中正 (rtr) 我们 还 发 现 


| sood = 下 (一 下 (人 0》 一 而 下 rn) 十 了 A2FGMza] 十 FPCCan) 
5 


1 


1 ,2 ， 3 [2 
+ on 二 站 yw 十 …， 
2 了 3 各 30 


并 用 粗 碱 得 


| .sd 一 六 (an + 331) 一 生 十 
这 将 截断 误差 表示 为 线 数 的 形式 .第 一 项 可 以 用 来 作为 误 莽 估计 . 它 应 该 与 由 1h371217905) (此 
中 0 世 E<xi) 闪 出 的 惧 于 前 误差 进行 比较 . 
14.3 估计 = 2 公式 的 截断 误 盖 ， 
解 8# 像 在 前 面 问题 中 那样 进行 , 普 先 我 们 得 到 


1 1 】 ， 
人 (om 二 43 + y2) 一 了 [at+ 41 2 十 只 0 十 和 3 公 
1 


] 。 
十 车 相生 十 230 十 | 十 【30 十 之 Rn 十 2 全) 





十 3 了 了 
上 + 区 十 本 ha0 + -| 


下 (Gy 十 看 9 人 十 呈 有 2 生 十 2 下 3 人 3 二 计 3 二 


本 
3 
该 积分 本 身 为 
| >(zaz 二 下 [了 2 一 下 (0 
加 


=26Fzn) + 半 (24)2PC(ro) + 本 (中 JaF0nf cr) 


1 、 1 . 
十 沁 人 CC 十 TS5F (zzo) 于 


一 2Ay0 + 2A230 + 全 3 + 半 13 旬 + 二 5 的 二 


并 且 相 碱 ， 


了 1 1] 1s (4) 
| of 一 | 十 4931 十 3 一 一 下 3 十 .…- 
”本 了 DO 


志 一 次 我 们 有 组 数 形 式 鸡 截断 误差 .第 -项 区 被 用 作 一 个 近似 .还 可 以 裕 证 明 误 益 由 - (As790)3 人 9 
[8) 给 出 ,其 中 全 E<rs.( 估 看 题 14.65) 
一 个 类 似 的 过 程 应 用 于 其 他 公式 , 其 结果 (只 有 第 -项 ) 列 在 袁 14.2 中 


表 14.2 





截断 误差 
一 【各 下 ?7945 9 约 ， 





截断 误差 
一 {37 112 yt 


一 《全 57190333) 











一 【98927140073 全 






一 《3 而 5780)7 全 【2368 有 74637 73S195I0 
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14.4 


14.5 


14,.7 


14 ,9 


14.10 


14 .41 


注意 奇 次 a 的 公款 与 那些 较 它 小 “次 的 会 式 相当 ,当然 ,这 类 公式 多 包 富 了 个 长 度 为 上 的 区 
回 , 然而 , 这 并 不 证 明 有 什么 意 文 , 介 次 的 公式 有 优势 ) 
导出 樟 形 法 则 
年” 睫 ' 这 个 占 考 的 公式 还 呈 找 到 它 的 应 条, 并 旦 十 分 简单 地 说 明 题 14.1 的 公式 可 以 怎样 地 伸展 
支 散 盖 诈 多 反问 ,梯形 法 则 在 逐个 区 间 上 用 = 工 的 公式 直 伴 Tv， 





























1 了 1 L 
(Ca ~ 3 1 2 声 【 91 一 2) 十 (32 十 3 工 二 让 (or 十 各] 
由 它 导 出 会 式 
| Gd mn+230T 2 to 
20 
这 就 是 樟 形 法 则 . 


将 梯形 法 则 用 于 ”了 在 点 1.00 与 1.30 之 间 的 积分 . 用 去 13.1 的 数据 .与 积分 的 准确 值 
进行 比较 . 
解 8 本 易 见 





1.30 
| vdr xx 人 1+ 201.02470 + … +1.118037+1.14017] -0.32147， 


Lo0 
淮 确 值 精确 到 5 位 是 全 [1.33343 - 1] =0.32149， 

造成 真实 的 澡 差 为 0.00002. 

导出 梯形 法 则 截断 误差 的 估计 式 ， 

解 呈 题 寺 .2 的 结 昌 可 以 应 用 于 每 个 区 间 上 ,产生 的 总 截断 攻 差 约 为 








下 3 - 【2》 【121 2] 
12 -340 十 池上 十 十 3 


假设 二 阶 导数 有 界 ,m <<y< 邮 , 方 括 二 中 的 和 将 介 在 pm 及 my 之 间 . 问 时 候 设 这 个 导数 是 连续 
的 ,就 可 以 将 该 和 写成 思 记 (二 , 其 中 rn<E< ri 这 是 因为 w(6 可 以 取 关 与 则 之 间 任 何 值 为 
方便 起 见 ,还 可 以 令 各 分 区 间 的 端点 为 mr 一 a 及 二 二 , 使 训 -a -天 :地 这 些 综合 在 一 起 ,我 们 便 有 
截断 误 益 se 他 克 生 2 人 6 








将 题 14.6 的 估计 庶 用 于 平方 根 的 祖 分 . 
解 上 取 A-0.0357-u=0.30 且 y2fzr)- 732/4, 截断 误 益 s0.000016, 它 略 小 于 真 止 误 
益 0.00002. 然 而 ,伟人 到 3 位 并 有 具 将 这 个 误差 如 在 我 们 放 算 所 得 结果 上 , 就 得 到 0.32149, 这 就 是 准 
确 结 桌 ， 
估计 在 只 值 中 的 不 精确 性 对 由 梯形 法 则 所 得 结果 的 影响 . 
解 克 和 以 史家 示 真 值 , 如 前 ,我 们 得 到 由 不 精确 性 cr = 如 六 所 车 戌 的 误 头 为 二 heo+ 2e + 
26n -1+en) 候 如 的 大 小 咎 超过 下, 刚 输 出 误差 的 界 为 广 R[+2( 一) 五 + 下] 一 人 &) 互 . 
将 上 面 的 结果 用 于 题 14.3 的 平方 根 积分 ， 
解 8 我 们 有 (2 - ea)E=(0.30)00.0000051=0.0000015, 故 误 善 的 这 个 来 闫 是 可 以 忽 栈 的 . 
导出 Simpson 法 则 
解 ”上 蚁 它 可 能 是 所 有 积分 公式 中 最 放 行 的 一 种 . 它 包 含 了 将 我 们 的 a =2 公式 逐次 应 用 于 区 间 
对 直至 z, 得 到 的 和 为 























下 五 丙 
0 F 4 十 2] 1 全 (32 上 生 y3 十 富士 了 (ya 十 31 + 加 外 
它 简化 为 
点 
30 十 和 1 十 2232 十 和 32 十 431 二 3 


这 就 是 Smpson 薄 则 . 它 要 求 半 为 俏 数 . 
将 Sirmpsoen 法 则 用 了 题 14.5 的 积分 . 


“1108 





T4 .1 工 2 


14 ,13 


14.1d 


14.15 


14.16 


14 .17 


时 分析 





解 FE 
| 。 vd = 1.0000 + 4 人.02470 ~- 1.07238 + 1 工 11803) 
+2f1.04881 + 1.09544) + 工 .140171 
=0.32149 
心 淮 确 公 5 你， 


估计 Simpson 法 则 的 截断 误 芯 . 
解 是 14.3 的 结果 可 以 序 用 于 得 :对 区 则 ,产生 的 总 截断 误差 约 为 


【了 1 


5 

一 (2 

上 没 4 次 导数 连续 ,在 括 导 中 的 和 允许 窟 革 威 (2)3008 其 中 rn 祥云 ra( 乡 节 几 平 与 题 14.6 
中 所 述 的 相同 , ?由于 产 - 呈 = 随 ， 


本 寺 
截断 洪 郑 一- 从 本 全 y(9(6， 


应 用 题 14.12 的 估计 于 我 们 的 平方 根 积分 . 

解 gs 出 于 0(z)= - 卫 。 7 ,截断 误 益 =s0.00000001 它 是 微不足道 的 ， 
合计 数据 不 精确 性 对 由 Simpson 法 出 计算 结果 的 影响 . 

解 8 和 如 在 题 14.8 中 那样 , 这 个 浊 闫 为 


了 
+ 











了 Re 十 4e1 十 2p2 二 和 3 二 十 了 ee- 十 呈 e1 十 局) 


假如 数据 未 精 确 度 ex 的 天 小 不 超过 已 , 它 和 输出 误差 办 为 
到 好 | : + 让 二 wj -2 二 -中 + 1|- (8 一 o)E， 

元 全 像 梯 形 法 则 那样 .将 它 麻 册 于 闸 14.11 的 平方 根 积分 ,我 们 得 到 与 题 14.9 中 所 得 的 一 样 为 
0.0000015, 因此 又 一 次 说 明 这 种 米 源 的 误 盖 可 以 略 去 不 计 . 
比较 当 小 区 间 分 草 为 25 与 乒 时 应 用 Simpson 法 则 的 结果 , 并 获得 一 个 新 的 截断 误 盖 
估计 
解 ”上 假设 数据 误 益 可 忽略 不 计 , 我 们 比较 这 一 种 截断 误差 , 念 下 | 太 已; 分 别 表示 对 小 区 间 分 
别 为 2 上 及 天 的 误差 ,十 是 

E = - 他 一 ai(2A ,GE )， 


工 5 


吾 一 过 ) 中 3 本 
王 : 二 一 他 和 (名 





所 以 Ba3= Et/16. 区 间 折 半 时 误差 减少 为 原 米 的 证 .现在 它 可 以 用 来 获得 Simpson 法 则 截 上 断 误差 的 
务 一 种 估计 . 称 7 为 积分 的 精确 值 ,一个 Smpson 和 逼近 值 凡 4; 及 4, 风 
了 三 上 i++TEI=4 博 一 二 16>， 
解 出 忆 :, 与 区 间 六 相关 联 的 裁 断 误 莽 为 ExszfA; - 4 )715. 
用 题 14.15 的 估计 式 来 校正 Simpson 法 则 的 通 近 值 ， 
解 上 这 是 -个 虽 初 等 但 十 分 有 用 的 概念 , 我 们 得 到 


了 - A3 十 互 ; = 岂 ) + 全 二 = 人 1 
应 用 梯形 法 则 , Simpson 法 则 ,及 =6 的 公式 从 琢 14.3 中 提供 的 7 个 值 来 计算 sinr 


企 0 与 rz 之 间 的 积分 .与 准确 值 1 进行 比较 . 

















表 14.3 
了 用 2 2m/2 3m 站 2 dr712 Sr]12 /2 
SULT 0.D00000 如 .25882 0.50000 六 .70711 全.86603 0.96593 1.00000 


第 十 四 章 数值 视 分 


- 109 ， 











14.18 


14.19 


14.20 


14,2L 


于 ,22 


4 .23 


解 k&E 梯形 法 则 六 生 的 值 为 0.99429,Stmpson 法 则 为 1.00003,7 一 晶 的 台式 导出 


二 6G5L4100) 工 216(25882) 1 27(15) + 27210.70711) 

+ 27(0.86603) + 216(0.965931 .4111) 

= 1.000003 
显 见 -的 公式 对 讨 提 供 的 四 定数 据 交 成 得 最 好 ， 
证 明 用 梯形 法 则 时 , 为 了 得 到 上 题 中 的 积分 准确 到 5 位 的 结果 , 会 要 求 区 间 玉 近似 上 
0.006 红 度 .相反 , 考 14.3 中 由 =m/t12<z0.26 
证 入 题 14.6 的 截断 误 益 提示 我 们 烤 右 

忆 二 4 玫 - 了 下 ,of6) 反 2 < 0.000005 

















即 要 求 产 志 0.006. 
用 Simpson 法 则 时 ,为 了 得 到 题 14.17 中 的 积分 准确 到 5 位 的 结果 ,应 要 求 区 问 中 为 
何 ? 
解 ks 题 14.12 的 截断 误差 提示 
他 二) 帮 y(( 人 区 人 全 芭 0.000005 








或 近 做 地产 志和 15. 
证 明 梯 形 法 则 与 Smpson 法 则 是 收 和 倒 的 .如 果 我 们 假设 截断 为 惟一 的 误差 米 源 , 则 在 
梯形 公式 中 





7 A-- 他人 和 yo(8) 
其 中 工 为 精确 积分 值 , 4 为 近似 值 ,( 此 处 我 们 依据 的 截断 误 益 精确 去 达 式 为 题 14.2 
末 尾 所 提 太 的 . ) 若 lima =0 并 假设 y 有 算 则 limt- 4)=0.( 这 便 是 收敛 的 定 尽 .) 
证 多 对 Simpson 法 则 我 们 有 类似 的 结果 

1 

若 40 并 假设 > 有 界 , 则 Him(I- 4) 一 0 高 次 公式 的 多 重 使 用 同样 也 导出 收效 性 . 

mm 
应 用 Simpson 法 则 于 积分 | ”sinzdx ,在 寻 投 更 高 精度 的 过 程 中 将 /持续 地 折 半 . 


甫 上 天 以 8 们 十 进 制 数 进行 机 器 计算 ,所 产生 的 结果 列 于 表 14.4 中 . 























表 14.4 
下 近似 积 分 国有 近 介 积分 
8 t.0001344 r/128 0.99999970 
rp16 1.0000081 T/256 0.99999955 
mA32 1.D000003 SS 了 ， 避 . 9395999981> 
mA64 0.99999983 。 | xyl024 0.99999870 


ET 





题 14.21 的 计算 指明 一 种 持久 的 误差 来 源 , 它 在 记 变 小 时 不 会 消失 , 当 工 作 继 续 名 
村 反而 增 . 这 是 一 种 他 么 误差 来 源 ? 

解 E 玉 对 于 十 分 小 的 区 间 天 截断 误差 是 小 的 , 正 站 早 些 时 所 见 ,数据 的 不 精确 性 对 任何 ， 来 说 
对 Smpson 法 则 影响 不 大 ,然而 , 小 的 意味 着 过 的 计算 , 带 米 的 是 大 量 的 会 入 误差 .这 种 误差 来 源 
在 播 值 和 近似 微分 时 所 用 的 相当 简洁 的 算法 中 没有 成 为 主要 的 因素 .这 里 它 变 成 举足轻重 的 而 且 
扫 制 了 所 获得 的 精度 ,即使 我 们 的 算法 是 收 化 的 ( 题 14.20) 而 且 数据 不 精确 性 的 影响 也 小 (我 们 保 
存 8 位 小 煞 ). 这 个 问题 强调 了 继续 好 找 更 加 简 洛 算法 的 重要 性 . 

将 古 14.15 及 14.16 中 的 吊 想 推广 到 近似 积分 的 Romberg 方法 . 














10 


烙 相 他 术 





了 4 ,24 


14 ,25 





解 睫 假 岂 近代 公式 交 误 鞠 与 处 碟 正 比 . 于 古 民 28 棚 二 为 区 痢 民 的 护 会 式 的 晨 次 话 胃 喀 误 
益 分 别 为 

Eeese Cn"， 
侍 出 E3=sE” 像 抽 和 那样 有 了- =- 王 | 一 4 天， 和 折 们 旗 得 新 时 近 似 值 

24 
Ia 
对 4 -4 这 由 荐 题 14,.16, 对 半 =2 记 好 用 上 党 形 法 则 , 它 的 截断 误 莽 与 六 成 正比 .不 难 证 明 当 =: 
时 我 们 最 后 的 那个 公式 与 Smpson 法 则 相 啊 全 .而 一 4 时 它 与 了 一 4 的 Cores 会 式 相 蜡 人 台 . 可 以 评 
明 在 这 个 公式 中 误 芝 与 各 成 正比 ,而 这 -点 扼 拓 了 一 种 递 推 计算 .等 续 地 糙 天 折 半 应 用 婵 形 法 则 
行 于 次 .让 这 些 靖 果 为 4 3, 将 上 所 我 们 的 会 式 忆 了 =2 诬 用 于 相 秋 的 4 对 , 令 其 话 时 为 
是 出 于 直 丰 的 误 兰 止 比 上 自我 们 可 以 应 用 这 个 公式 于 辣 , 取 六 =4. ,这 些 关 率 可 记 为 
Ce 按 这 个 模式 继续 下 去 , 可 找 …… 组 结 末 ; 
4 ARA 4 Ai 
























































中 Ba 3 
C 3 
已 


计算 持续 到 效 组 的 右 下 方 成 员 在 所 页 求 的 守 许 量 之 内 . 
应 用 Romhberg 方法 本 题 14.21 的 积分 . 


解 EEF 不 同 的 结果 列 出 如 下 ; 




















所 出 的 所 中 8 16 列 | 


梯形 缚 时 | 0 987116 日 .996985 0 099196 0.999399 





t DOU00S 1.000000 1.000004 


000000 1 .00WND 





工 .0ODO0U 





收 化 于 准确 值 ! 是 明显 的 . 
在 一 个 小 于 浆 个 配置 区 域 的 区 同上 积分 一 个 多 款式 .由 此 可 能 得 到 更 精确 的 积分 公 
式 .在 二 个 中 心 区 问 上 积分 Stirling 公式 . 
解 旺 直到 包括 6 阶 盖 分 的 Stirling 公式 为 
&(R2 1 
6 


] 
疙 一 30 二 REy0 十 六 形 > 人 30 十 





(2 
120 20 720 


由 上 rz=zo- 丫 且 dr= di, 址 分 得 几 





从 90 ， 


四 1 | 1 
| ， (dr 一 | | 扣 业 一 星 | 之 3 十 讨 8 0 一 308 十 了 68 1 _ 
< 一 - 


通过 增加 多 项 式 的 次 数 来 获得 更 多 项 显然 是 右 川 的 .在 一 阶 差分 处 截断 带 冶 我 们 的 仍 是 
Simbson 法 则 的 开始 组 侣 , 其 形式 为 (733{f3-1+4 +3T) ,在 这 种 情况 下 村 分 伟 展 到 束 个 配置 区 域 
上 , 丈 像 在 题 14.1 中 那样 . 带 上 个 4 阶 差分 页 我 们 只 在 半 个 配 装 区 域 上 进行 积分 (图 14.2) 

当 使 用 更 多 的 头 分 外 yz 及 让 rz) 要 在 附加 的 点 上 进行 配置 , 而 积分 只 伸展 到 中 央 的 二 个 区 
坷 上 .由 了 这些 是 Siirling 公式 尹 最 沙城 断 误 营 的 区 间 ( 题 12.64), 订 以 预料 以 这 赃 方 法 匠 得 藤 租 分 
公式 更 为 精确 .然而 , 这 拍 外 的 精度 是 要 付出 代价 的 ;在 这 类 公式 的 上 用 中 要 求 在 积分 区 间 外 的 六 
值 . 

































































* 译 计 :点 玄 为 站 和 3. 


第 一 媚 划 数 丛 祝 分 


11 ， 








14.26 


14.27 


了 4 28 











该 公式 的 蕉 断 误 卷 可 以 由 题 14.6 中 的 Tayler 级 数 法 估 竺 ,并 证 上 明 它 近似 地 为 -生生 -vi 
网 
轴 题 14.25 中 的 结果 米 推 出 带 校 正 项 的 Simpson 法 则 . 
解 8 本 当 ， 为 但 数 时 ,我 们 分 别 以 ，，r ， …， .为 中 心 点 应 用 上 题 结果 v/2 街 到 结果 ， 


tmDar = 和 Crdo+2nt Ti+] 


一 药 (843， 二 
十 高 485 一 亲生 
假如 需要 的 话 它 可 以 扩展 到 更 高 阶 关 分 ， 
_ 吕 
这 天 果 的 哉 断 误 关 约 为 上 是 绪 果 的 n/2 借 , 因而 可 以 写成 - 2 ae 工人 二 和 二， 


发 展 自 适 诬 相 分 思想 ， 
解 # 自 适 应 的 基本 的 思想 基 将 积分 区 间 的 每 个 部 分 作 细 分 ,让 小 区 间 小 得 足以 使 其 所 产生 的 
江 卷 在 全 局 澡 差 中 恰如其分 .存在 许 客 途径 可 完成 这 件 事 .假定 全 局 多 许 的 误差 为 三 .选择 - -个 积 
分 公式 并 将 它 用 于 这 个 区 间 . 应 用 一 个 误 剖 估计 式 . 若 个 得 它 比 下 小 ,就 站 完成 了 . 假如 不 是 . 特 该 
会 式 应 用 于 区 间 的 左 半 部 , 如 果 新 的 误 车 估计 小 于 五 /2 我们 就 在 那 半 个 区 间 完 成 了 .假如 还 不 行 ， 
区 了 医 再 对 半分 然后 进行 下 去 .最 司 达 到 个 长 度 为 人- ay 的 区 同人 fa 的) 为 最 初 的 区 间 ), 在 下 
下 所 用 会 式 产生 一 个 可 接受 的 站 果 , 误 部 小 于 五 /2 .接着 ,再 从 这 个 可 接受 区 间 的 右 近 界 处 重新 并 
始 这 个 过 程 . 

作为 基本 的 起 分 公 或 ,可 选 Smpson 薄 则 

二 下 /7310 十 呈 91 十 293 十 中 3 十 全 

为 度 央 误差 , 射 观 们 区间 法 则 





























2 
3 


六 1 一 (30 二 433 + 34) 


是 方便 的 .由 题 14.145 十 是 可 代 计 误 益 为 (4 一 站 71715. 出 此 ,每 当 4， 羔 过 15E728 近 往 值 4 刚 
是 可 接 爱 的, 并且 将 其 累 吉 到 从 它 左 边 米 的 可 接受 结果 之 和 路 ,显然 .这 过 程 进行 到 (a ,2) 被 可 接受 
的 片 朋 全 部 覆 己 为 止 . 

将 上 题 中 的 目 适 性 积分 法 应 月 卫 积 分 

















攻 
5 
| 人 
在 


解 路 以 不 辐 的 容许 量 和 稍 加 蛮 北 的 上 限 计算 几 深 ,不 面 撮 要 的 蓟 出 是 有 代表 人 竹 的 .特别 贤 注 意 
& 值 , 它 从 【开始 (这 时 没有 打印 出 来 ) 升 到 了 , 进 落 增加 上 限 二 将 狼 增 . 


- 412 ， 烙 傅 分 椒 











了 Cr 计算 旧 此 
2 10.66? 10 667 4 
4 682 667 682 .667 
和 3 376 1000 7 775. 购 6 
及 43 690.67 43 690.58 了 














14,29 必用 自 适 应 积分 于 反 上 弦 焉 分 








| 1 qdr 
站 2 


三 ] 一 刀 
解 g 村 在 上 限 处 的 无 穷 性 间断 造成 了 凤 烦 , 它 扣 示 在 靠 近 这 个 端点 处 步 长 将 减 到 非常 小 ,就 像 上 
是 中 理 样 .二 侦 在 计算 的 过 程 中 净 步 地 上升 ,这 个 者 到 15 时 有 以 下 纸 果 ， 
上 限 =0.99 风 ， 
和 分 =1.5573， 








企 这 一 点 上 准确 的 皮 止 藻 值 为 1,5575， 

14.30 导出 Gregory 公式 . 
解 B 这 是 梯形 法 则 带 有 校正 项 的 种 形式 ,可 以 用 多 种 方法 导出 ， :种 方法 是 从 下 面 形式 的 
Euler-.Maclaurin 公式 开始 





下 页 
| 3(TJd 一 人 (6231+ 和 2 3 
了 


丙 ? ，， v f 
一 1 人 (2 0 十 咎 0 一 30 后 ) 


台 

-和 
假如 霸 要 的 话 取 更 多 的 项 是 有 用 的 , 现 将 “处 的 导数 以 后 差 形式 来 表示 ,而 在 co 处 的 导数 以 前 益 
表示 (是 13.1)， 


























， 上 1 1 1 | 
Ar0 二 | 全 一 2 入 + 3 上- 4 站 二 了 全 | 0 
， 1 了 1 了 1 于 1 
和 pr = ，YT+ YY 十 了 YY 下 寺 十 5 允 | > ， 
1 了 了 
下 3 人 =| 闻 - 六 全 十 可 对 一 jy， 
下 430 一 Vs + 3 Y4 + 本 5 + jw 


53 的 一 (5 一 30， 
及 5 1 人 一 {Y3 于 1 
将 这 些 表 这 式 代 入 的 铺 淋 为 


| aejdz = 二 GT23 + 21+o] 
20 


贞 
一 1 ve) 一 阁 (om + 如 0] 


19 只 - 3 由 
-720(Yw - A30) 165(7 2 十 和 0] 


.63 8 
(70 


同样 如 果 需 要 的 话 可 以 计算 更 多 的 项 .这 就 是 Gregory 公式 , 它 并 不 要 求 积 分 区 间 以 外 的 六 值 . 
14.31 应 用 Taylor 定理 计算 误差 消 数 积分 


HTfzry 一 -di 


月 
对 =0.5 及 =1 准 确 到 4 位 小 数 
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14 .32 








解 ix 级 数 ，7-1-0 王 -而 
一 1 -1 -二 + - 十 
及 数 (2 6 2 120 
2 | ia 1 
二 一 十 .…: 
Hz 庆生 1 


对 = 它 的 结果 为 0.5205, 而 对 -上 我 们 得 到 0.8427 .这 个 毁 数 的 特征 保障 了 由 戴 瞩 瘟 星 的 误 
卷 不 会 超过 所 用 的 最 后 项 ,所 以 可 以 对 我 们 的 括 果 有 人知 心 .这 里 级 数 方 这 完成 得 很 好 . 坦 足 显 而 
易 见 ,如 果 要 求 更 多 位 数 的 小 数 或 是 使 用 更 大 的 x 上 限 ,那么 就 要 取 多 得 多 的 级 数 项 .在 这 种 情况 
下 如 下 题 那 样 处 理 通 澡 更 为 方便 . 




















当 >=0(0.1)4 村 ,对 误差 函数 积分 进行 6 位 小 数 的 列表 . 
瑟 4z) = 二 | 
愉 Tt 
解 旺 我 们 采用 在 NESAMS41 中 玖 备 这 个 琢 数 的 15 位 袁 时 曾 用 过 的 方法 .所 带 的 导数 为 
于 (xz) -这 ee HGMz) - -2 人 

五 人 (7r)》 = -2zrB2(z) 一 2 

而 一 般 吕 有 
fr) 一 22zHC DTfz) 加 2( 加 2 2 工 》. 

Tayler 级 数 可 以 写成 


ECe+ 有 = BCz) + + 向 HO(z)+ 玉 ， 


这 里 佘 项 通常 指 丸 = 各 “HI DUS)Aa+ TI 注意 到 若 M 袁 示 俑 次 过 项 的 和 而 N 表 丰 奇 次 项 的 
和 , 则 
豆 (z 二 下 二 上 + 及， (rr 一 hs- 
对 于 精 误 到 6 位 ,我 们 用 影响 到 第 8 位 的 Tayler 级 数 , 因为 随 普 计 算 基 的 增多 将 使 得 售 人 误差 可 能 
有 实质 性 的 增长 . 取 EX0) = 0, 计 算 从 
] 


FH0D = 二 (0.0 - 一 -00.D3+ -上 (0.105 -1011246291 
vv 开 3 3 





世 


开始 , 兵 有 奇 葡 将 起 作用 .接着 我 们 令 x=0.1 便 得 到 


0 之 oa = 1.1171516， 
YY 开 


Be 人 0.1) = 一 0.2800.1) = -.22343032， 
DO0.1) > 一 0.2H000.1) -2 晤 (0.1) = -2.1896171、 
本 10.1) =- 0.2800(0.1) -410.1) = 1.3316447， 
理 G(0.1 二 -0259(0.1) -6 .1) = 12.871374， 
HT(10.1) -0.295600.0 -8H0100.1) = - 13.2274320. 
导致 
M =0.11246291 - 0.00111715 + 0.00000555 - 0.00000002 = 0,11135129， 
N =0,.11171515 - 0.00036494 + 0.00000107 = 0.11135129 
由 于 有 (zz -上 ) 三 民 - AN 我 们 研 次 发 现 厂 (0 一 0, 它 充当 对 计算 准确 性 的 -次 丛 验 , 焉 一 灾 我 们 得 
到 





百 (0.2) = 站 fr + 二 = 0.2?2270258 
现在 重复 这 个 过 程 来 得 到 对 睛 (0,1) 的 一 个 检验 及 对 五 (0.3) 的 -个 预测 ,用 这 种 六法 进行 下 去 最 
终 达 到 刀 (4) .最 后 二 位 小 数 可 以 舍 去 ,在 表 14.5 中 给 出 zx =0(0.5$)4 的 6 位 准确 值 ,在 NBS- 
AMS41 中 计算 进行 列 25 位 , 然后 舍 人 到 15 位 .对 小 的 x 值 表 要 作 大 量 的 加 密 ， 





:114 ， 








14.33 


4 .33 


表 14.5 


1 站 .5 1.0 1.5 >. 2 5 3.0 3.5 4.0 








和 | 6.5aosm (Nd42701 昌 .9061035 有 ,09933423 人 9985 的 和 , 9 的 9978 ,9999959 TINONOO 


说 明 导 出 近 亿 积分 公式 的 待定 系数 法 ,把 它 用 于 指导 Simpson 法 则 为 例 . 
解 。 巍 ”在 这 个 方法 中 我 们 直接 针对 个 颜 先 选 定 类 型 的 公式 , 寻 于 Smpson 公式 选择 








册 
| 2 dr 一 Rd+Teosn Tc) 
十 友 俩 的 .系数 的 选择 可 以 用 多 种 六 法 进行 , 世 是 对 Simpson 法 则 来 说 , 渤 择 基建 立 在 这 样 佣 基 
础 上 :所 获 公 式 当 yz) 为 r 的 上 一 次 罕 中 作 : -个 时 应 是 精 人 确 的 .轮流 政 (zy= 1,r 攻 , 我 们 得 
到 条 件 





2=c-irlti 0D=-c-+el 二 -ee 
羡 上 上 当 一 了 了 阅 1 
其 缚 果 为 .= el= 3770 一 3 ,使 得 
抽 正 
| Ad - 《3- 一 430 十 了 上 


将 这 个 结果 庶 用 于 7 与 xz1 立 加 相 炙 的 区 间 对 上 , 声 : -次 产生 Smpson 法 则 . 

作为 额外 的 收获 , 这 个 结果 还 证 明 对 yz)= zx? 也 是 精确 的 ,这 -点 从 对 称 性 中 基 容 易 看 到 的 ， 
加 于 这 -点 意味 着 对 任何 不 大 于 3 次 的 多 质 式 公 式 还 精 确 的 .对 于 更 高 次 多 项 式 存在 误差 项 . 
应 用 待定 对 数 法 导出 型 如 


于 
| >Gz)dz = 上 (ao30+ Gil3i) + 下 (603y0 + 瑟 131) 














的 会 式 . 
解 e 生 有 4 个 圳 用 系数 ,我 们 试 背 使 之 当 yfz) 一 1 zz2 及 73 时 为 精确 的 , 它 导出 的 4 个 菜 件 
将 





1 =an0 二 er， 
壮 = &1 二 岂 0 十 二 
于 = 在 十 了 51 
于 = 名] 十 了. 


由 此 得 出 co= ai 一 卫 ,b0= -与 = 二 ,其 结果 是 公式 


卢 玉 ? ，， ， 
1 3)dy = 了 30 10320131) 


这 是 对 EulerMarlaurnn 公式 第 “项 的 复制 ,待定 系数 法 可 以 产生 许多 不 同 的 公式 .正如 在 刚才 所 提 
供 的 例 了 中 , 稍 加 计划 并 利用 对 称 性 常常 可 以 简化 最 毋 决 定 系数 的 方程 组 . 





补充 题 


14.35 对 一 个 4 次 配置 多 项 式 耻 分 Newrton 公式 ,并 以 此 验证 表 14.1 的 =4 行 . 
14.36 验证 表 14.1 的 = 晶 行 . 


14.37 利 
14.38 利 


一 


要 


用 Tayler 组 数 方法 来 得 到 对 ， = 3 公式 的 截断 音 差 知 计 , 如 表 14.2 所 询 的 . 
Taylor 级 数 方法 验证 ， = 4 公式 的 截断 误 盖 估计 . 

















]4.39 应 用 不 同 的 公式 对 下 面 提供 前 有 限 数据 去 近似 w(xz) 的 积分 . 


卫生 ,41 


14 ,41 


1 和 ,42 


也 .43 
1 .434 


14 .45 


1+4.456 
1.47 


工 和 .4 号 


14.49 


TS1 


二 4 .5 了 


1] ,33 


14 .54 
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二 二 ,站 ] .2 工 .+ 1 1 2 
3 1.0000 日 . 必 333 日 . 7143 已, 自 25 山 - 55 由 .5000 























使 用 带 有 校正 项 的 梯形 法 则 . 对 你 的 钴 时 你 肯 多 大 的 自信 心 ? 它 基 否 淮 确 到 4 作 ?【 人 参看 下 是 ) 

题 14.39 的 数据 实际 是 属 1 困 数 yz)- 1 因此 ,准确 向 分 到 + 位 ,jn2-0.6931. 中 否 任意 的 这 似 
公式 都 在 相同 的 结果 ? 

对 异形 公式 使 用 截断 误差 估计 玉 预 测 光 <) 利 ,好 挑选 得 多 窗 { 什 么 样 的 区 了 亲 长 ). 才 使 得 用 都 形 公 
































式 本 身 二 积分 ar 时 能 达到 4 位 准确 的 缚 
假设 题 14.39 的 数据 扩大 到 包括 这 些 新 的 数 寺 ， 








站 7692 由 














对 所 提供 的 全 部 数据 再 一 次 席 几 梯形 法 则 .将 这 个 结果 当 作 4， 题 14.39 中 框 应 的 针 黑 当 作 4 并 
用 用 题 14.23 中 的 公式 来 获得 了 的 另 一 个 近似 , 它 是 否 准 允 到 4 位 ? 

应 用 带 有 梳 正 项 的 梯形 法 则 于 至 今 所 提供 的 属 xfey-17z 的 全 部 数据 . 

应用 Simpson 法 则 于 题 14.39 中 的 数据 . 足 否 像 在 航 14.26 中 那样 需要 校 止 项 ”如 果 是 , 就 应 用 它 
们 

对 Smpson 法 刚 用 截断 误 莽 估计 来 预测 , 对 这 个 法 则 来 说 需要 多 少 个 cz) 的 值 ( 或 者 区 间 太 庶 如 和 何 
亏 小 ), 才 能 使 得 ln2 有 难 确 到 4 位 的 结果 . 

用 梯形 法 则 要 得 到 jn2 崔 确 划 8 忆 , 陈 要 求 区 司 下 为 用 大 ?7 用 Smpson 法 则 史 ? 

应 用 Euler Maclaurin 公式 ( 题 14.30) 直 到 5 次 导数 项 , 估计 ln2 到 8 位 小 数 .准确 值 为 0.69314718! 试 
用 天 =0.1) 


从 下 面 的 数据 尽 你 的 所 能 来 估计 | y(z)dz 。 







































































汪 0 0.25 0.30 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 了 


?fr |1000 1.284 1.649 2.117 2.718 3.490 4.482 5.755 7.389 


你 对 白 己 的 结果 有 雪 大 自信 心 ” 你 相信 它们 准确 到 3 位 吗 ? 

是 14.48 的 数据 是 取 自 上 指数 函数 y(zry= 呈 , 因 此 准确 到 3 位 的 积分 为 | erdz = 人 妇 -1=6.389. 是 
竺 从 我 们 的 任 :台式 均 能 非得 这 个 结晶? 

和 

] 


从 下 面 的 数据 , 尽 你 的 所 能 米 估计 | w(z)dz， 
































工 上 1 .5 了 2.5 3 了 了 .5 和 4 .5 3 
人 和 0D.41 .69 092 110 1.25 1. 殷 二 50 二 6 


你 对 自己 的 结果 有 多 大 自信 心 ? 
是 14.50 的 数据 对 应 于 y(z) = ogz .因此 ,准确 到 2 位 的 积分 值 为 | grdz = Slog5 - 4 = 4.05, 是 
理 从 我 们 的 任 一 公式 均 能 获得 这 个 结果 ? 
以 自 适应 积分 计 前 | 一 些 -二 准确 到 7 位 .准确 值 为 x/4, 或 者 钴 到 了 位 为 0.7853982 


十 了 2 














机 
计算 |” /1 本 sinsede 到 4 售 小 数 . 它 称 为 棋 贺 积分 它 的 准 克 值 为 1.4675. 用 自 适应 积分 ， 


mp 1 
11- 汪 sn2td = 1.3506 ， 
0 和 之 


证 明 若 取 4 位 , 则 上 


1116， 


4. 


1 


14， 


3S5 


-50 


与 7 


.人 


< 和 
.人 
+ 


- 格 辽 


丰 3 


. 必 4 


.065 








使 月 日 志 应 积分 来 让 明 














”一 3415927. 


， 上 
| sinz 十 可 cos x 


精确 值 为 x. 
如 大 题 上 4.31 中 地 样 应 用 Taylor 级 数 对 了 -1)1 计算 止 节 积 分 


Sifry》 一 上 amd， 
自考 


到 < 位 小 数 . 这 里 不 需要 用 和 丰 题 14.32 中 的 改进 过 程 .[ 最 终结 果 应 是 Sf1) 一 0.94608.] 
人 在 是 14,32 中 那 伴 应 用 Tayjor 级 搬 方 法 对 rr - 000.5)15 计算 正 芒 积分 到 5 位 小 数 昌 煞 站 果 贞 为 
Sif15) 一 1.61819 . 


应 用 Taylor 级 数 方法 计算 | <sinrdy 到 8 位 小 数 ， 




















应 川 Taylor 级 数 方法 计算 | [1 VIA Aij) dz 到 4 们 小数， 
计 算 椭圆 zw274- 1 的 总 疙 长 到 6 位 小 数 ， 
通过 将 喜 14.1 的 于 = 昌 公 式 如 上 (71403683 质 导 出 Weddie 法 则 ， 


衬 有 3 下 
| 3yfT73qy = 1012ma + Si 432 十 6ys 十 34 十 335 十 36 
2 


使 让 待定 系数 法 导出 “个 形 如 
由 
| >(edz 一 丰 (e-1y-t + Goy0 - QI3I) 十 真人 丰 -1 1 二 530 十 直 13 
的 公式, 它 对 次 数 尽 可 能 高 的 才 项 式 来 说 是 精确 的 
合用 待定 系数 法 导出 公 丈 
4 
| Gd or- 允 0 记 + 
证 明 它 对 到 3 次 为 止 的 多 项 式 是 精确 的 . 
使 用 待定 系数 法 导出 
由 也 了 
| >(zDdu 一 六 (3 十 ?1) 十 行 (3 - 31 二 癌 0o + 3 
并 证 明 世 对 到 5 次 为 止 的 多 项 式 是 精确 的 
以 下 面 的 方法 为 我 们 的 ”= 2 公式 的 戴 断 误差 导出 - -个 精确 表达 式 . 令 
FCO = | (edz -本 fy(- 人 +43(0) + y( 有 ]， 
用 * 在 积分 导 下 微分 "的 定理 


加 玫 
癌 | 多 2 一 | 佐 d- 二 3 下) 本 (二 》 一 下) 天) 


2 


对 户 徽 分 3 次 得 到 
ECGIfA 四 AAA3[3C2CR) 国 3 一 让 ] 
注意 F 0)= FI00) = FG0) =0. 候 设 y(.c) 连 续 ,现在 由 中 人 定理 得 到 
GT) = -2732304( 抽 )， 
其 中 了 乡 依赖 于 A 并 落 在 -1 与 1 之 所 ,现在 我 们 反 向 进行 并 通过 积分 重 获 上 (A) .为 方便 起 见 , 将 天 换 
成 以 使 中 为 + 的 国 数 ) .证 明 
下 ) = 03 一 282yt4[ 讽 ) 蛙 


通过 对 声 微 分 3 次 米 重 现 工 面 的 FCa) .由 于 这 个 公式 也 使 得 F(0) = (0)= 上 ef0) ,所 以 这 就 
是 最 初 的 ER) .接着 应 攻 中 值 定理 


由 所 
| Datod = ge Atpde， 


具有 “<e<ap 它 对 假定 在 sg 与 二 之 间 符 号 不 变 的 连续 函数 是 成 立 的 .对 于 这 颗 的 上 六 门 = -2( 
1)273, 这 些 条 件 确 实 都 成 立 . 其 结果 为 


由 号 
FAD = y(6| RDdr = 一 交 ?6， 
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这 是 题 14.3 中 提 到 的 妆 果 . 作 这 证 明 的 开头 开 落 我 们 其 Fn) 直 推 进 到 它 的 三 阶 导 数 并 且 青 区 过 
玉 , 甚 目的 就 是 为 了 得 到 一 个 和 对 它 症 上 才 中 值 定理 的 F(A 7) 的 才 达 式 .[ 也 就 是 在 积分 区 河 里 六 不 
变 符 导 . ] 远 往往 是 为 获得 -个 如 刚 才 所 得 到 的 那 一 类 玲 断 误 益 公式 时 的 中 心 难点 ， 

14.6 糊 题 14.6 的 论证 加 以 修改 以 求 得 在 题 14.2 未 旦 所 给 出 的 公式 ,m 一 工时 的 公式 为 


3 
截断 误 英 = - 所 (6 ， 








14.67 计算 | ed 淮 确 到 6 停 . 


第 十 五 章 Gass 积 分 


Ganss 公式 的 特性 
Causs 和 分 背后 的 主要 昕 组 是 在 网 择 会 式 


7 半 
| Srydrss Arz) 
,1 


时 可 以 明智 地 不 去 指定 和 上 月 变 重 rr, 为 等 距 的 . 二 带 中 所 有 公式 均 假 设 为 等 距 的 , 想 如 v(x ) 和 值 
是 失实 驻 所 落得 的 ,这 或 许 是 可 实现 的 ,然而 , 诈 多 祝 分 涉及 党 用 解析 国 数 ,它们 可 以 在 任何 自 
蛮 展 点 处 进行 计算 而 且 达 到 一 个 高 的 精度 .在 这 种 情况 上 可 提出 如 下 有 盖 的 要 求 : 恩 作 一 并 选 
择 xz, 与 A, 以 带 来 最 大 的 精 位 度 . 囊 实 证 明 讨 沦 惠 一 般 些 的 会 式 

















和 ， 
| 由 > 4ofd) 
是 方便 的 , 其 中 wufzr) 是 一 个 以 后 村 其 以 规定 的 权 明 数 . 当 sf(z)=1 时 便 鼎 刘 原 先 较 简 单 的 


对 这 瞻 Ganuss 型 公式 的 一 种 处 理 是 要 求 当 (zz) 为 医 画 数 1.zr Pr 之 一 时 , 公 趟 
为 完全 业 确 的 .这 便 对 27 个 数 r, 及 向 提供 了 22 个 条 件 . 事实 上 上 





总， 一 | 人 


其 中 工 ,(zr) 为 第 八 章 中 引进 的 Lagrange 王 代 子 函 数 .和 白 变量 rr 为 m 沈 多 项 式 户 (7r) 
的 零点 , ps(z) 届 于 具有 正 交 性 的 函数 艾 


| CeyastaDpntr)as 三 几 当 六 天 于 ， 





这 些 多 项 式 依 赖 卫 如 (z) 因此 梳 困 数 影响 4 及 但 在 Gauss 型 积分 中 不 明显 . 
关于 密切 多 项 式 的 Hermite 台式 提供 了 对 (iauss 型 积分 的 允 一 种 处 理 . 对 密切 多 项 式 积 
分 导出 





a 
| Ta 二 40 ) 十 也 《rr， ) 
然而 ,将 自 变量 *, 选择 为 正 交 族 中 一 员 的 李 点 时 , 会 使 所 有 也 =0. 公 起 就 还 原 成 前 面 给 出 的 
类 型 , 它 表 明了 (我 们 也 已 证 实 ), 对 这 些 非 等 虐 的 自 变 址 用 一 个 简单 的 配 惕 多 项 式 也 会 导出 同 
样 的 结果. 
因此 在 Gauss 型 积分 中 正 交 多 项 式 扮 演 了 -个 中 心 角 色 . 克 它们 主要 性 质 的 研究 成 为 可 
这 的 -个 实质 部 分 、 
Gauss 型 公式 的 截断 误差 为 
站 ? 【人 此 
| frywfrydr 一 2 入 ( ) ,= 2 (zyTrCr7]zarz 


其 中 rtz)y= (rz 一 人 (人 一) 有 几 于 它 与 (xz) 的 22 次 导数 成 正 氏 , 歼 这 类 会 式 对 所 有 不 
天 十 22 -1 次 的 多 项 式 蚌 精 确 的 .在 上 章 的 公式 中 在 这 个 位 置 工 出 现 的 是 y4 (6) ,从 其 种 意 
尽 芋 梁 讲 我 们 现在 的 公式 一 倍 精 确 - 于 那些 建立 在 等 距 自 变量 上 的 合式 . 
特殊 娄 型 的 Gawss 公式 

特殊 类 型 Causs 公式 可 以 从 以 不 同 的 方法 来 选取 z(z) 与 积分 上 下 限 而 得 到 . 必要 时 也 
可 以 希望 加 点 限制 ,诸如 预先 指定 革 些 r, .许多 特殊 类 型 都 已 被 所 出. 





第 十 五 齐 run 天 全 





1. Ganss-Legendre 公式 出 现 上 mm(ry=1. 这 避 是 典型 的 Canss 方法 , 臣 们 要 比 问 论 其 他 
类 型 更 绑 铬 地 冉 论 它 . 习 屋 地 将 区 间 (o,5) 才 范 化 为 (4 -1,1). 于 旦 中 详 多 项 式 憾 是 
Tegendre 和 多项式 








一 1 如 之 和 

叫 必 二 51 了 1)”， 
取 Pn(zr)=1.r, 为 这 些 多 项 式 的 入 点 帅 那 些 系 数 为 
_ 21 


守 一 天 2 有 PC 
2z, 与 4; 的 志 可 用 革 直 接地 代入 到 Gauss-Legendte 公式 


总 


人 
| TD)dT se > Aiyfr )， 


1 


Legendre 多项式 的 和 范 种 性 质 在 指导 这 些 结果 时 是 需要 的 ,包括 人 下面 这 些 ; 
1 

| xrepfzrydur = 0 当下 二 小 一 1 
-1 


1 "1 1 
| PKz )dz 2 
1 


+1T 





1 ， 2 
| [PC dz 二 世 二 ]; 


| 
| Ptz)yP(rzidz -0 当下 夫 ， 
一 | 


PetzD) 在 (-1,1) 中 且 个 实 玲 点 了 
《82 十)PTc) = (人 221)rPIr)y 一 mnP IOr); 


(2)2(023+r1)Pz)PC) = (+1TTPoCDPo(z) -PetyP (Di 





「 忆 (z) _ -了 ， 
本 一 《有 十 1) 疡 fr 

(1 -Pr)+ nrP(r) = ni(Cz). 
Gauss-Legendre 公式 截断 误差 的 Lanczos 情 计 取 下 面 的 形式 


BE~3rTiUGD to(D-T-Azoto) 


其 中 工 是 由 Gauss -点 公式 所 蓝 得 的 近似 积分 .注意 到 半 项 会 有 对 蚌 数 zy (0z) 应 用 
同样 的 公式 .这 个 误差 居 计 对 光 请 责 数 而 言 看 来 上 分 精确 . 
2. Ganss-Laguerre 公式 取 形 式 为 


| ee 人 zjda 入 了 > 4 人 zi) 
四 2 一 1 
自 变 贡 .c, 为 立 次 Laguerrc 多 项 式 


痢 





(= te 区 
的 党 点 , 而 系数 4, 为 
【了 1 工 ) 


所 zi[ 工 2(z]2 
在 表 中 的 数 ri 及 4, 可 用 . 
(Causs-[aguerre 公式 的 推导 要 利用 Taguerre 冤 项 式 的 性 质 , 与 Crauss-Legendre 公 
式 十 分 相 亿 ， 
3. Gauss-Hermite 公式 取 形 式 


120 ， 站 值 分 析 








| Godzs 疡 ha 人 zh， 

一 oo :E 
自 变 基 r 为 六 次 Hermite 多 项 式 

He) = (Dre 全 (ev ) 

昌江 





的 零点 ,而 系数 4, 为 
了 311 季 n+ 


生 二 TE(z) 





4. Causs-Chebyshey 公式 取 形 式 
】 
淹 dr 到 和 > 人 r )， 


自 蛮 址 z, 为 呈 次 Chebyshey 多 质 式 了 (zy=ceos(mn arceosz) 的 守 点 . 





题 解 


人 atss 方法 
15.1 对 一 个 所 近 %{2) 的 密切 多 项 式 在 自 变量 zi 到 zx。 处 积分 Hermite 公式 . 
解 [村 这 里 为 方便 起 见 , 在 我 们 的 凯 切 案 项 式 中 删 去 自 变量 ro.: 这 一 要 求 只 是 对 我 们 在 第 十 章 中 
的 公式 和 销 加 改变 . Hermite 公式 本 身 弯 成 
pr-2ECrjtz an)]LLCr]2y 

















十 fr [了 
其 中 Ju(r)= Fitr)AFtzr) 为 Lagrange 乘 兽 子 函数 , Fifz) 是 匀 积 忆 (z)= ] 《xz 一 re) 
二 二 上 


积分 后 得 到 
和 cmacodz -VC4n Bo) 
也 41】 
由 
其 中 4 = | utzjf1 200ztrz xz]lazdzr， 


B = en 一 了 [xz 人 训 


15.2 ” 找 出 题 15.1 中 公式 的 截断 误差 . 
解 风 十 足 地 令 人 惊讶 的 是 ,这 样 洲 得 到 公式 比 从 简单 配置 多 项 式 来 得 到 公式 更 为 容易 ,因为 可 
以 霹 接 地 应 所 中 信 定 理 , 因 为 我 们 删 去 了 -一 个 自 变 量 , 在 * + 1 的 地 方 换 成 。 后 Hermite 公式 的 误 关 
( 题 10.4) 变 成 
【> 
(7) - pr) = 当 全 [x(z)]， 
乘 以 mwfz) 并 加 以 积分 得 
《201 
| er - ad = | 2 汪 PDxz)] dr 
出 于 uw(z) 选 成 为 一 个 非 负 函数 而 [x(z)]? 当然 尾 正 的 ,所 以 由 中 值 定 理 立 得 裁 断 误 冀 为 
右 1 自 
忆 = | sr)Ly(z) - oj]dz = 22 和 | wz)[r(z)Paz 
这 里 <<8< 一 而 9 如 通常 那样 是 无 从 可 知 的 .注意 若 y(z) 为 -个 次 数 不 超过 2 - ! 的 多 项 这 ,这 
个 误差 就 会 精确 地 为 零 .我 们 的 公式 对 所 有 这 类 多 项 式 为 博 确 的 ， 
15.3 ”证明 所 有 系数 瑟 将 为 零 , 若 


6 
| wkz)ztz)zedz 一 0， 当 开 = 101,…,7 -1. 


弟 十 五 章 Crauss 积 分 











证 旺 由 题 8.3(e -Tt(z)=Afr)rfc) 把 它 代入 吾 的 会 式 











日 -一 Cage)dr 
1 ， 


时 


但 是 ,上 tr) 是 < 的 训 -1 雇 密 项 式 , 故 





加 ] 4 _ 人 
刀 = 元 下 str)n(e) or 中 





-1 
- 一 3 mryrfzr)zresdqr = 人 1 
站 ] 


人 
15.4 定 闵 正 爸 函数 并 且 以 止 交 性 重新 手 述 题 15.3 的 结果 . 
朋 上 鄙 困 数 方 (2 及 户 (z) 称 为 在 区 间 {e,b) 上 对 要 上 数 mu(z) 来 说 屁 正 交 的 , 若 





所 
| setz) rjdz = 0 


我 们 人 台式 中 的 悉数 号 将 会 是 零 , 若 r( cr) 下 交 于 rm, 当 户 =0,1 一 进 - 步 ,xftr) 将 正光 
工 不 超过 部 -1 次 的 任何 多 项 式 , 包 括 Lagrange 滋 算 子 函 数 上 ,17) ,这 种 正 普 全 依 赖 于 并 旦 决定 我 们 
对 配 兽 点 xz; 的 选择 ,在 本 卓 的 余下 部 分 都 玫 此 假设 . 
15.5 ”证明 随 所 有 的 B, = 0, 系数 4; 还 原 为 


由 
4,; = | io( 人 )[ 工 ,(z)]2dz， 

















且 因 不 为 正 数 ， 
证 “# Ai= ofzr)fLifz)]2dzr 220r)DB， 
当 呈 , = 日 时 还 原 汶 所 求 的 形式 . 


盏 
15.6 导出 较 简单 的 公式 4A， = | wz)Li(zjdz 


解 “ 睫 假如 我 们 可 以 证 明 | (ztz)[L:(z -11dr -= 0 就 得 这 个 站 果 . 
但 许 ,Lkzr) -1 必定 贫 有 (7 一 7) 必 为 一 条 因 和子, 因 方 工人 zc 一 =0. 四 此 
LDL -1 -TS [L(z) -1 


刀 一 站) 
一 史 [ 之 ) 坟 人 
具有 最 客 为 二 -1 次 的 户 (z) .于 是 题 15,3 保证 该 积分 为 零 
15.7 ”本 节 的 积分 公式 现在 可 以 写成 


百 严 
| acz)y(z)dz 2 > Ap(zi) 











其 中 4 = | we(z) 记 (zjdx ,而 自 变量 值 =, 是 由 题 15.3 中 所 楼 求 的 正 交 作 米 先 定 
的 .这 个 公式 是 由 积分 一 个 在 自 变 基 xi 处 取 值 y 发 光 的 2m - 1 次 密切 多 项 式 而 得 到 
的 .证 明 同 样 的 公式 可 以 通过 对 更 为 简单 的 单 由 > 值 岂 定 的 ~ 1 次 配 结 多 项 式 作 各 
分 而 得 到 .( 这 是 看 待 Gauss 公式 的 一 种 方法 ,它们 从 相对 低 次 的 多 项 式 来 达到 高 的 业 
确 度 .) 


证 “ge 配置 多 项 式 为 p(z) = 》 11z)y(z)， 玫 积分 产生 
4 = 上 








站 虽 
| (zz) 直 [和 dr = 4Aofr)， 


正如 所 提示 的 那样 ,这 里 妈 zy 代表 上 孔 兽 老 着 式 . 在 题 15.1 中 它 是 更 为 复杂 的 帘 切 多 项 式 . 二 普 均 寻 
出 同样 的 积分 公式 ,( 关 二 它 的 一 个 特定 例子 ,网 题 15,25.) 


Ganss-Legendre 公式 


15.8 特殊 情 闹 ww(zr)=1 导 出 Ganss-Legendre 公式 . 习惯 上 使 用 积分 区 间 ( -1 1). 作 为 一 




















个 初步 的 汇 习 , 肯 搂 由 题 15.3 的 茶 件 车 值 = - 3 来 确定 日 变量 愉 ， 


1 
| rzrjredr = 天 二 日,1 3 一 |. 
1 








解 E 本 此 时 区 项 式 fr) 为 三 次 的 ,不 妨 衣 rr) = et ur +za .可 分 可 得 
立 2， 2 2 2 
24+ 本 4 一 0， 30135 日 ， 本 台 5 性 





由 它们 很 快 地 捧 出 “= ec 一 0.6= 之 .这 使 得 


内 北 配 将 生变 基 为 my, 0， 3 . 


弄 论 下 进 ,此 法 对 任何 ， 值 均 可 产生 , 然而 可 月 一 个 更 为 精巧 的 方法 使 其 更 为 快捷 . 
15,9 7 次 Legendre 多 项 式 定 多 为 





1 dd 
了 227 ra” 


取 Putr) 一 1, 证 明 对 此 二 月 ， ] ， 四 一 1 行 
1 
| Pa)dr = 0， 








六 (rr) = (zz 一) 


从 而 Ptz) 也 止 变 于 任何 小 十 ” 流 的 党 项 式 . 
解 上 应 用 分 部 积分 到 次 得 





! fi 由 了 上 上 由 了 n]1 
| 庆 da 一 1 de 一 [六 Je 一 二 了]-; 
= 





1 dl1， ， 
-| 帮 HT 一 了 "7 
， - 





一 让 " 人 了 于 一 
= 芝 (z2 1)ndx = 0. 


-| 由 工 
1 对 117 1 2 
1s.10 证 明 | Pi zj)dr 一 2 
-1 (27 十 1 


证 上 在 上 是 中 取 天 -wu 





1 1 
| e 王 tz-Drdaz=t 0 (2 Drdx 
-1 由 1 


1 2 
一 22| 【1] - 你 2)ad 二 2 cos22+1zjy 
人 

















最 后 的 积分 可 处 理 如 下 : 
gg 人 siny ] 到 了 2 
3 gos tsiny 六 
| co ” [ 吧 + 工 下 + cos2a 1td 
-一 全 
加 2af2m 一 12 pm 
《2 + If28 -- 1 下。 Cost dt . 
1 
- 2 3 避 Zr2m 一 2) 
所 以 本 3 人 ]) 中 了 1 (27 十 (2 1)》…3， 
观 在 以 22121 -2)…2=21 乘 分 子 与 分 母 并 记 住 PCz) 的 定义 就 得 到 所 求 
1 T 2azz12mpf 
| 诗 Pd 一 了 221 人 
2 
27 二 1) 


、 2 
15.11 证 明 | [Ps 人 z)] czr = 2 二 了 
-1 











证 g 棕 厅 个 PT0rW 了 让 将 的 最 而 次 竺 分 离 册 来 





| 
pe 


二 
站 


1 
出 题 15.9.r” 忆 下 榴 竹 站 和 分 到 作 让 献 . 开 肖 王 蚌 党 音 , 我 们 胡 


| ns.] “” 
1 3 【2m11 2 Ta 2 
> 1 凡 
| 下 册 2 


如] 


15.12 让 明 妆 闫 夭 六 有 时， | P fc)Ptaydr = 由 
1 


证 膳 开 出 较 低 次 多 珊 式 ,我 们 发 现 它 当 中 的 蛤 次 条 项 都 开交 上 较 高 滨 罗 多 于 式 . 特别 肾 站 站 





P| 
天 时 径 0 时 我 们 有 特 呈 情 痪 | 了 PT 和. 
= 1 
1$,13 证 明 Ptr) 在 151 之 间 有 个 实 零点 
证 上 旺 才 顺 式 (六 -1 为 30 次 , 它 作 上 1 处 在 安 草 零 贞 . 国 此 由 Realke 定 悍 它 时 导 牙 在 区 回 内 
部 有 等 点 .- 符 导数 在 上 1 处 也 为 零 . 央 此 总 共有 一 个 堆 点 , 革 阶 导数 由 Rolle 定理 保证 有 个 内 部 
党 瞩 . 它 于 = 1 三 也 页 答 , 因 此 总 共 丫 全 鹤 点 ,其 这 钟 方式 证 行 卡 去 我 们 慨 现 险 第 科 几 Rolle 定理 
保证 有 2 个 亡 部 二 点 .除了 个 常 煞 因子 外 这 个 全 数 就 是 Legctndrc 客 需 忆 王 ,人 )， 
15.14 证明 对 于 权 琐 歼 zfz yargry=T2217132727 1] (cr). 
证 上 将 已 (z) 的 号 点 称 作 rz ,于 是 





只 ? 
[让 |] = 人 


对 呈 了 的 众 - 的 其 他 要 束 是 它 与 过 下 亦 下 0 二 疝 这 一 上 从 题 15.9 得 出 . 

15.15 ”直接 从 定义 计算 头 几 个 Legendre 多 项 式 , 注 意 在 任 一 个 此 类 多 廷 式 中 仅 有 但 数 枯 或 
奇数 每 出 现 ， 
解 晤 Pi) 定义 汶 上 于 是 我 们 得 到 


-了 工 qz 
P 人 人 - 5 由 17 一 -rr， 








工人 
了 :人 = 8 1 1 六 一 (37 ] )， 
上 下 |， 3 2 
了 Pi 想 了 St 一 1 一 2 【9 ee )， 
由 2 
疡 Pr) 一 记 , 到 ta 1》 = 1357 30 了 7- 十 号 1， 


类 似 地 有 


厅 Pi 一 二 (63z -7907 + 1S7)， 


二 (2312z -315z4+- 105yr2 -5S)， 
PP) (429u7 -693r5 + 31523 -35 )。 


Petay = 和 1643528 12,01278 4 6930.54 - 126042 ，35) 
等 等 .出 天- 1 上 售 了 的 个 次 圭 ,微分 ， 次 的 结果 将 只 含有 筑 次 项 或 奎 次 项 ， 


1s.16 证 了 . 悦 可 以 被 表 拓 成 Legendre 多 项 式 直到 已 (的 组 会 .同样 对 任意 次 的 多 项 
式 也 成 立 . 
证 本 对 连 次 在 依次 求解 . 我 们 得 到 





























1= Pi Po 中- 村 [2Pa(z)- Po(z)， 


站 计 1293(.) r 3Pfr)l， 4 18Pif 1 -20P:0ry + 了 Polry] 


1234 ， 





数码 何 上 邮 





1S.17 


1S.18 


15 .19 





等 等 . 行 个 上 良和) 都 人 :个 寺 的 此 二 项 开始 的 ,这 个 事实 允许 这 个 过 条 可 以 示 世 地 力 续 下 去 ， 
和 证明 Legenelre 多 项 式 的 递 推 公 式 

(Pr 2017Pry 一 PIC 
证 BE 杀 项 式 rp(r) 为 x+1l1 钦 的 ,于 是 ( 休 看 题 15.16?7 本 以 定 丙 成 组 合式 


11 


Po) = 人 cp)， 
:1 
攻 以 话 1c) 开 积分 得 到 
了 ! 
| ET 3d7 -co Pifzrjdr. 
] 1 


在 右 删 前 折 有 的 二 他 项 由 于 下 同 次 数 的 Legendre 多 项 式 是 正 变 的 .但 是 当下 性 时 我 们 知 这 
忆 (也 与 .ef7) 正 资 , 国 为 此 时 这 个 滋 积 最 罗 为 上 -工交 的 (和 参 必 匮 15.9). 这 使 得 当 < 工 
时 ck = 昌 卫 








Pa ) 三 C++] 下 芝 十 cnPtc) 十 了 Po.tr)， 
注意 到 ,由 定义 也 (中 z" 的 系 娄 是 (27)1 22202102 ,我们 比较 上 式 中 zx" 的 系数 得 到 


【之 帮 和 二。 十 了 
22fi1 ra + 


由 此 得 =fn+tirfam+ ti 出 较 关 的 系数 讶 记 作 在 任何 Legebdre 过 项 式 中 具有 非 偶 即 奇 的 
时 出 现 , 故 c=0. 起 问 和 到 我 们 的 宫 分 来 央 定 *，，, 最 上 = 放 - 1 时 我 们 想象 中 (7r) 以 震 的 积 写 出 .只 
有 六 … 才 需要 予以 考虑 ,内 为 较 低 的 殴 , 好 使 科 以 = 还 是 正 交 于 P fx) 这 就 时 出 了 
2 _ 六 pe 
2 7 和 Ptcydy = Pd 
并 用 题 15.10 及 15.11 的 结果 人 们 和 茶 易 发 更 1= AU2n+1). 将 这 些 系 数 代入 我 们 关于 cpP,(r) 
的 喜 达 式 便 获得 所 要 的 递 推 公式 .作为 额外 的 收获 我 们 还 有 
， 2 
| xpP-itnDPuCodz = 到。 到- 二 二 1 
举例 说 明 递 推 公式 的 使 用 . 
和 解 8 取 辣 =5 我 们 得 到 























Pifzr) = 了 xzpi(r) 一 二 Pi(z) 
站 站 


= 十 (231ze 315z4+ 10572 - 5)， 
而 取 六 = 下 时 ， 
3 ， 
Pr) = 区 >Pa(z) 一 号 Ps(z) 
一 二 (429z? -693r5 + 315r3-3S7r)， 


殉 认 了 题 15.15 中 于 得 到 的 结果 这 递 推 过 程 很 适合 于 这 些 允 项 式 的 自动 计算 , 而 题 15.15 中 的 微 
分 过 程 并 不 如 此 ， 
导出 Christoffel 恒等式 ， 


(Cit+1D)P(z)PKD)=(atiD[Poi(z)Ps(z)- Pu(iPiCz)]. 





解 哑 题 1$,17 中 的 递 推 公式 可 以 通过 乘 以 已 (6 得 到 
(21+]JxP(cPE = Ta +1iyPiz)btt) -PICz)PTr)， 
再 将 日 变量 > 与 * 互 换 再 写 - 记 { 办 为 它 对 任意 的 x 与 : 都 生成 立 的 ) 并 令 立 相 减 我 们 得 到 
(+ 1 人 一 PCzPE = 人 +1LPIEPCr) 一 也 (0 己 C) 
[PP_ICe) -EPEr)]. 
将 主 从 1 到 = 求 和 ,并 注意 到 在 右边 的 前 后 相 拖 销 ,我 们 有 





(Ta+JPcPO) = (e+ 
1 


第 二 五音 Caos- 柏 针 





1S .2 


13 ,22 


PP 
最 后 一 出 可 以 移 割 赤 追 ,让 可 以 被 暖 收 到 求 和 机 记 导 丰 作为 0 这 -项 ,这 就 是 Chrstofle 恒等式 ， 
用 Christoffel 恒等式 计算 关于 Gauss-Legendre 公式 的 积分 系数 ,证 时 
二 一 < 罗 
玫 开 《Pr 
证 瞄 仿 站 入 Ptz) 的 -个 零 忆 .然后 在 千古 中 用 .mr 加 换 ， ,就 成 了 
人 DJPoatzpPC 





本 


-SPCzr)P(ae， 





























了 1 
和 现在 从 -积分 到 1. 由 题 15.12 中 的 竺 吻 情 况 , 只 有 + -0 项 还 留 在 右 任 ,从 而 我 们 有 
Tt -了 
| 了 -ro (w+iPif) 
皮 z 下 时 冲 推 会 式 变 成 1rrTDPir)= - ap If, 它 在 许 我们 将 上 式 改写 成 
f 已 (rr) 网 2 
-1 工 一 < 下 记 TD 


出 题 15.6 太 15.14 我 们 现在 得 到 


_ ! rz 
入 =| (Ta 一 | fr 志 Jd 





-| 也, (了 ) j 
1 下 人 ef 一 2 


喜 刘 导出 所 述 的 铺 果 . 
证 明 (I-z2P0z)+mnrPotz)=nP ICz) 它 对 简化 题 15.20 的 结果 有 用 . 
证 上 本 我 们 首先 江 意 组 合 (1 - ra)P3+ nrP, 最 多 为 w 1 次 的 .然而 ,以 A 表 孙 Pu(z) 的 最 高 
次 硕 系 数 ,容易 发 现 cna+ 为 ( - mh + 4) 所 乘 .所 以 它 不 包 舍 在 内 .出 于 不 售 有 "1 项 , 故 在 我 
们 的 组 人 台中 也 就 不 合 x 项 , 它 的 次 数 最 多 为 上 一 1, 且 由 题 15.16 它 可 以 表示 为 


























mn 一 | 


【1 一 zz)Pofz) 十 TD 二 >， 让 PP fc ) 


1 一 和 


像 我 们 在 坦 推 公式 的 推导 中 那样 进行 ,我 们 现在 用 疡 人 7) 去 乘 并 且 积 分 .由 于 正 变 件 在 右 侧 只 有 第 
下 项 不 为 零 的 ,我 们 街 到 








2 『 《1 一 全 的 下 Pt)d 
2 


十 | xzPu(r)Pitzjdz。 
对 第 一 项 进行 分 部 积分 , 积 出 米 的 那 “部 分 则 外 天 有 因子 人 1- zx 因而 为 零 . 由 此 得 到 
了 


1 
了 由 - ， 
了 1 =- -| po) 5 -Rdz 


1 
十 串 已 fcPet dr 
1 


当 sm- 时 二 个 被 各 函数 都 是 P,(zc) 乘 工 -个 次 数 本 大 于 mw -1 的 志 项 式 .由 题 13.9 所 有 这 类 
cu 将 是 零 . 当 才 =m 一 1 时 ,最 后 一 积分 由 是 15.17 的 附加 结果 得 到 .在 第 一 个 积分 中 只 有 已 ifz) 
的 最 高 需 有 贡献 (还 是 由 了 上 题 15. 分 使 这 项 为 
1 廿 人 2# 一 2)1 1 
| Peta) 本 1 2 1 2 jaz. 
用 题 15.10, 它 现 在 简化 为 


{27 一 了 2) .rd] t+lf 拉 | 】 _ 28f 十 1) 
2 [2 -1 ay (020+1)022 一 了 





慰 


2 














将 这 些 不 同 结果 代入 ,我 们 得 到 
23 一 1 2P (二 1 21 
2 [1 
证 明 完 毕 ， 
本 _ 201 一 7 
应 用 题 15,21 来 获得 4, = 人 


Hz[P。1ifre]2 


136， 效 做 人 苍 相 





解 有 喇 令 上 -my 因 了 的 六 下 天 本: 汪 门 得 妈 操 2 (一 PP Tai 会 导 妈 和 打 那个 
导 子 现 可 以 换 成 其 们 在 是 1 .20 中 的 站 果 , 就 关 生 所 求 的 站 果 ， 


15.23 《iauss-Legendtrc 机 从 公式 现在 可 以 袁 于 为 








| ) dr AAA 4)， 


JJ 一 ] 1 
此 处 2 为 已 5 的 受 点 ,而 系 才 4 力 题 15.22 所 给 出 的 ,将 这 些 攻 对 =2,+， 
6,， ,16 便 表 . 


-0.57733027,， “个 系 





解 枉 当 "-2 时 我 们 解 Pa 二 (3 -1 一 收 使 得 到 一 上 ， 1 


禾 证 明 为 “ 伴 的 , 题 15.22 合 全 =31- 1 站 -1 





当 呈 =4 时 我 们 解 pit) 3 (3 -30.cr3 人 -0 便 得 到 = 2 “ 吉 )735. 导 出 可 


上 
点 鸭 避 -二 (135230735 站 2. 


计算 它们 并 将 共 播 入 昔 19.22 的 公 蕊 中 便 得 在 袁 15.1 中 敬 出 的 和 A 村 于 更 大 些 的 呈 这 
些 关 果 可 以 同样 的 方式 获得 ,高 次 常 贡 成 的 零点 是 用 邵 亚 的 Newtom 这 次 捉 近 法 张 得 的 [这 个 去 法 



























































出 现在 转 后 的 章 中 ) 
表 15.1 
--- ”  ” ” 
严 CT 人 于 上 | 村 
2 ， +0.57735027 1.00000000 12 = 人 .58731795 0.20316743 
有 0.36783154 人 -23349254 
二 0.86113631 0.34785485 | | - ， ” - 
= 4.33998104 0.65214515 | 三 人 .128533341 40 
6 | +0.246951 0 .17132449 局 上 1.98628381 0 .035119456 
-0 66120939 1 360761s7 1 .92843488 0 0801S8HI9 
， | 二 作 卫 720132 1 13151853 
0.23861919 0.46791393 | | 小 如 720132 | 和 18 
0.6872929 1 .15720317 
8 二 0.96028986 0.10122834 二 日 .5S]1524864 0.18553840 
二 1.79666644 1 站 .2223 避 103 二 和 .31911237 1 205 二 9 
= 上 .52553341 0.31370665 | | 二 0110805495 0 21536385 
+ 0.18343464 0.36269378 ; 
16 二 0.98940093 人 .02715246 
1 二 人 .87390633 山 .0 和 有 站 71 3 二 1 一 个 ,是 457502 站 ， 门 丰 2 535 
鞋 0 .863116337 0 .14945135 ， 工作 由 563121 0 .09515831 
067940957 0 .21908636 一 和 .75Sd(lddt 0 12462897 
土 间 .43339539 昌 ,26926673 工作 ,61 了 名 了 三? 站 14556599 
014887434 人.295s2422 | 二 0.4580163&8 0 16915652 
1 了 9958156063 0.047175 订 = 上 0.28]610355 [83260342 
工 山 ,90411725 站 1 和 和 3933 +0.09501251 和 .1894s061 
.76990267 0.16007833 
2 
15.24 应用 阿 点 公 趟 于 | sint dt . 
0 


解 ” 上 且 变 基 空 痪 上 =x(z+174 将 它 转化 为 我 们 的 标准 区 间 如 下 


他 Gates 节点 于 一 土 站 ,57335027 导出 fr = 有 32589,， 317 一 由 454E 型 并 由 点 公式 各 还 
(4 有 032589 + 094541) 一 0.99848, 它 风 平 玲 确 到 3 们 .是 点 Gauss 公式 产 生 比 用 了 点 四 柳生 公 
式 更 好 前 站 昌 . 肖 盖 为 于 分 之 21 

来 荫 虑 -下 -一 避 会 式 能 得 到 什么 是 颇 有 愉 趣 的 事 , 当 于 =] 时 (ianss-feegeritlre 熙 时 是 7 正如 人 





























1 ,23 


15 .20 


13 -27 


15 .2 多 





风 | 
位 容 勇 副 证 的 那 伴 四 er 2310). 对 于 由. 落 国 数 二 号 是 
1 
加 | 四 
| 三 in 下 1 -< 11 


亡 蓝 硝 到 大约 让 分 二 十 吕 由 ， 





通过 乱 下 会 式 厅 荡 节 的 多项式， 来 解 森 去 题 15.24 中 所 用 的 特 列 简 单 公式 的 精确 度 


解 肯 ， :1 的 公式 叮 以 通关 积分 宝 深 配 和 敬 印 世 站 re 人 来 得 到 . 然 市 , 它 世 盯 





岂 愉 22 和 上 上演 密 国 密 虎 成 得 到， 这 (iauss 十 法 的 转 想 ,出 Herrmite 公式 多 项 式 鸭 Tv 
(0 站 -1 51 之 闻 旨 个 这 全 线性 汪 数 于 续 曙 同伴 为 2270 和 尘 覆 项 林 作 黄 责 ,过 次 可: 帝 坟 区 开 产 
生 与 一 作 甸 大 藕 相 开 的 站 果 , 因 为 配 由 上 是 《Taues 本 15. 1 











密切 


配置 

















-上 下 -] 
莘 1s.1 图 15.2 


次 贷 思 ,一 2 公 蕊 可 以 通过 积分 :该 密 硕 式 而 得 到 ,配置 点 湖 (ianss 点 


- 工 十 小 一 
2 








其 中 了 . 道 过 积分 3 次 密切 多 项 式 可 以 得 到 同样 的 缚 时, 四 为 
3 | 
| ] + ”| 了 4 r)23+|1 | 村 


工 -3 六 二 冯 ( rr23f 7 二 rwa az 一 他 | 十 931， 


一 次 过 着 式 完 成 得 这 样 好 , 源 下 削 幅 引 广 人 Ganss 点 (图 15.2). 
应用 Gauss 4 点 公式 士 题 15.24 的 积 


解 ESB 用 同伴 的 自 变 量变 换 ,4 所 公式 产生 > 4o -1 000000 , 准 邮 到 5 位 .与 总 mbpeon32 -点 


全 


公式 的 站 果 1.00080003 以 基 Smpson64 -所 的 结果 0.99999983 相 比 ,我 们 发 现 它 惰 于 这 两 乔 . 
将 题 15.2 的 蕉 断 误 差 仙 计 用 上 Gauss-I.egendre 通 近 公式 的 特 跌 情 况 . 




















解 E 杰 练 合 题 193.2.1$.11 及 15.14, 我 们 得 到 训 至 为 


和 2 人 2n 
2 | J2r:1- (27 2 [CT2 [2 (21 ， 


殷 如 yz) 的 导数 难 贞 诗 和 贫 的 话 ,这 就 林 录 一 个 便于 应 几 的 公式 .然而 , 痢 过 对 小 的 计算 w22 的 
条 疲 , 对 Causs 公式 之 精度 还 时 作 些 进一步 的 探讨 . 

间 二 了 开 一 0.0074， 

1 一 4 忆 -00000003709， 

和 一 和 10 2 
应 用 题 15.27 的 洪 善 估计 于 题 15.24 的 下 分 ,并 将 其 与 实际 误 冯 进行 比较 . 


解 SEE 在 进行 “个 将 积分 变 成 枉 准 形式 的 变量 变换 之 斤 , 我 们 污 到 











1 


， ， 日 
3 < 本 1 MT | 于 | 
对 盖 2 它 全 我 们 的 其 些 估 计 汰 开 -10.0074)50.298) = .002 鸭 , 同时 对 王 = 半 我们 得 到 二- 
(0.0000003510.113)7 0.00000003. 实际 器 盖 为 .0015$2. 并 月 准确 到 6 们 时 为 专 . 央 此 我 们 的 估计 


与 我 们 的 结果 相 窗 . 


殖 贡 分析 





TS ,29 


1S.30 


工 5 .3 


荆 ,32 


此 例 拖 供 “种 有 有利 的 情况. 节 使 用 近似 方法 , 止 嘴 正 数 人 和 揣 于 积分 ,因为 万 的 导数 都 是 加 于 相 
局 的 营 数 , 即 r/34 的 倒 肯 定 随 次 空 基 变换 而 进入 , 旦 是 存 这 种 情况 下 它 站 实际 上 上 是 带 来 益处 .下 个 
例子 处 理 一 个 常用 函数 , 它 的 导数 就 没有 如 此 有 利 的 性 质 ， 























如 
应 用 Gauss-Legendre 公 式 二 | Jogf1 < tdr ， 
了 


解 ” 王 这 个 积分 的 准 闻 侦 为 


1L+ 于) log| 1+ 汉 | -1 1 一 0.856590， 


精 销 到 6 倍 , 衬 量变 换 上 = xz 束 将 积分 转换 成 


f el 下 二 D ju 


这 个 新 被 名 摧 和 的 4 阶 导 教 为 1a/9 6 +. 在 积分 区 间 内 忆 不 会 起 过 6 所 以 截断 
误 但 不 会 超过 6fr4)510.0074). 假如 我 们 凡 2 点 Gauss 公式 的 话 ,这 基 正 弦 果 数 积分 的 柑 应 估计 
的 5 人 悦 . 类 拟 地 ,日 阶 导数 为 (rd -7 Ai+ris] .这 意味 者 :个 截断 误差 最 密 {r74 人 7 
10.0000003), 它 ?1 倍 于 正 荡 国 数 积 分 的 相 许 估计 . 当 逐 阶 的 正弦 函数 的 导数 都 保持 以 上 为 界 时 ， 
那些 对 数 函 数 的 导数 却 以 阶 箭 式 增长 . 益 分 村 任 向 一 种 公式 截断 误 芝 者 有 了 明显 的 影 珊 .或 许 特别 是 
对 那些 伟人 特别 高 阶 导 数 的 (anss 公式 误 益 的 影响 , 邵 使 如 此 ,这些 公 式 还 是 表现 良好 .使 用 2 点 
会 式 我 们 得 到 0.859, 而 4 点 公式 的 关 果 为 0.856592, 它 在 景 后 -位 只 巷 二 个 单位 .6 点 Ciauss 和 去 
效果 其 伟 , 精 欧 到 6 位 ,虽然 亡 的 截断 或 关 项 包含 了 yz) 【其 大 水 近似 也 为 121). 相反 ， 
Smpson 法 则 需要 寻 点 才能 得 出 相同 的 在 僻 乡 

畏 数 log(1+ 门 在 := -上 处 在 -个 奇异 点 ， 它 并 不 在 积分 区 间 上 ,1 他 是 接近 ,而 即 合 个 复 奇 
异 点 在 近 处 也 能 造成 明显 的 慢 类 型 的 收 笨 
积分 区 间 的 长 度 是 怎样 影响 (iauss 公式 的 ? 
解 巍 对 -个 在 区 间 a 扩 ! 委 8 上 的 积分 ,变量 变换 += e+ 


x 芝 1 , 它 还 使 得 
na -| 了 一 4 | 邱 srDjh 
， 昱 了 ， _ 


对 截断 误差 的 影响 是 在 导数 因子 上 上 . 它 是 


1 下 一 了 | 了 习 十 ] 
| | 2 

















<(r+1) 将 产生 杯 准 区 间 - 【 执 





【+ ) 


在 那些 给 定 的 户 - ea 止 好 为 r/2 的 例子 中 ,这 个 区 冉 长 度 实 际 上 上 有 助 于 减少 误 益 ,然而 对 -个 较 长 
的 区 间 来 说 训 二 展 的 存在 显然 要 放大 误区 ， 


-和 
应 用 Gauss 砌 法 上 (27/ v)| 已 di ， 

和 
解 ”上 量 这 个 误差 国 数 的 较 高 阶 导数 不 穿 易 现实 地 进行 佑 计 . 往 前 计算 , 人 们 发现 z = 4,.6,8,10 
时 的 公式 给 出 的 结果 为 : 


只 白 人 10 





近似 佳 | 0D986 1 000258 1.000004 1.000000 


对 于 条 天 的 其 辣 果 与 aa= 10 的 相同 , 它 袁 明 精 确 到 6 位 .我 们 已 经 在 Taylor 级 数 的 一 个 有 意义 的 
应 用 中 计算 过 这 个 栅 分 ( 题 14.32), 而 且 发 现 它 等 于 1 准确 到 6 位 .作为 比较 , 为 了 达到 6 位 精度 


Simpson 公式 需要 32 点 . 


4 rr 一 
应 用 Gauss 方 法 于 | di 
个 





解 EBF ”=4,8.12,.16 有 时 的 公式 给 出 的 结果 为 


第 十 五 章 (iauss 和 外 








上 | 引 ] ] 了 1 





近似 慎 在 ,08045 生 ,07657 6 17610 让 .07600 


它 圾 明 精 确 到 4 空 . 可 以 通过 变 攻 变换 得 到 精确 各 分 为 导 | | >。 3+ 了 | - 它 等 十 6.073590 准 坟 到 5 
让 .我 们 观察 到 这 里 距 得 到 的 精度 与 上 题 相 比 是 相 玉 欧 朱 的 . 基因 电 我 们 的 平 坟 要 裤 税 通 数 不 像 
指数 是 数 那 样 光 汪 . 记 的 高 阶 学 数 增 长 很 天 , 像 阶乘 那样 .我 们 其 他 的 公式 也 能 感受 到 这 些 大 导数 
的 影响 . 例如 由 Sirmmpson 法 则 庆 生 区 些 值 ， 



































点数 10 4 25 1024 
Smpson 披 -062 丘 .0741 折 . 出 77 站 . 自 7586 











即使 用 -~ 打点 它 也 不 可 能 设法 达 刘 奶 于 和 昔 中 只 用 32 点 就 能 达到 的 精度 . 
15.33 导出 对 Causs 公式 截断 误 莽 的 Lanezos 估计 . 
解 哮 关系 式 | [zy(zjjadr =- (DY+W-1) 精 礁 地 成 立 . 邻 了 为 由 六 - 点 Gauss 公 式 所 得 的 


yfzr) 的 近似 积分 ,而 产 为 美 于 [gz 的 相应 请 果 . 由 于 [rsfz) 寺 一 zz Cr)， 








并 + Ar fx) 
所 以 六 中 的 误 盖 为 
王 ”= 一 3) 十 叶 一 1 一 了 一 Airiyfr)， 
1 1 


称 了 本 与 的 误差 为 号 ,我们 知道 

下 = Car， Fen030192)， 
对 介 于 -1 工 与 上 之 间 的 适当 的 页 及 页 .假设 太 = 且 二 和. 一 方面 (ay)G"+0)A2n)1 是 (oo 的 
Taylor 级 数 展 式 中 xs 的 系数 ,而 另 一 方面 








fm 人 2 
3 一 二 251 二 
“ 《1 2 
直接 导出 [se 人 


由 它 我 们 排出 《zy)on1fB7 一 《2a +1)3027210) 

困 此 近 亿 地 有 百 * =(28+1)E, 合 得 

元 [GD D-T- 4 (r) |. 
它 包 售 了 将 Caos 公式 应 用 于 各) 以 及 wz 本身, 但是; 它 如 多 了 常常 是 麻烦 的 2 (zy 订 算 . 
令 身 = 妨 = 站 是 在 推导 这 个 公式 中 关键 的 - 步 . 它 被 发 现 对 于 诸 如 题 15.31 中 的 光 湛 被 积 是 数 比 
具有 高 阶 导数 的 被 积 泉 数 蝎 为 合理 ,而 它 看 来 是 台 理 的 , 则 出 于 当 ya 全 为 小 量 时 13)7 
Ya 人 2) 必 是 接近 于 1. 

15.34 ”应 用 上 题 的 误差 估计 于 题 15.31 的 积分 . 
解 上 呈 当 ，=& 时 1ancges 拓 计 罗 放 .000004 恒 等 于 真正 的 误 剖 . 当 呈 = 扣 以 上 的 情况 ,Lanczes 


估计 准确 地 预测 :个 到 6 位 为 尝 的 或 关 . 然而 ,假如 它 应 用 于 题 15.32 的 积分 .那里 被 积 郴 数 十 分 
不 光 靖 . Lancses 估计 证 时 是 用 起 来 太保 守 . 该 公式 的 适 用 性 范围 仍 是 -个 待定 问题 . 


其 他 Gauss 型 积分 


15$.35 什么 是 全 auss-Laguerre 会 式 ? 
解 ” 旺 关于 近似 积分 的 这 些 公式 具有 形式 


电 半 
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+ 12 


9， 姥 并 全 析 





站 村 肖 本 | 
[ 富 检 区 了 全 Tagurere 各 上 尖 丰 天 





了 昌 te 机 
闻 
下 六 数 
] 《mn )} 
， 1 1 


龋 是 这 其 为 


强 以 在 骨 , 这些 二 末 扫 (ause-Legertire 公 焉 购 相 诺 钻 果 非 党 相似 这 出 的 和 国 铬 是 2 


秆 公式 对 站 至 28 这 的 区 项 式 广东 确 上 各, 门 变 其 值 及 系数 据 供 在 志 15.3 中 
































表 4,3 
”人 ”TD Ti 
对 | 了 轴 ， 1 呈 和 1 1 江 。 
2 站 -5 人 呈 7 呈 4 相 0.95355339 | 由 21 99558SN1 IOOUBOnl 
3.41421356 | ,14644661 | 29.9206g7uL | 和 ON 
各 
二 0 .3322s4769 11s4i0 | 了 册 .11s7231]2 D_2647313? 
1 34S561 0.35341869 俐 .113534 相 ,3777 了 5 
于 ,3 和 人 2 由 3 人 | 中 .站 33888791 ， 1 于 .1212 了 7 | 
号 39535021 | D0.00053929 | 了 了 -入 3 了 3 3 十 站 69 半 992 
| 二 .59923764 .ta01f238 
有 ， 11.22284604 人 .4S896467 _ 、 
和 -只 4 和 33 UrlnnosS~ 
L 1&893230 0.413700083 | 机 
9.62131684 人 IO0323 
2 .09273033 0.11337338 
13 0060s499 0UDUOU837 
S 737514357 。 ， 在 .0139920 
1 了 .1 的 全 【全 和 .OHIEIEH TY 
日 3740742 ,002z6Efz 
22. 15dn9fRS IIRRNOOGD 
i 15.98287398 GOD4fND9 _ 
38 , 48730725 DUOOOCUOOD 
& ,17027963 人 3618SS | 37.09912104 站 ODNIO 
有 .3301 和 机 和 4 卫生 卫 _ | 加 
1] 上 0D.49974751 | 2318TSSRK 
.25109663 0.17579499 | - 
LU 条 和 和 本 熙 村 折 时 
4.36b670017 人.03334349 
1.30062y82 由 ,25873461 
7 045904540 0.00279454 | 
了 .了 30801 0.11548283 
]4 .37358516 0.00009077 
3 9321022 | 昌 .033 和 20 
15.74067864 | 1.00000085 
号 .站 汪 和 和 2 了 相生? 
22.86313174  ， 0.00000000 
| 8 43402401 和 站 07 3889 
1 mi.13779343 0.308443112 | 10.916d409s1 0 .00005491 
人.72945455 0.40111993 | 14.21080501 | U.O0UU0D241 
1 本 喇 34290 个 瑟 28 18. 1048922z 0.00000006 
3.40143370 0.06208746 | 22 72338163 | 旭 :OENIOUNIOY 
与 .号 5 了 - 生 1 十 目光 站 之 [ 了 8 .2339 昨 1 7 了 0.00UU0DUI00 
8 .33015375 0.00075341 35 14944366 有.0BOOOO0d 
j 人 43785 呈 二 站 -000282 和 有 44.36608171 100000000 
! 16，279257N3 0.00000042 。 ， 











15.36 ”将 Gauss-ILaguerre 公式 应 用 于 es = 的 和 分 . 
解 上 用 由 上 ii(z)=1 -4 我 们 在 ri=1 处 有 一 赤 点 ,系数 起 =1[L 人 TD, 亡 引 等 上 二 同 此 
一 中公 下 为 


3 





Cd sf1)， 


1 
在 这 种 情况 下 加) -1 而 我 们 得 到 的 精 闹 各 分 , 它 也 等 于 1. 这 涂 有 什么 值得 个 寺 的 , 朵 为 症 =1i 
时 六 任何 次 数 不 天 于 上 的 志 项 式 为 精确 的 这 一 点 盐 有 拧 证 前 .事实 上 了 = 这 个 公 臣 
的 关 昌 就 是 


带 十 天草 Tieuss 二 和 








1 .37 


1 38 


| 4 TarTnmidr- at) -站 


册 


它 就 旦 洪 骨 守 ， 


记 区 
话 衣 Gate-Laguertrc 方法 于 | ssinzedr 





JJ 由 
解 8 外 下 这 个 机 分 的 精 玛 值 为 172. 让 弦 靖 数 的 光 清 站 克 及 它 防 务 阶 导数 隐 有 界 半 而 寺 表 
何 的 全 过 会 有 好 结 黄 . 话 蔓 估计 (7(0221 将 3 于 代 以 它 的 时 到 利于 . 当 aa 


时 妈 站 人 人 在 由 让， 将 2 ， 代 人 和、， 旺 ,RTTIT ， 得 贞 的 实际 许昌 六 


= 1 








四 | 了 让 1 1 
、， 口 .43 由 .St 站 .DO 袜 日 .sOOCHIODD 


丰 以 我 们 的 误 交 公式 多 少 有 些 悲观 . 











庆 用 Cause Laguerre 方 渤 : | {e “AdF ， 
.1 





解 上 (=177 的 相 活 少 镍 ,意味 普 它 的 z 阶 导 可 

1 
随 ， 恬 速 增长 ,使 人 不 陪 对 近世 公式 过 十 非 售 . 作 变 基 释 换 ，- e+1, 使 积分 转变 汶 在 我 们 的 标准 
区 向 上 小 积 : 














1 


1 
|， 所 sf 1 再 dx 





E -| 总 |: 访 守 | 


它 简 化 谍 (Dee 人 0 假如 我 站 以 和 来 取 找 中 可 获得 明太 导数 倩 , 亿 这 样 做 疗 全 是 不 受 莹 
滑 的 ,不 江 还 和 臣 朋 其 他 选择 来 指定 它 . 以 公式 











工 S， 人 
redT1l 
进行 实际 计算 得 出 这 些 络 果 : 
昌 | 了 下 ] 检 14 
生 似 估 唱 .21 站 .了 ]91 咱 .21933 和 .2 马 3X 

















4 于 准确 到 5 位 的 掉 为 0.21938, 我 们 发 现 完全 的 起 者 主 之 是 没有 必 旧 前 ,这 难以 握 措 的 量 凡 看 求 
可 随 # 而 增 训 ,将 实际 的 和 理论 的 误 益 作 一 比较 可 将 也 确定 为 ; 


























在 本 例 中 虹 数 w(7) 在 4 - 工 处 有 奇 钊 由. 由 全 -个 复 的 奇异 点 只 是 靠近 积分 区 间 也 能 选 
成 此 处 如 更 前 慢 收 将 .( 慷 题 15.29 进行 比较 . ) 假 如 我 们 远 光 奇 蜡 握 见 收 侣 就 会 快 一 些 . 例如 ,以 同 
样 的 方法 积分 同伴 肯 丽 数 , 在 5 到 mm 的 区 问 上 上 积分 得 到 结 昌 ， 





对 了 自 1 


近似 应 
拒 后 :个 值 几 平 崔 确 到 10 位. 











习 .14 了 在. 0011482949 眉 .D01 4 名 295 本 4 





什么 是 Gauss-Hermite 公 


解 区 它们 具有 形式 


数 侦 分 二 





式 ? 


JL 了 中 
| > Ai)， 
ee < 


白 变 基 值 r 为 7 这 Hermite 多 项 式 


秀夫 下 ,而 系数 4 为 


截断 误 考 为 


可 以 看 出 ,这 些 丫 果 与 在 (zauss-Legendre 公式 的 情况 极为 相似 .这 里 的 权 隙 数 为 ee p 
式 对 直 圣 25 -1 工 次 的 多 项 式 为 精 形 的 . 白 变 基 值 及 杀 数 握 供 在 袁 15,.3 中 ，. 


式 二 


一 【ie 


内 ， 


下 一 


了 下 


27+1mlw 区 


LRC 了 





了 


te 1) 


由 7 


ong) 


27f2m71 


表 15.3 
一 一 
! ， 贞 刘 开 


了 


1 点 公 





10 


15 , 40 


15 .41 








十 由 .7071067 吕 


二 用 .23 各 d 7 有 了 
一 1 63068O12 


土 站 .43607741 
土 1.33s584907 
土 了 .35SD60d97 


土 目 .38811869 和 
二 1.154719371 
土工 .88160507 
土 2. 呈 3063742 


土 站 .34290133 
土 | -0366 
二 | .73608365 





00,886226934 


由 .8Pd91d408 
作 ,08131284 


.72462960 
目 , 13706732 
站 .00453001 


各 ,06611447 人 
站 .20780233 
中-01707798 
站 .100013960 


自 .站 862 辣 3 
闪 .了 4 站 3 号 站 
人 .03387439 


12 


1 











土 卫 .5 和 27 了 3 了 
土 了 .下 3613 呈 12 


士 蛋 .31424038 
土 0 .94778839 
土工. 5876 和 20: 
土 了 .2795D0708 
土 3.02003703 
土 汪 .8897249 


0.29174551 
0.87871379 
1.47668273 
2.09518326 
2. 74847072 
土 3. 46265693 
= 4,30444857 


， 名 2 
度 明 Gauss-Herrmite 2 点 公式 于 积分 | e 7 zzdz ， 


解 ”E 本 能 够 得 划一 个 精确 结果 ,所 以 我 们 先 计算 








0.00134365 
.0000076+4 


站 .370133524 
企 .26049231 
站 .05160799 
收 .0390539 
站 06090857 
0.00000027 


.33640583 
-27310561 
人 65035 了 
的 785005 
10035350 
,DD0000472 
OONOOUODOL 


呈 呈 人 


该 多 现 式 的 零点 为 由 = +w3A2 .系数 4, 易于 由 题 15.39 的 公式 获得 ,为 vx72,2 点 公式 因此 为 


全 sse)dz [本 _， | -好 ] 


取 (rz 它 就 成 为 | er= zzdz = /2 ,这 是 积分 的 精确 值 ， 


计算 | 


四 


册 


澡 
- 吧 


ee ”sin2zdr 准确 到 6 位. 


解 SEEF GaussHermite 公 直 产生 的 结果 为 ; 


第 十 元 章 tiaus 和 分 














天 2 中 和 攻 人 





近似 全 站, 748 站 ,5655 0.s60255 0.s60202 0.560202 


这 肴 来 站 共有 6 位 精 度 , 人 向 这 个 站 果实 际 闪现 到 6 人 ,精确 积分 人 为 了 11 -me 3172 它 准 确 到 8 何 
是 10.56020226. 
15.42 计算 | (te y7 +xradr 准确 到 3 和信 


解 上 旺 半 方 恨 因子 不 如 前 题 中 的 正 辟 丽 救 于 样 光滑 ,所 以 我 们 不 应 期 铺 完 全 同样 快 地 收 浆 ,而 
确实 了 岂 办 在 到 ， 


如 2 二 在 上 0 13 











四 . 131 1202 0.19228 .1323 上 ,1323 针 








近似 值 | 六.145 








值 0.152 看 来 就 是 所 采 的 ， 
15,43 什么 是 Gauss-Chebyshev 公式 ”? 
解 gm 取 ifr)=1、 1- 的 高 斯 末世 为 


六 3 so， 


1 一 








自 蛮 基 人 悄 ， 为 训 沈 Chebyshev 多 项 式 的 汪 点 
了 ,fa = cost arecossd ]. 
与 其 外 观 相 反 , 它 确实 此 :个 开演 多 项 式 . 其 宕 点 为 


厂子 _ 
2 | 


所 有 系数 凡 , 均 简 单 地 为 xra, 戴 断 误 差 为 




















15,44 应 用 =1 的 GaussChebyshev 公式 来 验证 加 悉 的 结 采 
1 1 ， 
| | d> 一 工 . 


.证 1 -2 




















解 上 且 对 za 上 我 们 得 到 了 (01)-eosfareeosr)= 了 由 于 它 只 有 :个 过 点 ,我 们 的 公式 起 化 成 
Tryf0) .由 于 m 一 1 的 Gsuss 公 式 对 不 太 上 - 尝 的 多 质 式 为 精确 的 , 马 知 的 积分 精确 地 为 mv(0) 一 
T- 


1 有 
15.45 应 用 呈 =3 公 趟 于 | (xd4A YY 1 一 2) dr， 
-1 


解 上 直接 地 和 由 定 文 我 们 得 到 T3fz) 一 442 -34 .所 以 了 一 昌 ， rs =v372， 工 3 二 v 32 Gauss- 


Chehyshev 公式 现 产 生 (n/3)| 0+ 呈 - 也] = 3r/8, 它 也 是 精确 的 - 





补充 题 


15,46 证 明 PTY) -PITr)T apP ifz) 如 下 而 那样 此 才 录 .从 Legenrlre 密 项 式 的 定 浆 有 





Pr = 过 az .Der12z) 
应 骨科 积 的 阶 导 数 定 埋 得 到 
一 有 一 
Pr 8 | d (21+2 人。 d 一 【2 一 D2] 


辽 " 有 ! 了 dz 2 dr 








其 作 从 机 








1 有 


TS， 


JS ， 


15， 


1S. 


引 3 


,4 


,9 


.0 


.1 


生生 


一 PT] -1 
证 虎 ( 人 -3P2r》 -2cP33TA Pr 如 F 令 :0 0 ra 


1 上” 1 个 1 -prs 一 有: 生 各 地 微分 记 二 程 ,得 到 
fr 2 0 





f2p 寺 jzs -Tt2n2z” -0 
(rs 2 
地 后 地 得 刘 
《2 
3225]e 二 人， 
它 简化 为 人 
图 上 中- sa72201 立 得 所 襄 求 的 站 采 ， 
微分 题 15.21 的 结果 并 与 题 15.47 进行 比较 来 证 明 
Pr 
出 是 15.21 党 证 时 对 同 有 的 本 一 Pt) 一 TD 





月 通 15.46 来 证 明 PDTrto+D PLD-( Dr1P500， 
日 黑 15,46 来 证 昌 

下 (PP rr) 
热 后 志 用 竹 苦 方法 来 验证 

Pt1) - 1 Pentty 《至 和 








f2 .4) ， {2 46 
_ - 3 《人工 
最 电 有 PP (D 2 姑 | (2 


出 于 Legendre 区 项 式 为 非 侦 部 奇 一 数 , 也 元 证 明 
Pi 

用 题 15.46 有 行 . 物 米 证 明 Ptr 下-T2n417PCr 

Pr 的 首 项 条 娄 , 卫 骨 所 智 为 4 =(2n1 27222030. 证 明 宅 这 可 以 写成 

3 .5 .7 aa-=-1 1302m -有 











4 上 之 3 了 好 昌 
划 =3 的 情况 许 算 fiauss-Iegente 自 变 壤 填 与 系数 ,证 明白 恋 基 借 为 -二 ， 全 忆 基 对 -rs = 人 0 
系数 为 号， 天 对 其 他 nk 系数 为 5/9， 
对 王 * = 和 验证 这 些 (Ciauss-Legendre 白 杰 量 值 及 系数 为， 
LE 人 4 
0 加 0.568K8889 
十 自 .338.46531 二 二 了 呈 丰 之 吕 和 了 
上 站 ,号 必 各] 了 9 外 】 册 
or 
应 用 题 15.54 的 3 点 Ganss 公 碟 于 下 足 画 数 的 杠 分 ， | st .这 个 结果 与 本 了 点 Simbeon 公 人 (三 


号 外 
14.17) 世 得 的 外 毕 相 直 较 情商 嫩 ? 


亲 | 
应 用 GausrLegendre 2 点 公 式 (= 2 于 | 一 一 5df 并 将 之 与 精确 值 xi2s 1.5708 进 行 此 耽 ， 
au- 了 


和 和 用 题 15.57 中 的 呵 数 wy = 170 + 将 尘 出 -2 公式 的 线性 配置 多 项 式 乔 3 次 密切 多 项 去 子 
以 图 解 .{ 参见 题 15.25.) 











] 
验证 我 们 的 各 种 公式 接近 | -rdxr 0.7834 ( 精 傅 列 4 位 ) 到 什么 梨 度 ”同时 还 应 甲 某 些 具 恋 基 等 中 


1 
公式 于 该 积分 哪 - 种 算法 工作 得 抽 好 ?也 - .种 最 客 易 用 于 于 算 ” 哪 - -种 最 易于 通过 编 哥 进行 月 动 
计 钼 ? 























35- 


1S ， 
-67 


15- 


1s 
15， 
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15- 


.4d 
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.7 
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-80 
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黎 十 下 本 murs 电信 

















as 
3 ， 


加 15.35 中 车 由 区 定 区 计 各 Laguctrre 多 项 式 上 名 和 一 















































| tr 一 
9 














pf 为 任 柯 -个 这 种 多 项 式 ， 
题 15.10 和 15.11 的 堪 法 来 证 吉 


寺 



































| nd 
2 和 
虑 用 Camss Lagurrre 卫 是 会 式 稀 矢 到 这 些 精确 续 吴 ; 
| ce redr 一 了 | | 0 eadyr 一 31 
牛 六 


并 了 点 (iauss Laguerre 查分 接 出 折 确 的 白 灾 星 什 与 系 儿 ， 
出 上 题 的 会 式 来 台 评 


四 


| ed 和 ccsdy 一下 
1 0 
族 用 定 -日生 - 省 会 式 拉 尝 油 " 机 | ”Cordr ， 
0 
ae 


站 用 一 折 和 了 = 有 公式 于 正光 请" 积分 |， CogfL T da， 





正明 | 。 aide 0.2797 精确 到 四 人 


站 


上 题 15. 39 中 疮 册 的 定 灾 计算 Herrmnite 才 项 式 直 到 二 一. 




















四 








汪 明 fauss-7 Taeriite 1 点 公式 力 


2 





它 应 用 玉 2 = 于 

导出 -了 的 Gaow-EFraite 近 要 的 精 贿 会 式 .将 它 生 | 
4 点 利 吕 点 公式 复制 这 个 结果 放 多 接近 ? 
| 已 es 了 中 = Te 14+ ee 1 38 人 0. 


一 绽 


二 点 和 昌 点 公式 与 直面 这 个 铅 颗 相合 到 什么 程度 ? 




















| 
2 
一 、 























| 全 = 0.11994， 


上 尼 
让 下 | Le 7 -dr 1.343 崔 确 到 位， 
计算 | ee TH 2dr 准 形 到 3 位. 


计算 人 pgtL + r23dy 准确 到 3 位 






































应 用 w =2 的 Gauss-Chehyshev 公式 二 下 面板 从 的 精 帮 验证， 
-1 2 
-二 -区 
| . 二 2 ， 





“1 一 -一 
或 下 三 的 自分 | eesr vv 1 dzr 淮 厅 到 3 伺 . 


求 下 硬 的 积分 | 从 确 到 了 入 


evfrjdy ssvXwt0) . 它 寻 次 数 下 大 


象征 盟 上.59 中 电 伴 率 有 到 | 柯 的 谨 法 上 | ee = 3 1044 并 过 定 出 那个 短 训 


找 册 了 22 的 过 避 并 腕 证 存 志 15.2 中 为 一 2 区 出 的 自 变 量 值 机 系 冯 . 
题 1$.9 中 的 方法 来 让 浊 站 0) 大 在 下 面 的 总 六 二 对 任何 低 于 于 灾 隐 多 质 起 来 谋 者 是正 芝 时 , 革 


-已 来 得 到 


上 站 和 涉 证 福 汪 肯 时 





开工 的 多 项 式 是 精 俩 的 ,将 


` 个 精确 结果 


1 


第 十 六 齐 亲 异 积分 


襄 日 地 空 用 前 琴音 的 全 式 是 不 骨 智 的, 矶 有 那些 会 式 均 建立 厢 国 数 >(z) 可 以 方便 地 用 
一 个 多 项 式 来 道 近 的 仍 设 上 .如 华 不 能 方便 好 道 近 , 那么 这 些 公 式 所 产生 的 结 水 即使 不 是 完全 
党 不 住 也 只 能 是 痊 劲 的 .可 以 自 球 的 吓人 们 肯定 不 会 像 下 面 那 闪 应 用 Simpson 法 见 ， 
| 了 < -1+400)+ 寺 | = 主 . 
但 是 不 那么 明显 的 奇异 点 也 许 会 区 时 被 朴 急 . 把 此 于 多 项 式 的 公式 用 于 导数 有 奇 点 的 国 数 之 
尝试 也 不 是 很 恰当 的 .由 于 多 项 式 其 有 无 穷尽 的 光滑 导数 , 所 以 把 它们 用 于 导数 在 奇 点 的 通 数 
是 不 理想 的 ,所 得 到 的 结果 常常 足 莽 劲 的 . 



























































奇异 积分 过 程 
存在 多 种 用 于 处 理 奇异 积分 的 过 程 , 它们 或 用 于 奇异 的 粹 积 函 数 或 用 上 上 无穷 限 积分 卡 列 
各 过 程 将 予以 举例 说 明 ， 








. 上 咯 去 奇异 性 也 许 会 获得 成 功 , 在 基 些 环境 下 使 得 能 用 认 来 龟 多 的 自 变 基 值 =, 直到 获 
得 满意 的 结果 为 引 . 

- 级 效 展 开 被 积 函 数 的 全 部 或 部 分 , 然后 逐 项 地 积分 , 假如 收 黎 得 是 够 快 , 则 它 是 一 种 受 

. 草 减 奇异 性 也 就 是 把 积分 分 解 为 奇异 和 非 奇 时 两 部 分 , 奇异 部 分 可 用 上 经 典 的 分 析 方 
法 , 非 奇 拭 部 分 可 无 忧虑 地 应 用 我 们 的 近 做 积分 公式 ， 

. 变量 变换 是 分 析 中 最 有 力 的 武器 之 一 ,这 里 也 许 能 把 围 难 的 奇 措 性 改变 成 较 容 易 处 理 
的 情况 , 或 者 它 能 把 奇异 性 完全 移 开 ， 

5. 相对 于 一 个 参数 作 微分 , 这 涉及 把 所 给 的 积分 归 入 - . 族 积 分 并 随 之 通过 微分 来 揭示 这 
族 积分 的 某 些 基本 性 质 . 

Gauss 方法 也 能 处 理 某 些 类 型 的 奇异 性. 如 何 参 照 上 一 童 将 乞 以 指明 . 

. 渐 近 级 数 也 是 有 关 的 , 但 这 个 过 程 将 在 下 -- 章 中 处 理 ， 


二 





让 > 


TD 





廿 - 


~ 全 














题 解 


16.I 比较 应 用 Simpson 法 则 于 z 的 积分 在 智 近 上 与 运 离 零 处 的 结果 ， 
解 ”人 首先 我 们 取 区 间 介 于 1 与 1.30 之 闻 , 步 长 为 请 -0.05, 因为 我 们 早 些 时 在 题 14.11 中 已 作 
过 这 个 计算 .Smpson 法 则 给 出 一 个 准确 到 5 点 的 结果 . 甚 双 梯形 法 则 给 出 的 癌 差 也 仅 为 0.00002. 现 
将 Smpsor 法 刚 用 上 0 与 0.30 之 癌 前 积分 .此 时 积分 区 间 长 底 相 同 , 然 而 包含 了 /了 之 导数 的 -一 个 克 
点 ,我 们 得 到 | .aa s 兰 0.010864 .由 于 准确 值 为 1.0954. 我 们 的 结果 村 座 确 不 则 3 佑 , 混 关 大 了 
100 索 售 ， 
16.2 和希 略 /yz 在 导数 中 的 奇 蜡 性 并 应 用 Simpson 法 则 伴 以 逐次 纺 小 的 区 癌 大 其 影响 为 何 ? 
解 ” 叶 Polya 萤 经 让 明 { Me 大 Z .1933) 对 于 这 种 类 型 的 函数 { 本 身 连 续 导 数 有 奇 点 ), Simpscn 法 


则 和 其 他 类 似 类 型 前 公式 都 应 收 莽 于 精确 积分 .计算 说 明 这 些 结果 ; 









































第 十 具 齐 坷 扫 积 分 ,137 ， 











| 、 工 dr 自 .063 从 .6 三 呈 站， 有 有 丰 看 号 用 . 折 丰 在 和 4 在 
夏 





收 北 忆 273 虽 慢 仁和 还 是 像 该 发 生 的 那样 出 现 了 ， 
】 
146.3 确定 忽略 奇 异性 并 应 用 Simpson 法 则 于 下 面积 分 : | (1 vaz)dr = 了 的 影响 . 
全 





和 解 辐 此 处 被 积 芍 数 本 身 有 一 个 间断 ,而 且 是 :个 无 穷 大 点 , 然而 Daws 此 Rabinowitz 牙 证 遇 
13514M Journaf, 1965) 存 在 收 剖 省 ,他们 发 现 Smpson 法 则 产生 这 些 茜 果 , 这 表明 了 和 忽 瞳 奇异 性 有 时 





17 上 剖 和 128 了 3 312 1024 2 








近似 积分 1.84 TI 的 1.92 1 .94 1 .5% 1.97 


这 个 收 俩 也 是 慢 的 ,但 还 是 像 该 发 生 的 那样 出 现 了 .在 当今 的 计算 速度 下 , 慢 收 总 可 能 不 足以 去 
次 定 一 种 算法 . 然而 , 通 澡 有 这 样 的 问题 ,在 一 个 长 的 计算 中 念 入 误差 的 影响 有 多 大 .对 这 上 -个 积 
分 梯形 公式 取 天 = 元 呈 时 的 结果 为 E.98 而 度 用 Gauss 48 点 公式 到 这 个 区 亲 的 154 上 时 (总 共 192 
点 ) 得 到 的 是 1.99. 


16.4 ” 衫 定 希 略 奇异 性 并 应 用 Simpson 法 则 和 Gauss 法 则 于 下 面积 分 的 结果 ， 


1 
| 工 sin 工 du < 0.6347. 
站 本 





解 ”IEF 此 处 的 被 积 函数 有 :个 无 穷 间断 而 且 还 是 高 钴 振荡 的 .这 种 组 合 质 期 会 得 成 在 数值 计算 
上 的 困难 . Pavis 与 Rahinowitz( 和 参看 上 - ' 题 ) 发 现 Simpson 法 则 是 失败 的 ， 


1 全 128 256 S12 1024 2048 


近 和 积分 












Ganss48 -点 公式 也 不 见得 好 些 .所 以 奇异 性 并 不 前 是 能 被 恕 略 的 . 
1 
16.5 “计算 奇异 积分 | (ery JJdz 精确 到 3 位 
性 
解 i 直 摊 使 用 Tayler 级 数 导出 


2 了 荆 572 ] 
oa 


1 。， pr tf 工 并 荆 
jevvade = 产 +z + 了 7 + 


1 1 1 1 
-23 18 


在 头 几 项 之 后 级 数 快速 地 收 笋 并 且 假 邵 带 要 的 话 更 高 的 精度 也 是 容 易 达 到 的 .注音 1/ 的 奇异 性 
在 该 角 数 中 已 作为 第 一 项 来 处 理 ,( 和 参看 于 题 .) 
16.6 应 用 “削减 背 异 性 "方法 于 题 16,5 的 积分 . 


解 记 该 积分 为 工 我 们 有 





二 923 


1 了 1 ez -1 
了 -| 访 daz+| - 疡 1dz. 
第 一 个 积分 是 初等 的 而 第 二 个 没有 奇 点 , 然而 ,由 于 faxs - 1)/wx 在 0 附近 其 性 态 与 "了 相似 , 它 确 有 
“个 奇 点 在 它 的 一 阶 导数 中 . 正 俐 我们 在 题 16.1 中 所 总 ,这 就 足 避 使 近似 积分 不 精确 . 
这 种 削弱 的 思想 可 以 推广 到 将 奇异 性 推 人 一个 高 阶 导 数 中 . 询 如 ,我 们 的 积分 还 可 以 写成 


人 ] 了 
十 下 e@7” 一 1 一 上 
r=| 可 + | qd7 . 
让 开 一 用 














1 外 获 生 全 和 析 | 





上 | 天 


.第 一 下 





芝 [ 细 带 昌 抽送 二 可 以 站 篆 数 函数 级 数 中 泪 赤 贝多 前 其 他 的 下 .让 里 的 第 -个 和 分 请 
可 以 鱼 我 们 的 公式 来 伏 埋 , 员 然 级 敏 方法 五 来 在 试 种 青 扣 下 世 是 可 打折 ， 
16.7 通过 :个 变 攻 变换 来 计算 题 16.5 的 积分 . 
解 ”本 安居 变换 { 或 蔡 焦 1 可 能 呈 积 分 中 最 有 和 效 的 下 盘 . 这 出 我 们 令 了 、 了 升 笃 刊 了 ?| 由， 
它 证 有 任何 促 类 的 奇 捍 忻 , 其 至 他 它 了 刚 导 数 中 也 没 笛 这 个 积分 可 以 出 我 朋 枫 在 疝 “条 会 式 吉 在 上 
委 也 可 以 用 级 数 展 着. 









































no 
16.8 计 包 | 《cas 1ogr de 站 确 到 日 他 小数 . 
.0 
解 。 攻 这 几 末 用 的 过程 如 苛 题 16.5 中 所 用 咏 ,使 用 eeosr 的 级 数 , 和 分 变 成 


1 6 ， 
| 写 十 人 2 jlogcdr， 
0 








31 相 全 
使 册 初 等 积分 
P ， 1 1 1 1 1 加 
| .> log.rdr = 下 1 上 | 1， 人 1 入 
积分 被 换 成 级 数 
1 1 
2 


它 化 向 为 -0.946083 ， 


16.9 道 过 一 个 变量 变换 来 计算 | sin .dr , 它 把 范 穷 区 间 的 积分 转 痪 成 -个 有 限 区 间 ， 

















解 E5 今 :=1/t 则 该 积分 就 变 成 了 站 sacrds ,已 豆 届 串 科 问 秀 近 贫 产 法 加 训 让 委 沪 择 
Tayler 级 数 展 开 广 导出 
1 1 1 1 1 
jntrodz 20 35.600 
粹 傅 到 6 位 只 砂 4 项 起 作用 , 顷 果 为 0.310268、 
16.10 ”证明 用 在 题 16.9 中 的 变量 交换 欧 | se:dt 转换 反 了 “个 坏 的 奇 沸 积分 , 所 以 料 相 
分 区 间 转 换 盛 有 限 长 度 基 不 总 是 有 用 的 “和 步 . 
证 同 取 <- 17 我 们 得 到 出 现在 题 16.4 中 的 积分 | 二 sin 一 dz ,在 接近 0 时 它 疆 列 旭 振 汉 ， 






































:了 
旋 了 
使 得 数值 积分 几乎 不 可 能 .这 个 问题 的 积分 最 好 以 下 章 中 所 讨论 的 渐 下 户 法 如 以 处 理 ， 


了 


16.11 通过 在 snz 淮 点 之 问 的 直接 估算 来 计算 | 二 sinxzdz, 央 此 展开 成 一 个 交错 级 数 创 


JJ 








部分. 
解 ” 喧 7 应 用 Gauss8 点 公式 到 条 个 相继 的 区 间 (0 2) (2,3), 等 等 ,落得 的 结果 为 

















区 问 积分 区 滞 积分 
11.2 -107242 (2 3 fo07321 
13 ,4 0.001285 (4,5) 0.000357 
(5,61 -0.000130 (6.7) 0.000056 
(7.8) 一 0.000027 (8.g 0000034 
(9,10) 一 On0n0008 














总 下 举 因 -0.11094, 它 叭 确 公 于 位 

这 砷 鸡 有 限 长 壮 的 区 间 的 直接 佑 算法 从 其 精神 实质 来 说 奖 但 于 驾 略 奇异 竺 方法 开 限 实 人 下 
被 个 右 限 入 换 秆 所 到 代 , 看 林 情况 填 取 10. 在 上 共 后 的 对 租 仆 的 页 贾 就 夺 要 求 狼 精度 所 言 可 以 老 
虑 为 零 ， 
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106， 
56， 
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了 6， 
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16. 


16 


06。 


16， 


第 十 六 各 奇 措 由 分 





四 站 本 一 2 人 
用 对 参数 微分 法 来 计算 | er dz ， 
解 上 5 这 题 说 明 对 积分 问题 还 是 有 旭 外 的 处 理 方法 .我们 从 将 这 个 问题 归 人 到 一 族 类 似 的 癌 题 
开始 .对 于 正 的 全 
F(D = | dr 
个 
由 了 于 这 个 坷 潮 积 分 的 快速 收 误 允许 在 积分 导 下 凰 分 , 接 郑 我 们 得 到 


5 了 
F(0=-2 荆 。 > “dr ， 
看 














现在 引进 变 基 变 换 y = !7c, 它 使 积分 得 到 可 喜 的 简化 
亚 "fr) = 下 = -2Ffr)， 
月 


国 此 FfO= Ce 2 而 常数 C 可 以 从 已 知 结果 求 值 : 


的 cr 
FK0) - | ee dc 一. 
恬 


结果 蚊 | ee 工 ,ae 2 
峰 
对 于 ! 一 工 的 特殊 情况 , 其 结果 为 0.119938 准确 到 6 位 . 





补充 丁 


1 1 
0 0 


对 题 16.13 中 的 第 二 个 积分 使 用 秋 次 缩小 的 具 区 间 , 并 注意 到 收 黎 是 看 癌 精确 值 :174. 


比较 以 玉 = 立 应 用 Sirmpson 法 则 于 | 并 由 人 和 | logrdz 之 师 果 . 


用 级 教 蝴 开 法 对 | Lanz /ad 估计 到 3 位， 
应 用 期 减 奇 异性 的 方法 于 题 16.15 中 的 积分 , 得 到 一 个 初等 积分 和 一 个 直到 二 阶 导 数 没有 奇 点 的 积 


分 . 
忽略 题 16.15 中 积分 的 背 异 性 并 应 用 Simpson 落 则 和 Gauss 公式 ,持续 地 使 用 更 多 的 点 .这 个 结果 是 
咨 需 着 题 16.15 中 计算 所 得 值 收 秀 ? (定义 在 零 处 的 被 积 函 数 如 你 所 大 望 的 . ) 


用 关于 沸 数 栖 数 的 级 数 来 千 算 | logxdz ,准确 到 3 位， 

让 
通过 起 略 奇 异性 并 应 用 Simpson 法 则 及 Gauss 公式 计算 上 题 的 积分 , 这 个 结果 是 否 朝 着 题 16.18 计 
算 所 得 值 收 侣 ? 《定义 在 零 处 的 被 积 函数 如 你 所 希望 的 ) 








利用 级 数 证 明 
1 logz 1 】 g 2 1 logx _ 
| jar =- 6 | ar =- 12， | -adz = 8 


验证 | [e+ zx]dz -= 0.6716 准确 到 4 位， 
二 站 “ 
茧 证 三 ezlogxdz = 一 0.5772 准确 到 4 位 . 
J0 
验证 全 sr-wzdz = 0.2797 准 苞 到 4 位， 


得 


验证 「 =vzdr = 0.8862 准确 到 4 位. 
业 





| 
验证 | (1 v - logzr)drz = 1.772 叭 确 到 4 位. 
.日 


验证 六 cnmntes sinr) dz= -0.3069 准确 到 4 位 . 


第 十 七 齐 和 与 级 数 


数 与 画 数 作为 和 的 表达 式 


化 应 用 数学 中 数 与 男 数 作为 有 限 或 无 限 和 的 表达 式 被 证 明 为 非常 有 用 的 . 数值 分 研 以 各 
种 方法 开发 此 类 表达 式 ,包括 下 面 的 : 


1 ， 


(D 


上 




















缩短 法 (itelescoping method) 使 一 个 长 的 和 置换 成 短 的 成 为 可 能 . 对 计算 机 来 说 它 县 有 
明显 的 优点 .经 典 的 例 六 为 








] 国 1 1 
1:.2 2.3 3-1 32 十) 
1 工 工 _ 了 工 | | 
=|1 + | 3 + + 好 +1 
加 _ 
好 十] 


在 此 例 中 可 以 看 出 此 法 的 中 心思 想 . 每 一 项 为 一 个 莽 所 置换 . 


. 快 收敛 无 穷 级 数 在 数值 分 析 中 为 主要 角色 之 一 .典型 的 例子 是 关于 正 张 与 余弦 苑 数 的 





级 数 . 对 了 于 被 表示 的 函数 而 言 每 个 这 种 级 数 都 是 一 个 计算 近似 值 的 极 好 的 算法 ， 





. 加 速 法 已 经 为 收敛 较 民 的 级 数 开 发 出 来 .如 果 为 了 达到 所 要 求 的 精度 必须 用 太 多 的 


项 ,那么 金 人 误差 以 及 随 着 长 时 间 计 算 而 带 来 的 其 他 脓 烦 可 能 妨碍 精度 的 达到 , 加 速 
方法 修改 闭 算 的 进程 , 或 者 换 句 话说 ,它们 为 了 使 全 程 的 作业 缩短 而 改变 站 法 

Euler 变换 是 一 种 常用 的 加速 方法 .这 变换 在 较 早 的 章节 中 导出 过 . 它 用 另 一 个 首 
常 是 更 快 收 伍 的 级 数 来 置换 已 知 级 数 ， 

比较 法 是 另 -- 种 加 速 的 手段 . 其 做 法 基本 上 与 削减 奇异 性 方法 相同 , 它 将 一 个 级 
数 分 解 为 一 个 类 似 的 但 是 已 知 的 级 数 和 另 一 个 比 原来 的 收 伍 得 更 快 的 级 数 . 

特殊 的 方法 可 以 被 设计 来 加 速 某 些 函 数 的 级 数 表达 式 . 对 数 函 数 与 反正 切 品 数 音 
被 用 来 作为 例证 ， 























. BernouHi 多 项 式 由 


Be(z) = 六 | jBe rr 


rz 一 


给 出 , 其 中 系数 Bi; 由 


Bn = 1， 卫 | 4 = 
所 克 定 ,对 于 = 2,3, 等 等 .Bernoulli 多 项 式 的 性 质 包 括 以 下 的 ， 
Bi(z) = (zz)i 


有 (rz + 二 一 BBCzy = 这 1 
1 
| Bi(z)dz = 0， 当 > 0; 


Bi 二 = 旦 (0》， 当 了 > 二. 
Bernouli 数 已 定 六 为 
本 二 【一 1 1B2 
对 ;=1,2, 等 等 
整 次 赛 的 和 与 Berneulli 多 项 式 以 及 Bernoulli 数 相关 联 . 两 个 这 种 甘 系 式 为 


Bra+l)-- 呈 0) =， 1 百 【2T)2 
由 一 一 +l. | 一 - -天 
2 户 +] 及 4 202 站 1 
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$. Kuler-Macjaurin 公式 可 以 通过 使 用 Bernoulli 多 项 式 被 说 层 地 导出 并 有 旦 得 到 一 个 误 状 
合计 . 它 可 以 作为 -种 如 速 方法 .Euler 常数 
C = iml1+ 寺 + 二 + 全 二 圭一 loga| 
可 以 用 Euler Marlaurin 公式 来 估算 .6 项 就 足以 产生 几乎 10 位 小 数 的 精度 ， 
5, 关于 的 Wallis 磁 积 为 
rr 4 
字 1 3.3:5， 5 .7…(2K& 一 上 )f28 二 革 ) 


它 用 来 得 到 关于 大 阶乘 的 Stirling 数 , 它 其 有 形式 











pe 户 3 六 3 (一 了 ) 7 机 
leg 142 3 十 5 一 二 24-1， 
VY 2 1/ < 4 【2 大) 2 一 于) 


二 仍 为 Bernouii 数 . 较 简 单 的 阶 药 遂 近 
1 二 VRHMREI1LA2e 
正 是 用 了 一 项 Stirling 级 数 的 结果 
, 渐 近 级 数 可 以 看 作 是 加 速 方法 的 另 一 形式 .虽然 通常 为 发 巩 的 ,但 它们 的 部 分 和 县 有 
一 种 有 用 的 狂 质 .经 典 的 情况 包含 了 形 如 


SS 【并 ) 一 2 上 
的 和 , 对 所 有 z 当 ” 趋 辣 无 穷 时 它 发 散 , 但 是 当 x 趋向 无 穷 时 ,有 
timzr[FCzr)- SCz)] = 0 “ 

用 5S.(z) 作 为 F(z) 的 抽 近 时 , 对 于 大 的 自 变 量 x 其 误差 可 以 简单 地 通过 考察 级 数 被 
略 去 的 第 一 项 非常 容易 地 估 得 .Stirling 级 数 是 这 类 渐 近 级 数 的 一 个 知名 例子 .与 它 大 
朵 相 同 的 想法 也 可 以 扩展 到 其 他 类 型 的 和 ， 

分 部 积分 可 将 许多 平常 的 积分 转变 成 渐 近 级 数 .对 于 大 的 * 来 说 , 它 可 能 是 对 这 
些 积分 进行 估算 的 最 好 方法 ， 


~ 





题 解 
缩短 法 
17.1 对 > ie 二 进行 估算 . 


解 贱 这 是 另 -种 缩短 和 .我 们 容易 得 到 





缩短 法 当然 就 是 盆 在 第 5 章 讨论 过 的 差分 项 求 和 .和 > ,yw 了 可 以 方便 地 估算 , 假如 w 可 以 表示 成 - 


yi1log: = - > [logfi 一 1) 一 logi] =- logn. 
:22 42 


下 自 
个 差分 ， 岗 为 这 样 -来 网 吕 > 4 加 1 一 荆 。 ， 


17.2 对 埋 和 y， i 进行 估算 


解放 由 于 宕 可 以 用 阶 滋 多 项 式 来 表示 . 它 反 过 来 可 以 表示 为 差 (参看 第 4 党 ) ,任何 这 种 宪 和 可 
以 被 短 短 ,在 本 例 中 


兄 


了 一 了 TD 十 2 十 看 站 十 9 
4 = 上 





WA 9] 
-4[ 却 ， 十 本 + 二 


"14 


数值 分 机 








- 六 人 F 12 1 冯 ( Fi 全 人 | D0+ (av 





一 0 Ht2n 11310302 4 38 一 人. 
线 担 的 医生 可 以 汪 亿 的 方式 处 理 . 
对 >2, (2 +3i+2) 进 行 估算 . 


4 上 


解 # 罗 口 于 季 和 可 以 通过 和 差 进 行 估算 , 所 以 多 项 式 值 的 和 是 易 得 的 融 产 品 .例如 ; 





六 3 Y'2 _ Ra + (et D +2n。 
7 -1 rr 上 “1 
mm 


解 “4 它 也 能 够 写成 益 分 的 和 , 问 起 第 4 章 中 具有 和 负 指 数 的 阶乘 多 项 式 , 我 们 得 到 
1 可 1 1 
2afr+1 20+1to2 t+ +2) 
得 出 已 AT 
并 由 此 得 出 已 知 和 缩 逢 为 二 了 TD 
在 本 例 中 这 个 无 穷 级 数 是 收 敏 的 ,而 且 





1 1 1 
2 i++2) 4 


二 1 





-| 加 生 一 四 
对 2 7 1 区 进行 估算 . 














解 SB 侧 这 种 简单 的 有 理 丽 数 { 以 及 在 题 17.4 中 容易 求 利 .这 里 


四 | 1 1 机 
过 认 = -1 2 3 证] 交 +2 十 3 


=] 





， < 3 11 
该 无 穷 级 数 收 效 了 过 En 








快 收敛 级 数 


17 ,在 


17.7 


siny 屡 成 的 Taylor 级 数 ,要 取 r 和 振 的 多 少 项 才能 对 0 与 r72 之 间 的 所 有 自 变 基 提供 8 
位 的 精 庆 *? 

解 睫 由 季 级 数 sinr = > (- 1)ir2arl02i+1)1 为 具有 稳定 递减 项 的 交错 级 数 . 只 用 ”项 时 其 
截断 误差 将 不 超过 第 {n + 1 项 .这 类 级 数 的 这 个 重要 性 质 使 截断 误 盖 的 估计 变 得 相对 地 容易 .这 里 
我 们 得 到 fm/27257151 910 风 ,所 以 正 绰 级 数 取 ? 了 项 对 整个 区 间 中 得 到 8 位 精度 是 确定 的 . 

这 是 -个 快 收 贫 级 数 的 例子 .由 于 其 他 的 自 变 量 可 以 通过 函数 的 周期 性 来 处 理 , 所 以 所 有 的 目 
变量 均 被 禾 盖 .然而 要 注音 , 在 自 变 量 的 化 简 中 会 出 现 有 效 数字 的 严重 损失 , 例如 , 取 zs31.4 我 们 
得 到 

















Sny sz sin31.4 =sinf31.4 一 10 ssinf31.4 一 31.416) 
=sin( -和 .016) ss 一 人 .016 

败 同 样 的 太 法 sn31.3s 0.116 而 sin31.5=s0.084. 这 就 意味 着 ,虽然 输入 数据 31.4 已 知 有 3 位 有 效 
获 字 , 吕 是 输出 数字 这 一 位 月 效 数 字 才 不 肯 定 . 基 本 上 是 笛 变 量 r 小 数 点 者 过 的 数字 位 数 决 定 所 得 
到 的 snr 的 靖 夭 ， 

e 展 成 Tayjor 级 数 要 取 * 戎 的 多 少 项 才能 对 0 与 1 之 间 的 所 有 自 变 莉 提 供 8& 位 的 精 
度 ? 

解 ”g 这 级 阔 就 足 邵 悉 的 e: = 2 .用 了 于 它 不 基 变 错 级 数 , 其 截断 误差 不 会 是 小 于 弃 掉 前 


第 “项 . 这 里 我 们 采取 -个 简单 的 比较 试 用 . 候 如 我 们 将 级 数 在 e" 项 后 截断 , 财 其 并 关 为 


本 




















四 Ta+1 】 


人 工 加 1 
让 DT 
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17 .8 


17 .9 


及 出 于 了 和 1 该 说 盖 将 不 会 超过 


| | 1 1 了 
-一 一 一 | 1 - 一 
fn Fl ! sz 《人 十 2 ] 


Let1 _ 1 


一 111 “1 - 1 + 2) 








_ 
【3 一) 十 二 

敲 它 讽 强 超过 第 :个 略 云 的 项 当 ， -1 时 这 个 误 芒 恰 的 为 六 1 全 因 了 面 袁 明 过 项 式 为 于 次 的 : 鲍 
旭 , 在 = 上 处 相继 的 项 如 下 ; 

1.00000000 0.S0000000 0.84166667 0.00138889 了 .UD002480 000000028 

1.00000000 0.16666667 0.00833333 0.00019841 0.00000276 0.00000003 
它们 的 总 和 为 2.71828184, 它 在 最 后 一 你 上 由 于 含 入 在 “个 单位 的 说 差 ， 

这 个 误 善 曾经 能 肯 败 Lagrange 形式 ( 题 11.4) 也 作 过 估计 , 它 苔 出 





FE = 五 esr" 其 中 日 区 二 区 工 


=- 7 
计算 em 到 扣 个 有 效 数 裤 . 
解 ” 司 这 题 作为 例子 说 明 一 个 重要 的 竹 别 ,对 二 6 位 我 们 可 以 如 在 是 ,7 中 对 了 = .10 那样 进 
行 .然而 这 个 级 数 收 人 得 很 慢 昌 在 另 -类 的 果 烦 .村 作 为 二 个 较 太 数 的 闫 来 获得 这 个 小 数 时 我 们 要 
丢 秋 有 效 位 .工作 到 8 售 来 获得 e 10ss0.00004540, 它 只 有 皇位 月 将 数 字 . 天 交 句 级 数 中 常 有 这 种 到 
失 . 双 精度 算术 (以 两 倍 多 的 位 煞 进 行 工作 ) 俏 尔 傅 克服 这 种 困难 . 然而 , 这 里 我 们 简单 地 计 鼻 co 煞 
后 取 其 倒数 其 辣 果 是 e ussn0.0000453999, 它 准确 到 最 后 -一 位 ， 
在 题 14.34 中 秩 分 (27 [本 | ed 居 以 Taylor 级 数 法 在 “= ! 处 进行 计算 的 . 假设 该 
蝇 

级 数 用 于 大 的 值 , 然而 为 了 避免 舍 人 误差 的 增长 取 不 超过 20 项 相 如 .与 4 倍 精 确 相 
穴 可 以 取得 客 太 ? 
和 解 。 4 年 被 积 级 数 的 第 "项 符号 除外 为 2r3m -xf2n -ta 1 由 于 这 个 级 数 是 具有 入 和 定 遂 
减 项 的 交错 级 数 , 截断 误 益 不 会 契 过 黎 一 个 被 略 去 的 项 ， 

鱼 用 20 项 我 们 要 求 (2AAyzrdy 和 201 <5.10-3. 它 近似 地 导出 <<2.5. 对 于 这 种 自 变 基 级 整 
快速 地 收 繁 是 以 满足 我 们 的 约定 .对 更 大 的 自 变量 并 不 如 此 了 . 


























加 速 方法 


了 > .1 


17. 


并 不 是 所 有 的 级 数 收 伍 得 如 前 面 那 些 题 那样 快 .由 一 项 式 级 数 
加 | 


1 二 克 


2 





二 一 工 


从 0 到 z 积分 我 们 得 到 





了 上 
arctan 一 交 一 亲 才 二 了 一 才 了 
3 3 了 1 


在 工 =1 处 它 络 册 Leibnitz 级 数 





为 得 到 4 -位 精度 需要 这 个 级 数 的 多 少 项 ? 

和 解 ”HE 由 于 这 是 一 个 具有 稳定 递减 项 秀 交 错 级 数 ,所 以 截断 泛 差 不 会 超过 被 省 略 的 第 一 项 . 根 
如 这 个 硕 为 0.00005 或 更 小 一 些 , 我 们 必须 用 友 约 为 1720,000 以 外 的 项 ,这 也 就 是 要 10,.0p0 项 . 
对 这 么 大 县 的 项 类 和 我 们 可 以 预计 舍 和 人 误 盖 将 积累 到 最 做 单位 舍 入 误 营 的 100 倍 , 然而 在 情况 老 
到 难以 幅 信 时 该 累积 基肥 可 能 增长 到 最 大 误 益 的 10,000 倍 . 天 论 如 何 该 级 数 都 不 可 能 导出 关于 计 
算 rr4 的 令 人 满意 的 算法 ， 

应 用 11 章 中 的 Eujier 变换 于 上 题 中 的 级 煞 以 得 到 4 位 精度 . 

解 8 最 佳 的 过 程 是 将 前 几 项 加 起 来 并 对 科 下 的 部 分 应 用 变换 .例如 ,到 S 倍数 






































144 ， 


妇 值 分析 





1 了 + 人 76046 
列 出 随 上 后 的 几 个 倒数 素 它 信 的 益 分 如 下 : 
[004762 
+14 
.04348 66 
4 1 
DO04000 52 号 
一 206 一 1 
站 .0370D4 41 
255 
人 .034348 


Euler 变 搞 为 
113 1 1 1 
320 一 313 一 + 二 2 251 ”= 2 加 n+ 8 32m 人 
并 应 用 于 我 们 的 表 得 到 
站 ,02381 + DDOtnd +0DOO008 +D.DDoo0ol = 0.02494 ， 





最 后 我 们 有 
王 上 工 
了 了 
它 淮 确 到 5 位 .总 起 来 说 , 原 有 级 数 只 要 用 15 荡 而 和 是 10,000 项 . Fuler 变换 常常 会 产生 像 这 样 的 
极 好 前 加 速 ,然而 它 也 有 不 成 功 的 时 仿 . 


17.12 ”上 南 公 式 


=1- 村 二 霹 + = 0.76046+0.02494 = 0.78540， 





区 - 二 工 。， 工 
站 2arctan 5 十 arctan 7 十 2aretan 8 


来 计算 r/4, 进行 到 8 位 . 
解 E 李 这 例子 说 明 这 函数 会 有 网 和 特 萄 的 性 质 可 以 用 来 加 速 收 人 误 .级 数 





Bretany = 半 4 


对 世 在 涉及 的 自 变 基 值 都 将 快速 地 收 仇 .我 们 发 现 用 不 超过 该 级 数 的 5 项 得 到 ; 

















2arctan 四 = 站 .39479112， areTSDI 术 = 0.14189705， zarctan 言 = 人 .24870998， 


总 起 来 为 半 .78539815, 最 后 的 -- 位 谍 该 为 6， 
17.13 ， 为 估算 级 数 > -二 需要 取 多 少 项 才能 准确 到 二 位? 





F 工 

和 解 上 从 ;= 生 开 始 的 戎 都 比 0.0005 小 ,所 以 这 些 项 中 没有 一 项 会 独自 影响 第 三 位 小 数 . 线 

而 ,由 于 所 有 前 项 都 是 正 的 , 显然 从 ; = 45 开始 的 项 的 和 会 影 啊 到 第 二 位 ,也 许 甚 至 第 二 位 . Stegun 
及 Abramewitaf journal or SILAAM ,1956) 证 明 对 3 位 精 彰 来 说 实际 需要 5745 项 .这 是 慢 疏 效 正 项 级 
数 的 一 个 好 例子 . 

17.14 ”由 "比较 法 "估算 题 17.13 的 级 数 准 确 到 3 位 ,( 这 个 方法 类 似 于 通过 削减 奇异 性 来 对 
奇异 积分 进行 估算 .) 
和 解 LE 本 比较 法 卡 及 引进 -- 个 具有 同样 收 伍 速率 的 已 知 组 数 .例如 

ce 1 1L 1 

2 +1 2 和 2 if 他 + 1 


| 7 


后 面 我 们 要 证 明 右 边 第 一 个 级 数 为 A6. 第 二 个 比 其 他 的 收 各 更 快 ,并 且 我 们 得 到 























2 | 一 7 1 1 1 -]_ + 
妆 证 2 


正好 用 了 1 项 .从 276=1.64493 中 减 去 它 ,最 终结 果 为 1.07695, 它 可 以 全 入 到 上 .077. 
17.15 证明 问 题 17.14 中 得 到 的 络 果 至 少 准确 到 3 位 . 





第 十 七 章 和 司 级 数 





证 上 我 们 级 数 计 算 的 珍 断 谨 益 为 
1 ”1 2 
Enin< 之 之 2 计 | 








稍 后 莫 证 明 右 边 第 一 个 级 数 为 虽 /90, 而 第 一 个 至 少 为 1.08200. 这 样 已 < 1.08234 - 1.08200 
.00034. 岗 为 相 加 的 是 11 个 下 5 位 精度 的 数 , 所 以 其 舍 入 染 苦 不 会 超过 1151 ”本 此 , 合 起 来 
的 误 兰 丰 会 超过 0.0004, 使 得 我 们 的 结果 能 准确 到 3 位 . 




















17.16 应 用 比较 法 二 > > 二 过 一 
冯 人 二 
解 4 这 个 级 故人 上 题 中 昆 直接 求 和 的 .然而 ,以 此 为 例 说 明 比 较 法 如 何 芭 复 地 被 应 用 ,请 注意 
到 
sa 一 T 
习 二 二 -六 二 电站 
直接 估算 后 一 积 分 得 出 二 了 河 十 剖 + + 让 0 +， 它 得 出 0.51403. 从 /90 中 减 去 它 ,我 
们 得 到 
之 去 有 袜 二 08234 - 0.51403 = 0,56831 
它 与 上 两 题 的 兰 果 十 分 一 致 ,那里 同样 的 和 计算 得 0.56798 带 有 一 个 估计 误 凑 为 0.00034, 该 误 莽 
估计 几乎 是 完美 的 ， 
17.17 ”估算 》 二 到 4 位 ， 
ri 了 
解 ” 睦 这 个 级 数 收 误 得 过 于 慢 些 亨 不 能 令 人 灌 意 .应 用 比较 法 
Sn mw 和 1 己 1 
之 全 工 二 邮 (Di+1T 之 一 
右 端 第 一 个 级 数 是 可 缩短 的 , 在 题 17.4 中 已 知 它 精 确 地 为 - .后 一 个 可 以 直接 求 和 ， 
L+L++ + -+ + 
2 “216”960 ”3000”7560 ”16.464 
得 出 为 0.04787, 从 1.25 中 碱 去 它 ,最 后 我 们 得 到 的 - 1.20213 , 它 稚 确 到 4 位 ,关于 “个 更 
精确 的 结果 可 参见 题 17.39. 
Beraouli 多 项 式 
17,.18 “Bernoulli 多 项 式 Bi(z) 定 义 为 


= - SS 


Bi(0) = 互 并 推出 对 这 些 数 B, 一 个 递 推 公式 ， 
解 ” 睦 ' 将 > 杭 成 六 .我们 有 


Bi = 1 > La =0， 于是 -了 3 


把 它 邱 开 来 , 这 个 方 得 组 说 天 及 可 以 党 无 困难 地 逐个 决定 ， 





Bn = 1， 

Bo + 2B1 = 0， 

Hu +38Bi+3B，= 0， 

B0 1 4 了 + 6 + 4B3 - 0， 


娄 值 分 和 于 





等 次 .因此 头 几 个 下 为 





了 了 工 _ 加 了 工 
5n = 1 ， 了 B 二 >， 及 2 二 6 总 = 0， 症 ，= 30， 1 二 由 了 B5 一 机， 
等 等 .这 所 用 的 方程 组 世 可 描述 成 下 面 的 形式 
(有 + 0 当 大 = 2,3,…， 
亡 可 以 性 解 为 在 应 用 二 项 式 定理 之 后 符 个 "“ 短 "BRB: 可 以 换 成 旦 . 
17.19 寻找 Bernoulli 客 项 式 的 … 个 显 式 公式 . 
解 从 定 必 方程 各 上 面 处 理 过 的 -0 的 特殊 情况 有 
和 1 了 疡 鼎 
[ 王 和 1 玫 | - 习 直 了 Co 
引 较 两 过 产 的 系数 便 得 
1 1 ， 
下 下 (= 二 有 7 
或 者 
贞 ， 
Btzj = 习 | | 甩 -ar 
r= 站 “ 
头 几 个 Rernoulli 客 项 式 是 
0 Bi) = 了 3 一 计 十 六 zx， 
工 
iT 一 上 2， 日 4 了 一 4 2c3+ z3 一 二， 
工 
Ba(z) 一 并 + 在， Rs(z) = 妇 - 羡 r+ 训 2 下， 
等 等 .公式 可 以 概括 成 环 (z) = (<c+ 瑟 六 这儿 形 一 次 地 理解 为 应 用 了 二 项 式 定 理 且 随 后 每 个 “每 ” 
好 换 成 了 日，， 


17.20 证明 下 fr)= 后 (zz). 
证 和? 定 尺 方程 可 以 写成 





对 微分 并 以 上 通 陈 ， 





-= - [2 ]L 5] 才 


但是 写 交 方程 还 可 以 写 段 
te 志 也 
机 | = Ce-e[ 国 | 
并 比较 右 侧 的 系数 , BCz) = Pi(z) 对 于 =12,… 同 时 注意 通过 对 已 (z)- (rz+B) 的 形 起 
微分 立 得 同样 的 结果 . 
17.231 证 明 旦 (rt+ti) 一旦 (r)= Er 
证 过 形式 上 (虽然 进行 严格 的 证 明 万 会 大 图 难 ) 从 {B +1 -说 出 发 ,我 们 得 到 
间 je 
或 者 【有 + + 一 殉 有 + + 
从 Bernonlli 多 项 式 简 要 公式 ( 题 17.19) 它 立刻 转化 成 Bfz+1y-80z)=ireL 
17.22 证 明 玉 ;f)= Bf0) 当 守 >1 时 . 
证 gE 在 上 是 中 将 z 换 成 0 耻 得 这 个 结果 . 

















| 
17 ,23 证 明 | Btz)drz =0 对 让 = 2,…. 
本 





= 上 


， 沫 省 :原文 [一 TT 误 为 1 


第 十 七 章 和 与 级 枚 





17,24 


1 7 ,23 


17.26 


17.27 


17 了 ,28 


17 ,29 


证 本 伟人 漠 前 而 的 那些 题 , 有 


上 .1L) - 已 10 
| Cr)dz = 一 芒 ) c 1 - 
十 


给 出 Bofzr)=1, 题 17.20 与 17.23 的 条 件 同样 也 能 决定 Beraou 下 多项式 .以 这 种 方 
法 决定 Bif(zr) 和 吾 :( 了 ). 
解 & 昌 Bil7)= Rif7r) 得 出 Biz)=x+Cl 其 中 后 是 一 个 常数 .要 Bitz) 的 积分 为 0,C1 必 
须 为 -172. 然 后 由 BXzr)=2Bi(z)=2x-1 得 出 Bitz)=z2-z+C 要 Bi(z) 的 积分 为 0 常数 
Ca 必须 为 176. 以 这 种 方法 可 以 依次 决 宇 每 个 及 >). 

证 明 下 2，1=0 对 ;=2,3，…， 














下 t 二 并 -1 五 上 
所 ia 全 


是 一 个 偶 函 数 , 即 尖 引 = - 贡 . 所 有 + 的 奇 次 法 的 系数 必定 为 零 ,使 得 对 所 有 河 数 ii = 1 除外 ) 
吾 , = 0， 

定义 Bernoulli 数 声 . 

解 E 这 些 数 定义 为 训 =( 121B2 当 计 -12,…, 因 此 


上 了 工 了 
2 一 ， 总 二 30， 六 在， 
上 3617 
2 一 30， 25= 66， 3 5107 
-1 的 1 _ 昭 ,867 
3 和 2 5 2730， 798 ， 


这 在 以 是 17.18 中 的 递 推 公式 来 计算 相应 的 数 5, 是 客 易 验证 的 . 
以 Bernoulli 多 项 式 对 请 次 宕 的 和 进行 估算 . 
解 上 央 为 由 题 17.21 有 4B,(7>)= Bi(r+] 一 世 (z)= rr Bernouli 多 项 式 握 供 宕 鸭 数 的 


Beiifa+1) - Bif0) 
= 了 7 了 TABoi(z) = 1 . 


用 Bernoulli 数 对 形 如 Yy 17A2 的 和 进行 估算 ， 


解 同 稍 后 将 证 明 ( 参 看 三 角 交 近 的 章节 ) 郴 数 
FT) = 甩 (zz)， 0 所 必 1. 
本 十 如 )》 二 开 ()， 对 整数 着 . 
作为 Bermouli 函数 , 其 有 !1 为 层 期 可 以 表示 为 
有 (zz) = 人 -11390341 5 
当 ， 为 偶数 时 , 而 当 =” 为 奇数 时 它 是 


F， frz) 二 《- 让 ft 本 | 





coSCTRz 
站 ， 


2 Csin2rRz 
【2z)” 业 二 1 开 " 





当 2 为 蛋 数 时 , 辟 如 说 =2, 我 们 令 上 -0 便 得 到 


1 ,1 开 2(0)(2z)2， 
习 2 2(211 


是 


但 是 Fi (0)= Bzf0)= B2i=( -TI5， 因 而 ve - = 可 (2x]24/2(22)1 . 


于 特例 ， > = rm/16， yi = ms/90 等 等 . 
证 明 Bernoulli 数 皆 为 正 的 ,并 且 它 们 随 # 的 增加 变 得 任意 地 大 ， 


数 音 分 村 





]7.30 


证 江 意 到 1< > 1762 二 人 = 276< 2， 我 们 发 现 


2 4 
(2 


特别 悬 所 有 妃 均 为 正 数 而 且 它 们 大 ; 的 增加 元 限 止 地 增长 ， 

+ 3 吕 症 _ “ 

证 明 当 了 增加 时 ]m 二 二] 

证 几 它 也 基 由 是 17. 癌 中 的 组 数 很 快 地 得 到 . 除 坟 =1]1 这 项 着 所 有 的 质 妆 ?增加 时 药 于 站 并 
用 国 为 1 是 的 递减 区 数 ， 








故 , 当 疡 >1 时 ， 室 上 < 5zd7 一 三 
当 户 增 加 时 (在 我 们 的 情况 下 户 = 2 和 个 呈 又 训 有 几 坟 轴 记 了 所 归 求 的 寻 果 .由 于 这 级 数 的 测 
有 项 均 为 正 的 ,还 可 得 出 总 六 2(02 站 1 2 





Euler-Maclaurin 公式 


17 .3] 


用 Bernou 目 多 项 式 导 出 带 有 误差 估 计 的 Euler-Maclaurin 会 蕊 ,{ 该 公式 曾 在 第 11 章 
中 通过 儿子 计算 获得 过 , 担 是 不 带 误 差 估 计 -. ) 
解 5 杰 批 们 从 分 部 积分 并 始 ,并 用 B' (iD= Ba(i=1 及 BUDD= -BO)= 广 的 理 实 - 

















六 上 1 1 上 ， 
上 de = DBDd = 羡 Go+r9) | (OnBi(Oat， 
站 全 恒 




















再 “次 进行 分 部 税 分 ,利用 来 自 题 17.20 的 5Xi)=2BID 以 及 Bf = Bi 的 = 获得 























oa 一 二 (om 十 名 一 二 5Cy 3 中 十 二 yet5Batodt， 
-和 立 了 2 0 
下 “个 分 部 和 分 带 来 交 是 
1 站 oa 1 1 
到 | (DBa(od = 富 y2(Bz(D ， 





] 
一 可 | 90D8300dr 





但 是 由 于 BitT)= Ba(0) = 小 所 以 积 出 的 项 消失 ， 玉生 弥生 





寺 人 ecoa (tydr -- 一 寺 芝 (7 1) 妊 (| 十 + 刘 Yifr7Bsfr)dr 
2 ? 24? 4 
=- 寺 5 人 0 yd， 
24 4 


因为 Bt)= Bf0) = 了 = - 生 - 名 中 刘 行 下 寺 ， 我 们 推出 结果 





机 | 
| >(Daz 一 六 (an < + > 与 2 人 -1 本 了 刺 
1 1 
其 中 民 一 | etD)Batodt 
对 Rs 进行 分 部 积分 , 积 出 的 部 分 作为 零 , 导 出 


_ 1 
【2 直 T ! 上 > t 辣 3861Ctydt， 


相应 的 结果 对 其 他 的 甘 相 继 整 数 之 闭 的 区 间 也 成 立 . 进 行 求 和 ,我 们 发 现实 质 的 缩 节 并 得 到 


慌 。 二 





、 “ 1 【日 吕 Bi 2 
疡 > = | (DGora)- 2 【2 mr 本 | ， 
具有 误差 


天 AD JsTCtJdi， 


-To 
其 中 Fasft) 是 题 17.28 中 的 Beraoulli 丽 数 ,是 Bernoulii 黎 项 式 Baft) 的 周期 性 的 拓展 .同样 的 讨 
论 可 以 用 在 下 数 自 变量 x 与 之 癌 而 不 是 0 与 = .我 们 也 可 以 允许 各 变 为 无 穷 ,假定 我 们 遇 到 的 级 
数 写 积分 是 收 各 的 ,在 这 种 情况 下 我 们 假设 y( 二 和 它 的 导数 在 无 穷 远 处 都 变 为 零 , 所 以 公式 就 变 
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17 .32 


I7 .33 


17 .34 


域 了 


3 1 4 f 网 
之 人 一 | 08 一 亲 了 十 ~ 1 


通过 使 用 Euier-Maclaurin 公式 对 车 和 六 进行 估算 . 


7 
解 ” 睫 在 这 种 情 说 下 消 数 光 0) -人 所 以 取 天 =2 前 监 的 级 数 有 办 .此 外 , E 变 成 堆 . 国 为 3 
{t) 为 生 . 黄 站 果 与 题 17.2 的 相同 . 


1 
1 一 瑟 姑 4 3 才 + (9 一 


1 


7204249 1 


= 有 won ril)r2nd+lf3azz+3a 一 上 
这 是 -个 例子 ,在 该 例 中 在 EulerMacaurin 公式 中 直 的 二 长 导出 :个 有 限 和 .f 昨 17.327 也 可 能 证 
应 用 于 这 和 .) 


在 假设 收 仇 的 情况 于 计算 Euler 常数 和 =jimf1l+ 二 十 二 十 二 一 Jogz).( 同 时 人 参 
看 题 17.73》 
解 “5 利用 题 17.1, 它 可 以 补 呈 成 C = 1+ > | 工 ng 于 


Euler- Maclaurnn 会 式 现 可 以 诬 用 ] 3y001=1r logt+Jogf -1). 各 实 上 将 头 儿 项 直接 求 和 然 
后 在 级 数 的 剩 祭 部 分 应 用 Euler-Maelaurin 公式 条 为 方便 ， 计算 到 者 售 
z 一 上 


: 























外 下 
1+ | 十 +og | -0,63174368， 
四 
使 用 10 与 oo 为 积分 限 , 我们 首先 计算 
下 


”| 
网 四 一 log flogtz - Dj 一 (1 -= 1]og - 














1 所 





匡 
= 一 1+9logl0 -9log9g -0.05175536， 
第 一 项 来 自 于 上 限 , 通过 "不 定式 "计算 而 得 .接着 





冯 3 =- 0.00268026， 0 一 -0.00009259 
六 0.00000024， 


在 无 穷 远 处 所 有 的 值 均 为 零 .将 刚才 所 得 的 $ 项 相 加 得 Cs0.57721567. 用 10 位 进行 计算 并 只 要 

组 多 加 -项 会 导出 更 好 的 近似 Cs0.5772156650, 包 涉 身 具 是 万 第 10 位 上 大 了 -=-- 个 单位 ， 
在 此 例 中 用 Euler-Maclaurin 公式 可 得 到 的 精度 是 有 限 的 ,到 .个 转折 点 之 后 ,使 用 更 多 的 项 

{ 增 加 2) 将 导致 对 Euler 沼 数 喝 差 的 扣 近 而 不 是 更 好 , 换 关 之 ,我 们 用 了 一 个 发 散 胃 数 的 少数 几 项 


_ Vir1 
水 得 到 我 们 的 结 染 . 为 了 说 明 它 , 我 们 只 短 注 意 到 该 级 数 的 第 项, 它 是 [7 人 














| 生生 -一 |. 并 且 由 题 17.29 知 包 超过 2(25)! /1(2x)>, 它 保证 了 这 一 项 无 限 地 增长 .对 


Euler Maciaurin 级 数 来 说 发 散 较 之 收 伍 更 为 典型 

一 辆 卡车 在 代 料 满 负 荷 的 情况 下 行驶 的 距 离 为 11leg” .证 明 , 假如 在 沙漠 边缘 有 一 个 
无 限制 的 燃料 供 并 的 话 ,那么 该 卡车 就 可 以 横 跨 无 论 有 多 宽 的 沙漠 . 估计 需要 多 少 燃 
料 才能 跨 过 宽 为 10"leg "的 沙漠 ， 

解 wEF 卡车 在 燃料 的 个 满 栽 下 在 沙 谨 上 可 以 行驶 lleg 宽 . 有 二 次 满载 的 话 可 以 采用 如 下 策 
略 :加 满 油 的 卡 匠 在 沙 齐 卡 行 驶 到 173leg 处 把 所 加 油 的 173 留 在 那里 的 一 个 油 扎 中, 卡车 返回 到 论 
漠 这 上 的 燃料 仓库 , 油 正 好 用 完 . 第 一 次 加 兆 油 后 驶 至 铀 伺 处 ,将 存 的 测 再 加 上 ,这 样 一 次 满载 卡车 


可 以 由 此 贰 出 六]eg ,因而 就 可 以 在 沙漠 上 行驶 + 二 eg 如 图 17.1 所 示 . 在 仓库 有 3 个 泣 载 的 燃 

















料 可 用 时 ,两 个 来 加 能够 在 深入 沙 汉 - 二 Jeg 处 建立 一 个 存放 着 够 满载 的 酒 访 . 第 三 次 加 满 油 后 卡 
车 开 到 油 镀 处 就 有 | < + 全 | 满载 可 用 . 重复 前 面 的 策略 所 多 许 达 到 的 旅程 就 是 1+ 二 + 工 lee 如 


“150 ， 数 信 分 术 





图 17.2 所 责 . 





前 两 次 行驶 





第 -次 行驶 














几 17.1 图 17.2 





一 个 类 仆 的 策略 , 多 许 用 。 次 油 载 的 典 笠 ,在 沙漠 上 昨 | 1+ 工 + 二 +， 二 | eg 远 .由 于 这 个 
和 数 当 ,增加 时 可 以 任意 地 增 大 .所 以 只 要 在 仓库 时 有 足够 多 的 油 可 用 就 能 够 横路 任意 宽 的 沙 
淡 

为 了 估计 经 过 一 个 10leg 宽 的 沙漠 所 需要 的 灵 料 有 多少, 我 们 写 


1 
1+ 本 + 








1 ] ] 
- 六 |1+ 本 + 可 + 


并 应 用 题 17.33 的 通 近 |; 


了 工 ，,.. 
本 + 





1 1 Relegf2n) + 站 一 工 (legn + 全 


上 


= 二 logn +iog2+ 计 Cs logn + 0.98， 


要 它 夺 到 10 对 半 来 说 几乎 是 1 志江 

Wallis 的 无 穷 乘积 

17.35 求 得 allis 关于 的 乘积 .反复 地 利用 从 积分 表 中 可 以 查 到 的 递 推 公 式 
解 “E 六 sad = 二 中 sn rdz， 当 员 > 1， 
容易 地 带 米 结果 





了 28 -了 


mA 
，28+1 = 于 所 .和 闪 二 | . 
| Sitn xzdr 一 2 + 2 1 3 ， Si 放 人 洒 二 了- 


rr TY 了 
| Sin2tr dc 二 华 一 “ 奸 - 一 . 二 “ | 计 
在 昌 
/2 


计算 余下 的 积分 并 将 - ' 个 结果 除 以 另 - ' 个 绒 果 ,有 


了 
sin2trd 
x 2 .2.4 .46 可 
2 1 ATY 六 





3 二 
0 


当 上 点 增加 时 两 个 积分 的 商 收 误 于 】. 它 可 以 证 明 如 下 . 南 于 nec sinyr < 


四 Tif 了 mr 
自 妇 same+lrdz | Sin2ky 寺 了 <| sin2t 1 了 dr， 
“日 站 看 


用 第 一 个 积分 去 除 并 用 最 初 的 弟 推 公式 


[2 冯 
Sip 了 本 出 
加 | _ | 
革 妆 - 本 一 2 下 





| sin221+1 全 仁和 
0 


这 个 商 的 极限 确 为 1. 因此 
4 
2 1.3.3.5.5.7f28 -1)f2 二 1 


它 就 是 Wallis 无 穷 匀 税 . 
17.36 ”获得 Wallis 关于 yx 乘积 . 
解 于 由 于 lim 28A028 +1)=1, 上 是 的 结果 可 以 号 成 








第 十 七 齐 各 与 妈 数 


:31 








竹 2 2 
2 im 和 和 2 1 
取 平 方 根 并 十 和 人 招 少 的 整数 ,我 们 得 到 
[4 2 
V > = Tira 3 wm iv 有 
出 它 交 得 三 alhs 牙 机 具有 形式 
2 
war = trn ( 卫 JUA， 
在 干 是 中 要 有 阴 到 它 ， 
关于 太 阶 靳 的 Stirling 级 数 


17.37 “对 大 阶乘 导出 Stirling 级 数 . 
和 解 上 旺 在 EnolerMarlaurin 公式 中 令 YY 站 -logt 并 用 上 与 拉 作 为 限 , 于 是 


1 【一 二 沁 ， 
Jogl + log2 十 二 gR 一 交 jog 一 天 十 人 ngn 十 立 Ti 中 ] -- 1 





鸠 下 一 
-| 2 让 辣 


1 《2 下 二 1 人 
可 将 蕊 重新 安排 盛 
， ， 
了 0 
]ogal =a 十 jlIogmr - m + 一 局 人 人 


+ 了 zt) 


1 


其 中 








{ 一 1 由 上 下 2 册 
1 


= 之 《28(21 一 1 一 革 ) 【2 下 十 了 7 全 1 
为 了 人情 算 ,在 上 面 的 方程 中 令 一 oo .有 限 和 的 裤 限 为 零 . 因 为 Fakri 为 周期 的 所 让 积 分 是 青 界 
的 , 其 性 态 与 17z 关 相同 ,因而 慨 限 也 为 零 .因此 


引 ，: 隶 
， 好 上 、 
fn fog 一 9 二 mlogan. 
社 





现 以 一 个 小 小 的 六 配水 计算 这 个 极限 .由于 o 一 合生 7 aas = 人 2 我们 发 现 
7 空 四 罗 
[zs]， 友 


limea。 > lm 亚 辣 (2 ) 
由 Walls 关 -Frx 的 科 积 ,因此 c =log ”2r. 现 在 我 们 的 结果 可 以 写 或 Stiring 级 数 
及 ee 8 【一 1) 二 2 的 

















jg 





误差 为 及 ,= 六 站 rd .对 于 大 的 an 这 意味 着 允 数 接近 于 零 . 使 得 n! = 2xmrruze 


17.38 ”用 Stizling 级 数 通 近 201 . 
解 5 对 于 = 20 级 数 本 身 就 变 成 了 5 ~ 于-000 + … 汪 0.00417 到 5 位 ,只 用 了 -项 . 现 
在 我 们 有 
Jog20! xs 0.00417 - 20 + log V2r t+ 20.5log20 = 和 2.33558 
201 < 2.43281 ，1013， 

它 几 季 准 确 到 5 位 .为 了 更 高 的 精度, Strling 级 数 的 更 示 质 可 能 被 使 用 , 然而 重要 的 是 认识 这 个 级 
数 不 是 忆 伐 的 . 对 疝 定 的 , 当 上 增加 超过 某 -点 时 ,项 数 增 加 误差 片 嫌 长 更 快 .这 一 占 从 页 六 
272& 2 向 事实 可 以 得 出 { 大 看 题 17.29) .正如 将 被 简短 地 证 明 , Stiding 级 数 是 断 演 绕 数 的 
- 例 ， 





17.39 计算 > 1 到 了 位 ， 
4 


:152 ， 数值 从 本 








入 
解 。 睫 将 头 9 项 和 直接 地 加 起 来 得 到 > 17 有 -1.19653199 .用 关中 =1703Eoler-Maclaurin 公 
上 


式 现 在 包 合 
| 业 一 由 005 二 7G0) = 小 .0005 
1 辣 
了 上 六 _ | _ 
-1 (人 一 山 .000025 7 fti07 一 0.00000008 
总 瑟 米 就 是 1.2020569. 它 改 进 了 题 17.17 的 结果 . 
渐 近 级 数 


17.40 ” 定 文 -个 渐 近 组 数 . 
解 及 令 SSae 如 果 当 :0 时 HniAr)-Ss(z)]/mm=0 对 任何 局 定 秀 正 整 元 


1 


1 ear' ， 
7 
用 xz - xu 来 代 蔡 上 ,应 用 同样 的 定义 ,级 数 在 iu 处 渐 近 上 Fr) 
或 才 所 有 情况 中 最 有 用 的 是 在 无 究 远 处 的 渐 近 展 式 . 如果 当 一 oo 时 
jimr"[ FSz] 一 小 
其 中 现在 SC) Na je ， 央 Fr) 在 无 穷 近 处 有 一 个 斯 近 级 数 ,并且 我 们 把 它 写 成 


1 一笑 





这 个 思想 可 以 进步 地 推广 .例如 ,如果 


Er) -gf  S 
睛 (了 1 和 之 


那 冬 我 们 也 可 以 说 Az1? 有 下 面 的 渐 近 表达 式 


T 
让 





ja sg + AD 于 
注意 这 些 级 数 中 没有 -个 被 假设 为 收 和 的 . 加 
17.41。 获得 一 个 关于 | (e-/1dt 的 渐 近 级 数 
骨 E8 逐次 进行 分 部 积分 就 带 来 








人 主 
等 等 .最 后 人 们 得 到 
一 三 条 4 二 攻 - 训 + 到 于 《有 241 = | 民 ， 


其 中 R。= 【一 Do 人 dt. 由 于 | 号，, 扫 me “xyrrl, 我 们 有 
中 四 7 
z| erta) 一 >， 一 | < 对 ， 





所 以 当 rz 一 扫 时 它 的 极限 确 为 零 . 这 使 得 ef(xr) 渐 近 于 级 数 而 且 由 我 们 推广 的 定义 
| 工 - 工 ,和 -3 + 





Se 


注意 这 个 级 数 对 每 个 r 信 元 发 散 . 
17.42 证 明 在 使 用 上 是 的 级 数 时 所 涉及 的 截断 澡 差 不 会 超过 略 去 的 第 一 项 . 


证 gs 杰 起 断 误差 愉 好 是 R. 略 去 的 第 一 项 为 (- 中 "2e za zl, 它 等 同 于 在 题 17.4t 中 出 


1 郊 2 
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观 的 民 , 的 估计， 
17.43 ”利用 题 17.41 的 汤 近 级 数 来 计生 大 5)， 
和 解 鳞 我 们 发 现 
ef5) Re 2- 全 站 0 和 一 有 0096 1 000745 站 0346 十 
在 这 以 后 的 项 就 增 太 ,时 于 误 郑 不 超过 我 们 略 去 的 第 -项 ,只 帘 要 用 # 项 , 共 顷 果 为 
875] se 30.166) =0.00112， 
最 后 - :位 可 台 . 值 得 指出 的 是 ,该 级 数 不 能 产生 比 这 更 精确 的 六 3) .对 更 太 的 上 自 变 插 , 所 大 到 的 
精度 育 实质 的 改进 但 还 是 有 限 的 ， 
17.44 用 题 17.41 的 级 数 来 计算 六 10)， 
解 用 ' 出 6 位 进 行 计算 , 我 们 得 到 
epf(l0) =s0.1 -0.01 +0.002 0006 +0.00024 - 0.000120 - 0.000072 
-0.000050 + 0.000040 - 0.000036， 
在 这 以 局 项 就 增 估 .将 前 9 开 相 加 ,我 们 有 扰 101s<e 0 .091582)=0.00000415379. 最 后 一 他 可 
疑 .在 土 题 中 可 这 到 2 位 精度 .这 里 我 们 已 运作 到 4 位 数 . 渐 近 级 数 的 基本 思想 是 自 变 量 * 增 大 叶 
误 蔷 看 于 枚 . 
17.45 证明 Stirling 级 数 是 清和 近 的 . 
证 二 以 mr 扮 演 的 前 色 ,F(z) 的 前 色 为 对 数 ( 参看 题 17 37), 我 们 必须 证 四 
人 
《2 下 十 了 172 1 
由 于 Fasift 隐 周期 1 旺 复 着 , 故 Fassift 在 区 间 (0,1) 中 的 性 态 是 有 界 的 ,豆奶 说 | 下 < 好 .上 
是 有 



































limz 2t 1 有 = lma2t-| dr = 有 人 0. 


姓 名 -1 


| 有- 
1 


而 且 随 着 ”的 增加 它 变 得 性 意 地 小 
17.46 。 找 出 关于 | 0 的 渐 近 级 数 . 
和 解 上 隔 逐 次 分 部 积分 法 再 一 次 为 有 效 的 .首先 
| 四 -ed | 
接着 以 同样 方 东 继续 做 下 去 , 我 们 得 到 


十 
] 了 


其 中 Ry = 1 3 .5 人 28 - D| ee - 尼 .这 祭 项 可 以 改写 成 
1 .352 1) -an 民 





县 。= 





1 
因为 两 个 余 项 均 为 正 的 ,由 此 得 

RN < 二 
它 达 到 了 两 个 目的 . 一 是 正明 了 裁 断 误差 不 超过 第 -个 省 略 的 项 . 二 是 由 于 它 也 使 limer rzn 1R。 
= 0, 证 明了 该 级 数 为 其 近 的 . 


17.47 以 题 17.46 的 级 数 计 算 V37X| 2d . 
4 


解 暑 取 :.-4 我 们 得 到 





* 译注 : 原 误 为 且 2ks1ft] 。 


数值 分 术 





1 es[0.25 - 收 .015625 +0.002930 一 日 .000916 + 人 .000401 一 中 .000226 


+ 了 人 .000155 一 0.000126 + .Do0ll18 一 0D.000123 + …] 
一 直到 质 才 始 增加 为 止 .停止 在 最 小 的 项 之 前 其 结果 为 
/二 「 cad = 0.0000633266. 
届 ，4 
2 这 个 数字 可 疑 . 它 与 我 们 在 题 14.31 中 的 结果 十 分 相符 .独立 的 计算 互相 地 确认 是 非常 令 人 剖 心 
的 .注意 到 在 这 二 个 癌 题 中 背 法 的 盖 异 以 及 日 前 这 个 计算 的 简单 性 . 
17.48 “寻求 关于 正 藤 积分 的 一 个 汤 近 级 数 . 
解 E 玉 分 部 积分 再 - 殊 证 明 册 有 四 的 .首先 


sr -| sd = ss -| ed 


“ 卫 








接着 类 似 地 做 几 步 就 生成 了 级 数 
上 Sinl 1。 ceosr ，simz 刘 cosz 31sinz 
二 玫 二 工 了 和 


像 上 面 那 些 题 中 那样 可 以 证 明 它 是 浙 近 的 . 
17. 和 9 计算 S:(10). 
解 E 本 在 上 题 中 令 x= 10. 
Sift0) 一 站.083908 一 0.005440 + 0.001678 + 0.000326 - 0.000201 - 0.000065 
+0.0O0006o0 + 0.000027 一 0D.000034 -0D.000019 
在 这 以 后 余 荡 与 正弦 项 都 开始 增 大 .这 10 项 和 售 入 到 -0.0876, 它 准 确 到 4 位 . 


补充 题 


17,50 把 癌 ] 芭 - 3i +2) 表示 成 差分 的 和 并 子 以 估算 ， 
了 =1 

17.51 把 > is 表示 成 关 分 的 和 并 予以 估算 ， 
rr 


17.52 ”把 > ;7 让 表示 成 凑 分 的 和 并 予以 估算 . 
= 上 
17.S3 以 Fuler-Msclautin 公式 估算 症 17.51 的 和 . 
I7.54 以 Euler-Maclaurin 公式 刁 算 题 17.50 的 和 . 
17.55 ”需要 余弦 级 数 的 多 少 项 能 在 自 变量 从 0 到 xy2 范围 内 提供 8 位 精度 ? 











17.56 证 明 
四 1 D -2DP 
3 一定 2 一 1 +Rm 一 站 sp -1 RD 1 
加 了 4 一 工 匠 一 1 -3 
二 一 卫 : 已 + 了 4 阿 卫 
- 双 1 
马 5 + 站 


其 中 蝇 为 Hernoulli 数 ,把 它 应 用 于 对 xy/4 的 Leibnite 级 数 来 获得 6 位 结果 0.785398 . 


17.57 应 用 Euler 变换 估算 1 ~ 广 + 方 - 方 到 4 位 
机 5 :到 8 -位 ,确认 这 个 闭 果 为 用 .91596559 


1 
日 _ 下 
17,.59 使 用 Euler 变 摘 证 明 1 + 下 t+ … 到 4 -位 等 于 0.0757. 











17.58 使 用 Enler 变换 估算 1 一 

















17. 全 应 町 Euler 亚 换 于 log2=1 十 十 四 
17.61 当 自 变量 > 值 案 大 时 有 町 银 数 


第 十 七 章 和 与 级 数 


:1153 - 





7 


了 了. 首 卫 


1 .64 


了 7 ,85 


17.66 


革 7 .67 


二 6 


17 .09 
17. 宰 


17.71 


17 .72 
17 .73 


17. 宕 


9 .375 


17 ,76 


了 7 .77 


17 .78 


17 .79 


17.80 


工 7 -81 


工 ?7 .82 
17 .83 


17 .84 


的 20 项 可 以 产后 有 4 位 精度 的 结果 ? 
余 纺 级 数 cosr -1 -二 oa+ … 表 要 过 少 项 才能 保证 在 从 0 到 xy/2 秀 区 间 范 围 内 有 8 位 的 精 
度 ? 

当 和 白 变量 zx 旧地 天时 用 





了 S 了 


ft -rr -+ 工 xs -二 二 人 
8Tectant 一 了 号 和 5 了 了 这 


能 产生 6 位 的 精 座 ， 
对 级 数 snhz -x+ 本 + 机 -条 以 被 让 去 的 第 一 项 来 舍 计 其 夫 断 误 郑 .( 为 乒 一 个 可 能 的 方法 见 题 
17.7. ) 当 自 变 量 x 值 多 大 时 用 20 项 就 足以 达到 8 位 精度 ? 


外 用 题 17.14 的 比 校 法 计算 >，1AE2+a+l) 到 3 位 .[ 使 用 >， 170+1)7=1 作 为 砂 较 级 数 ，] 
1 =1 并 





利用 感 17.17 的 结果 以 比较 法 计算 闪 J70a + 1 到 3 他， 
F 一 1 
以 比较 法 计算 SC + 2 2) 到 3 位 ， 


芯 比 较 法 计算 > ,Ai4+ 1) 到 3 位 . 
r= 上 


从 是 17.18 的 并 推 公式 确定 头 10 个 声 数 . 
从 题 17.19 的 公式 写 出 Bo(z) 到 Bio(z)， 


了 工 + 工 
证 明 | Brjdz = 


便 在 题 17.24 中 那样 确定 Bs(z) 和 Bifz). 
从 Qotz)=1 出 发 被 荣 件 
人 2 = fr) 已 0) = 


所 确定 的 是 什么 样 的 客 项 式 ? 
使 用 题 17.28 米 计 算 > 11/ 妇 当 户 =6.8 及 10 时 的 值 ,验证 其 结果 为 x67945，ns719450, 及 xrl0193 555， 
呈 =]  - 
使 用 Euler- Maclaurin 公式 来 证 明 》， 科 一 9 二 1)274 
T= 任 


使 用 Euler-Maclaurin 公式 来 对 (说 + 和 +2) 进行 估算 .与 古 17.3 进行 比较 . 
司 用 Eufer-Maciaurin 公式 来 证 明 





号 。 二 2 了 Jog 人 一 全 1+ 元 | 电 和 aa 
其 中 C 为 Euler 常数 而 Fi(t) 为 Blift 的 周期 延 招 . 它 证 明 S$,。 的 收 敲 性 并 允许 当 ” 为 大 数 时 估计 S， 
及 『 忆 之 间 的 差 . 

御 借 Euler-Maclaurin 公式 证 明 





上 工 1 二 、 
上 > log2+ 本 二 2 | 2 - 呈 + 误差 项 


并 用 它 估 算 Euler 常数 吉 . 证 明 当 站 增加 时 , 右 侧 的 和 蛮 成 一 个 发 散 级 数 .从 哪 一 项 开始 级 数 项 将 釜 
来 傅 太 ” 
参照 题 17.34, 证 明 横 政 -个 5leg 宽 的 沙漠 需 要 3000 次 以 上 的 满 栽 燃 料 . 


计算 > 178&s%2 到 6 位 ， 
下 = 1] 





计算 >,17f28 -12 到 3 位 . 
=1 
1 1 1 1 1 
精确 地 估算 二 才 十 广 一 16+ 让 
精确 地 个 算 题 17.8t 的 和 . 


汪 明 Euler 变换 将 > | - 十 转化 成 一 个 收 敏 更 忆 的 级 才 





狂 俏 分 本 





| ， 
二 醒 Euler 灾 按 将 | - 3》} 转化 成 “个 收敛 更 得 的 级 数 
Stiring 级 竹 产 后 3 其 精度 为 何 ? 他 哪 点 上 王 数 的 项 开始 增 大 ? 
导出 半 撑 缀 蚊 
六 3 3 


， 1 = | 工 -一 
SOT TO 3 5 9 
.| ， 2 了 2 


证 当 z =10 时 使 用 它 , 尽 你 所 能 得 到 尽 可 能 高 的 精度 . 
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定 允 

术 绷 差分 方程 可 以 期 望 为 指 一 个 包含 差分 的 方程 ,但 尾 诸 如 

4 十 24 十 内 关 
的 一 个 例子 它 可 很 快 地 化 简 为 %+a = 小 这 说 明 差 分 组 合 工 非 永 还 是 方便 的 , 甚至 可 能 是 模糊 
不 清 的 信息 .因此 善 分 方程 通常 直接 用 % 表 出 . 例如 
3 

其 中 ak, 是 整数 自 变 晤 上 的 已 知 郑 数 . 它 也 可 写 为 4&w = (ax 了) 办 二 本 ,但 它 一 般 并 不 一 定 
有 用 .总 之 , 差分 方程 是 定义 在 一 个 离散 自 变量 zs 的 集合 上 的 郴 数值 之 癌 的 关系 式 . 假定 
这 个 自 变 量 等 距 分 布 ,一 般 改 写 自 变 基 zs = ze+ 如 .使 我 们 有 了 束 数 自 变 芋 到 

差分 方程 的 解 对 某 连 续 整 数 上 的 集合 潢 忌 差 分 方程 的 一 组 值 关 . 善 分 方程 的 特性 使 得 解 
序列 能 递 推 计算 .例如 上 例 中 如 果 已 知 办 就 可 以 很 简单 地 算出 只 + 于 是 某 一 个 已 知 值 就 可 
自动 整个 序列 的 计算 ， 

差分 方程 的 阶 是 差分 方程 中 最 大 自 变节 和 最 小 自 变量 上 之 间 的 差 ,上 面 最 后 一 例 是 一 阶 
的 . 


与 微分 方程 的 相似 之 处 


差分 方程 邮 论 和 微分 方程 理论 间 存 在 着 惊人 的 相似 之 处 .例如 一 阶 方程 一 般 确 有 一 个 解 
满足 初始 条 件 wm = 4 .而 二 阶 方程 一 般 确 有 一 解 满足 两 个 初始 条 件 yo= 4, y1= 如 .把 这 种 相 
似 之 处 进一步 强调 如 下 ， 

1. 在 这 两 个 研究 课题 中 求解 的 方法 是 相似 的 . 对 一 阶 线性 差分 方程 是 借助 于 求 和 来 求 

解 .而 相应 的 一 阶 微 分 方程 是 借助 于 积分 来 求解 ， 例如 方程 w+ = zk 一 ctrlyyo=ecn 
有 才 项 式 解 
= eg 二 CE 十 和 村 E 
由 次 分 方程 本 身 递 推 地 计算 这 个 多 项 式 来 求 这 个 多项式 的 值 . 这 种 方法 称 为 Hermer 
方法 * . 它 比 通过 标准 的 方 赛 求 值 法 更 经 济 . 
. 届 了 工 曾 数 定义 如 下 





kt 





gz) = 25 人， 
其 中 C 是 Euier 常数 , 它 是 一 阶 差分 方程 


gfz) 1 


立 十 了 
的 解 的 求 和 区 式 ,这 也 赋予 它 具 有 1ACz+ 的 有 限 积分 的 特征 .对 平整 数 自 变 量 n 可 
得 


gr) = 忆 二 -C， 


这 个 琢 数 在 差分 方法 中 起 的 作用 多 少 有 点 类 似 干 微分 方程 中 的 对 数 函 数 . 例如 对 比 这 
两 个 公式 可 得 到 





* 泽 注 : 刀 中 国 的 秦 九 稀 方 法 . 


数值 分 析 











\  L .站 一生) 

人 (二 十) 五 一 人 
六 dr ]n(p + 1) 一 ]nfta 二 +1) 
1 《人 户 一 让 





各 种 和 数 可 以 用 双 六 盟 数 及 其 导数 米 表 ,上 面 是 一 个 例子 . 另 “个 例子 呈 
忆 人 -0 光 ()， 
可 以 证 明 它 等 于 到 16. 
工 函 数 和 双 卫 范 数 的 关系 由 下 式 给 出 


亚 (rd+i 
Fr Ti) = 多 2 


3. 二 阶 线性 齐 次 方程 
382 十 Cit 二 az 一介 
的 解 族 是 其 二 CU 二 CT 
其 中 wu 和 zu 本 身 是 记 程 的 解 , cl ci 基 任 意 常数 , 和 微分 方程 坦 论 : 样 ,这 称 为 莹 加 
天 理 .假设 殉 ronskian 行列 式 








到 CE | 
路 时 一 
gt-L 
不 等 于 0, 这 个 方程 的 任 - 解 都 可 通过 适当 选取 c; 和 ea 而 表 为 ww 和 吕 的 上 述 形式 的 


瞧 加 ， 
4, 党 系数 情形 , c; 和 ss; 是 常数 时 , 可 容易 地 求 出 中 和 也 , 设 ri 利 >* 中 特征 方程 


rz+atr+eaz = 


的 根 . 其 解 是 
二 二 贡 二 当 ad4a3; 
2 Te 二 并 7 当 @1s daayrl= rz 一 了 
ts 二 居 *sinD = 及 SeosRB 当 a cd4usy rilyra 一 及 (cosg 寺 zsing)， 


这 与 微分 方程 的 相 亿 性 是 明显 的 .这 些 本 ,mu 的 更 ronskian 行列 式 不 等 于 0 .因此 经 过 
秋 加 我 们 可 求 得 差分 方程 的 所 有 解 . 
了 iionocci 数 ( 斐 波 那 契 数 ) 是 
St2 二 拓 上 十 入 


的 解 的 值 .而 且 根 据 上 面 第 一 种 情形 , 它 能 表 为 实 寡 函数 .它们 在 信息 理论 中 有 某 些 应 











用 ， 
5. 非 齐 次 方程 二 1 二 
的 解 族 是 荐 二 EL 十 2 人 二 革 





其 中 wy we 问 前 ,而 5 是 所 给 方程 的 一 个 解 .这 也 类 但 于 微分 方程 的 结果 .对 某 些 初 
等 函数 训 , 推导 相应 的 解 世 非常 简单 . 


严 分 方程 的 重要 性 


我 们 对 差分 方程 的 兴趣 有 两 方面 .首先 它们 的 确 出 现在 应 用 中 .其 次 很 多 求 微分 方程 近似 
解 的 方法 中 包括 用 差分 方程 代替 微分 方程 . 








题 解 
一 阶 方程 
18.1 给 定 初 始 条 件 m= |. 递 扒 地 求解 一 阶 方程 闪 + 1 = 天 站 十 二 2 


第 十 从 蔓 差分 太 程 





18 .了 


18 .5 


] ,7 


解 ” 驮 这 个 例 了 说 明了 益 分 万 我 在 计算 上 的 优点 .只 要 进行 简单 的 训 法 和 乘法 运 委 就 能 逐次 求 
得 3 的 值 ， 





+1 -0， YY |， 3 一， 4 一 了 7， 35 一 124， 
等 等 . 益 分 方程 初 值 j 题 永 能 以 这 种 简单 的 遂 椎 方法 丈 得 ,但 荐 我 们 党 党 希望 了 解 解 国 救 的 特 竹 . 
这 就 需要 求 出 解 的 解析 表达 式 , 但 是 仅 在 某 些 情形 才能 求 得 这 府 的 表达 式 . 
给 定 画 数 wk 和 页, 带 有 初始 条 件 mm 4 的 一 阶 线性 方程 wii =aa+ 员 的 解 的 性 质 
是 什么 ? 
解 。 呈 如 同上 述 问 题 中 的 方法 - 样 ,我 们 求 得 








3 一 0 束 0 

3 二 人 1 

3 一 入 33 十 而 二 让 GEEE 册 十 站 Ta 十 巡 o 下 ] 十 下 2 
等 等 ,以 疡 表示 潍 积 血 = eng 1 上述 表达 式 吓 表现 为 

| 加 有 | 
人 和 上 

这 可 以 用 代入 法 形式 地 证 明 . 对 于 在 阶 线性 微分 方程 情形 , 这 个 结果 仅 部 分 成 立 .对 微分 万 程 而 
吉 , 解 能 用 积分 表示 .这 里 我 们 有 和 的 形式 .然而 在 菜 些 情形 , 可 以 进步 改 进 . 重要 的 是 确实 有 - -个 
解 满 吓 苇 分 方程 和 前 先 给 定 的 宫 始 条 件 = 4， 
在 ax =r, 估 = 全 的 特殊 情形 解 函 数 的 性 质 是 什么 ? 
解 # 术 这 时 题 18.2 的 结果 简化 为 苦 获 数 mw = 4r" .这 种 形 函 数 在 其 他 方程 的 解 中 也 起 重要 作 
当 引 二 了 枯 三 1 却 30= 册 二 1 时 , 解 另 数 的 性 质 是 什么 ? 


解 现在 题 18.2 的 结果 简化 为 














HH 











册 二 二 mL > T 
当 和 =4=co 时 ,方程 mi= zs+cat 的 解困 数 的 性 质 是 什么 ? 
解 ”88 这 一 问题 很 好 地 涪 明 了 有 时 由 差分 方程 方法 可 很 好 地 计算 简单 函 数 的 慎 . 这 里 题 18.2 的 
乡 果 变 成 ww -enz" +Terr + +toi 这 个 解 取 为 才 质 式 形式 . Horner 方法 计算 这 个 多 项 式 在 自 变 
基 * 处 的 值 需要 逐 凑 计算 yi ya: 这 总 共有 z 次 乘法 和 ， 次 加 法 .而 它 等 价 于 把 客 项 式 重 新 
写成 








二 


它 比 一 地 构造 z 的 寡 , 然后 用 标准 多 项 式 计 算 值 更 有 效 ， 
举 初 值 yo = ! 时 方程 w+1-“ 二 +1 的 解 的 性 质 是 什么 ? 
解 睫 题 18.2 中 的 加 在 这 里 变 为 加 一 al /而 所 有 的 名 =1. 于 是 解 表 为 





了 1 
和 六 


疡 。 好 
国 此 当 增加 时 ,limzrowznl 一 台 ， 
当 y%=1 时 ,wii=51L-z2/+12]yw 的 解 的 性 质 是 什么 ? 
解 kz 题 18.2 中 的 名 在 这 旦 等 于 信和 而 4= 工 使 得 





加 一 xz 1 专 ) | 到 ]… 人 一气 ] 


2,…, 上?# 时 ,这 个 乘积 等 于 零 . 当 ”增加 时 我 们 遇 到 这 个 无 穷 乘积 
中 了 
lirryw ， 芋 攻 一 (ET 均 直 





卜 
必 

中 
由 
二 
上 


可 证 明 它 等 末 (sinryr Jry， 


双子 国 数 


1 ,4 





“ 登 进 " 求 和 方法 ,取决 了 能 把 一 个 和 数 表 成 差分 的 和 数 ， 


160 ， 数值 分 术 





他 有 一 2 人 二 Ji 一 30 
即 圳 要 求解 一 阶 差分 方程 
和 二 二 


当 员 =1/A(E+1) 时 ,用 这 个 方法 解 半分 方程 并 求 和 ， 
解 本 由 定义 双 卫 函数 为 wz) - 六 -CC 开始 ,其 中 心 是 Euler 常 数 . 对 一 切 vi 


可 直接 求 得 





工 
让) 


KZ) 一 We 一 W) -了 | 


1 1 1 1 
JE 
当 z 取 整 数 信 时 , 艾 如 z=“, 这样 就 担 供 了 求 整数 倒数 和 的 新 的 形式 ,由 上 于 


> 1 -1 
、 、 1 = > Ab) = 区 (1 -0) = 更 (mr) + CC， 
站 











= 妖 


我 们 也 可 把 它 重 新 写成 
因此 对 上 数 育 变量 , 双 函数 是 - 个 熟悉 的 攻 . 其 性 态 在 图 18.1 表 出 当 我 们 想起 Euler 常数 的 定义 
及 大 的 正 数 z 的 对 数 的 性 质 ,就 不 会 惊奇 .在 生 种 意义 上 , 由 6(a) 引 出 的 sfz) 很 像 当 下 首 数 引出 
的 阶乘 


昌 ( 一 ， 六 -CC， 


wt) 


图 18.1 


19.9 对 任意 闷 求 和 数 > 17( 人 + 二 的 值 . 
昌 二 1 
解 下 根据 题 18.8, 对 任何 z, 风 工 +1) -Wz7=Trz+ly 用 类 +i-1l 伐 替 7 得 





员 直 + 旨 一 其 是 ET) = 
开 在 我 们 就 有 了 依次 和 梧 进 和 的 组 成 部 分 , 并 得 到 
了 了， 1 -~ [全 二 + 一 是 + 1] = 关 有 + 乓 一 由 人 
上 三 上 生 玫 二 


人 


下 十 





18.10 ”借助 双 了 函数 求 级 数 >717(E + a)(E + 二 ) 的 值 . 


解 88 利用 部 分 分 式 法 得 到 











| 1 工 1 1 
TS | 
现在 利用 上 题 , 此 式 成 为 


点 = 了 





[gfa +ah)- wa)- 昌 《2 十 由 ) 十 可 ( 百 ) ] 


8m 一 


贞 一 区 
根据 题 18.8 中 的 定义 ,经 简单 的 运算 可 得 


可 可 1 _ 1 - 
细嫩 二 已 》- 角 [二 下 二 【人 52 TFT 





18.11 


了 人 .2 


] 各 ,13 


18.14 





卫 以 当 半天 时 , 记 个 差 避 水 为 援 眼 .最 后 可 得 


SN 一 
ms 上 一 总 


求 凡人 Cr oo0z)y 等 级 数 形式 的 公式 
解 上 对 题 18.8 中 的 虑 数 微 分 可 得 由 (z) = >》117(8 + zx)2 . 国 在 任何 不 含 负 整 数 的 区 提 这 个 
级 数 关 上 > 致 收 误 , 该 计算 右 效 .重复 之 可 待 


本 一 2 3 _ -3 媳 
人 1 得 风 《1 请 +， 等 等 











特别 地 对 整数 所 变量 ,根据 题 17.28 可 得 几 (0) - > 17 = /6 .然后 彼 们 每 次 喊 去 .项 串 得 
页 一 | 


1 ， 开工 
4 = 时 1 风 人 2) 人 开本， 般 地 w (nz) = 1- 才 ， 





求 级 数 六 二 2 二 


解 几 这 进步 说 明 包 含 基于 二 的 有 理 项 的 和 或 级 数 是 如 和 何 通过 双 函数 求情 的 .再 次 引入 
部 分 分 式 





nm 24] | 1 .1 ， | 

人 + 区 
前 两 项 不 能 分 别处 理 , 这 是 因为 其 级 数 是 发 散 的 .然而 如 同 在 题 18.10 中 - 样 , 它 们 可 以 在 -起 外 
理 .上 其 结 果 是 











。 | | 
开 | RD 世 [0) + 天 (iD) = 世 
其 他 的 用 埋 项 求 丰 可 以 类 伏地 处 理 ， 


求 级 数 过 12 22 一 本 的 值 ， 


解 8E5 如 同 在 题 5.2 中 求 平方 和 ,我 们 可 用 下 式 代替 此 利 




















oe 





6 24 
2 RETDORTD = [ 人 ，i 一 + 
四 为 这 一 个 级 数 中 没有 -个 自身 是 收 徊 的 ,我 们 并 不 分 开 来 不 理 . 推广 用 于 刚才 解决 问题 的 方法 ， 
我 们 把 上 式 重 过 为 











CT 6 6 6 6 24 2] | 
己 1 | 1 [站 
四 6 

2 1 


-6 - 风 0)] + | | 六 | - 20) | 
这 里 ,是 18.10 在 基 后 机 被 用 了 两 次 .最 后 
2 有 = 1 了 | -6+12C. 
F 明 xzr=Tz+iAPz+l) 了 世 有 性 质 a7(zr)=1/(z+l) 这 里 P(x) 是 卫 国 
烙 ， 
证 











下 ; 


EEPF 对 于 正 数 >, 三 国 数 的 定 这 如 下 
二 一 Er 1 
Pr) 上 e < dr. 


分 部 积分 得 熟悉 的 性 质 有 (二 1 = 
喷 后 在 两 边 求 导 歼 得 到 
了 + = Ted+TOry) 


成 者 


第 上 信介 盖 分 启程 161 


"102 ， 


数值 分 折 





(rr+1l) 四 古 (z) 1 
古 f 人 rr1) Try 
里 此 只 要 用 .cec+l 人 代替 .ce 即 得 到 所 需 的 结论 . 
因为 区 zz+ly Wir)=1Ar+T) ,我 们 得 到 


也 (c++1  ，， 加 
Fr 内 7)， 








这 里 4 是 常数 ,而 > 限制 在 间隔 为 1 的 商 散 集合 .对 一 切除 了 非 负 昌 数 外 的 z, 能 证 明 同 样 的 辣 





论 ,常数 4 等 于 0. 

二 阶 线性 方程 , 齐 次 情形 

18.15 差分 方程 wa + at sit+eaw=0 称 为 线性 齐 次 的 ,其 中 na 和 as 可 能 依赖 于 民 .如 
果 由 和 办 是 解 .那么 对 任 柯 常数 rc; 和 rz 证 明 ca +cest 也 是 解 .( 这 一 性 质 等 同 
于 线性 齐 次 方程 .由 于 w = 是 解 , 所 以 这 个 方程 是 齐 次 的 ,) 
证 雪 央 为 加 fail+art0 和 让 + al41+at=0. 第 一 个 方程 乘 ,第 二 个 方 
程 滋 "> 并 相 如 得 到 

Cr2 十 2 讽 4 十 TeIaE+1 十 《22 十 攻 ea 十 ea 下 二 和 . 

此 即 所 证 . 

I8.16 ”对 于 常数 s; 和 wz;, 证 明 两 个 实数 解 可 通过 初等 国 数 求 得 . 


证 睦 首先 设 oz:>4aa, 再 取 
丰 k 一 内 ， 如 一 内， 
其 中 r: 和 *3 是 二 次 方程 天 +alr+eaz=n0 的 相 异 实 根 .我 们 直接 可 证 
Mr + lttI 二 IE = 人 r 二 GT 十 
这 里 r 是 二 次 方程 的 任 一 根 . 此 处 的 一 次 方 侠 称 为 特征 方程 . 
其 次 设 ai = 4aa. 则 特征 方程 只 有 一 个 根 , 璧 如 说 是 r, 竺 征 方程 可 写 蚊 





， 1 了 
rr 二 ji- 十 实 ? 一 [| 一 全， 


现在 两 个 实数 解 是 
i TE 二 
对 于 解 mw 可 完全 同上 面 一 样 得 证 .至 于 记 
( 开 十 了 rr 十 tf 虹 十 工 )rr1 十 区 2 天 





一 3 不 (r2 十 air +a+t2r 二 ar]= 0， 
这 是 因为 两 个 插 号 内 帮 等 于 1 
最 后 设 az< 4az, 则 特征 方程 有 -对 巷 复 根 Rez% .代入 方程 得 


根 25 二 2 十 人 1 及 导 tr 加 -oa 





一 及 2(eos2 和 十 zsin28) + al1 术 (cosg 十 ising)》 + ay; 


一 《 民 2cos28 十 @I 恨 cosp + Ga) 土 约 民 2zsin28 + al 尼 sing) = 由 ， 


这 要 求 两 个 揪 号 内 都 等 十. 
尽 2eos28 + aiReosl + az 一 0 尽 ?sin28+aiRsing = 0. 
现在 来 证 明 莽 分 方程 的 两 个 实 根 是 
2 有 csin8g 请 二 尼 goos 大 站 
例如 对 由 有 


训 4 十 作 ] BSAHT 十 本 2 
一 虹 fr2sinf 并 十 了) 站 二 全民 8+tsint 下 十 十) 站 十 ca 玉 tsinA 
= 瑟 fsin 上 8){ 中 ?rosa8 ~- Qi1Reosg + az) + 民 ETens8g (Ra2sin28 + aiRsing) 
一 0， 
这 是 因为 上 式 中 的 两 个 括号 内 都 等 于 0. 对 于 内 的 证 明 世 乎 完全 相同 . 


盘 在 可 知 ; 对 任意 常数 既 1 柯 ea 方程 +2 十 G1 和 +1+a2 一 自 都 有 -- 蔷 基本 解 二 1 


第 十 八 章 莹 分 方程 


了 








18 ,17 


了 全， 六 


18,19 


13.20 


1 .321 


18 .22 


设 4>1. 用 曙 数 求解 差分 方程 内 一 24w+1+ 内 二 0 

解 EE 设 岂 = 疆 代入 方程 必须 满足 2 - 24r +1=0. 于 是 得 到 -At+ vv4z 1=rra 并 且 
枯 二 申 于 二 人 下 = 人 要 二 人 三 :由 于 ri0< rc1l)[ 因 为 (4 113=A2+i-24 巡 42 1, 所 以 
r=4- V4z-1ic<1.] 当 上 变 大 时 ,其 中 -个 释 函 数 成 为 任意 大 , 而 另 一 个 趋 于 零 . 

解 方程 加 + -21+ 由 =0. 

解 本 这 里 我 们 有 ao=4es=4,r-2r+l1=0. 仅 有 -个 根 -=1. 这 表明 ie=1, 认 = 上 是 方程 
的 解 .而 六 -e+ee 是 方 租 的 解 旋 . 和 根据 这 个 差分 方程 可 以 写成 &*w =0 的 事实 ,这 一 点 就 毫 不 
奇怪 “. 

解 办 -24wt1+ 外 = 这 里 4 二 1. 

租 和 王 现 厅 ai<d4a2, 特 征 方程 的 根 变 成 











Rear = Ai vv 1 A2 = cosg+fising， 
其 中 站 = eosg, 下 =1 因此 =sinkpw -ceos 妥 .于 基 有 解 族 
人 TIStnRP 十 CaroskP， 
函数 内 表示 为 上 的 多 项 式 时 ,就 被 称 为 Chebyshcey 多 项 式 , 例 如 
mn = 了 za 二 册 za = 242 一 1 
这 -问题 的 差分 方程 就 是 Chebyshev 多 项 式 的 递 推 公式 ， 
证 明 如 果 +arrt+te2 = 人 的 两 个 解 在 相 邻 整数 上 取 等 值 , 则 对 一 切 整数 ， 
它们 都 相等 { 设 ez 天 0). 
证 设 台 采 让 是 在 下 = 站 和 大 = 次 +1 叶 到 等 值 的 两 个 解 .于 是 其 郑 由 = 如 一 全 是 解 ( 根 
据 题 18.15). 这 时 了 ,=c 1= 避 于 是 
可 2 十 站 1 人 1 十 2 本 用 如 + ed 0 
由 此 可 推出 性 =0 和 如 -1=0, 同 法 可 证 对 二 才 > 天 +2 和“ 世 玉 一 1 依次 取 每 一 复数 有 ,二 都 
等 于 党 .于 是 号 恒 等 于 零 , 即 生 (要 设 ae 天 0, 只 是 为 了 保证 确 为 二 阶 差分 方程 . ) 
证 骨 全 +awr+as 吕 =0 的 任 一 解 可 表 为 两 个 特 解 上 和 ww 的 组 全 . 
CT 二 2 
只 要 它们 的 刺 ronsky 行列 式 


主 天 Te 


二 0 


一 








证 
证 咪 ' 我 们 知道 clak + eat 是 一 个 解 , 由 上 一 问题 知 ,如 果 在 上 的 两 个 相 邻 整数 值 上 它 与 闪 相 
等 , 它 就 与 兴 恒 笑 .为 此 ,我 们 选取 上 =1T 和 妆 = 丰 任何 其 他 相 邻 整数 都 行 ). 由 以 下 方程 来 确定 系 
笋 = 和 +a 
| 本 站 十 220 二 0 ti 十 2 有 1 二 和 1 
因为 mi; 拓 0, 其 惟一 解 为 rt= (31z0 一 30o] le 二 (yc 一 807m1. 
证 明 如 果 对 某 一 上 值 , WwWronsky 行列 式 等 于 零 , 则 它 必 恒 等 于 零 , 假设 由 和 了 共 是 题 
18.20 中 方程 的 解 .将 它 用 于 题 18.16 的 特殊 情形 来 证 明 sws 径 四 . 
证 旺 我 们 计算 其 分 
友 1] 

天 

二 【az 一 1 re 三 TH 一 砚 于 
由 此 , 立刻 得 到 my = GT 因为 a: 基 0 所 以 宣 wwk 等 于 零 的 惧 一 方法 是 必须 mo =0, 因此 就 便 
等 上 零 ， 

当 ms 恒 等 于 堆 时 ,可 得 到 不 Aror 等 于 如 -iu 1 对 -… 切 大 都 成 立 , 即 中 /ww = 常数 .这 对 题 18， 

16 中 的 xx 和 xz 是 络 对 不 可 能 的 .因此 那里 的 ws 不 可 能 为 过 . 


- 164 - 数 估 分 入 





18.23 ”通过 直接 计算 解 初 值 问题 
共 2 320 =0，24 = 上 
解 睫 取 *=0,1.2,…, 我 们 易 求 得 逐次 的 失 值 1, 2,3,5,8, 13,21,34, 35, 89, 144、…. 它 称 为 
Fibonacci 数 . 计算 清楚 地 沿 明 这 是 一 个 递增 的 解 序列 , 但 订 疫 有 给 出 蕊 的 精 镜 的 村 性， 
18,24 ”确定 上 题 中 解 的 特性 . 
解 ”# 杰 沿 着 在 题 18.15,18.16 等 等 中 拟定 的 历史 轨 这 .我 们 考虑 特征 方程 王 - 1-0. 周 为 
群 六 4ax 所 以 有 两 个 实 根 , 即 rr - (11572. 一 切 解 都 能 表 为 以 下 形式 





二 ， 上 只 中 
-| LS + Li 
1 RU 


为 了 满足 初始 条 件 ,我 们 要 求 + cs=0 和 < 1 | + LS1 =1. 因 此 ci= ca 
1 1 
站 3 -593 

13.25 对 Fibonacei 数 证 明 limfw ,yi)= (1+v/S)72， 


证 M 枉 为 了 得 到 这 -- 结 果 , 了 解 函数 的 性 质 是 方便 的 .利用 前 : 题 ,简单 计算 可 得 
ad 1 十 WA5 .1 T1 -vv Sr 二 St 
业 2 1 [0 -VS FS 
而 (1 -.S$)7(1+w5) 的 绝对 值 小 于 王 . 于 是 就 得 到 所 求 结果 . 
18.26 ”Fibonaeci 数 出 现在 某 些 包含 信息 滑 着 通讯 线路 分 布 的 问题 中 , 系统 的 能 九 和 定义 为 
C=jlinflogy ,对 数 以 2 为 底 . 求 这 个 极限 的 值 . 
解 8 本 再 -次 要 用 害 解 吕 的 解析 性 质 .这 一 点 已 经 有 了 .而 且 我 们 有 有 
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_， 上 1 + 3 11- 
= log | + logl 1 TS 下 
使 得 C= lim IEA :gl Sa +ig|: 人 -5 | | -el 
| 之 
非 齐 次 情形 


[8.27 方程 内 +ai 如 +a2 训 三 机 是 线性 非 齐 次 的 ,证 明 如 果 内 和 本 是 相应 的 齐 次 
程 ( 即 站 =0) 的 解 , 其 更 ronsky 行列 式 不 为 零 . 人 各 也 是 上 述 非 线性 方程 的 -- 半角 
则 其 每 一 个 解 都 可 表 为 内 =e+cz+ 吕 .这 里 ci 和 es 是 适当 的 常数 . 
证 4 本 用 类 表示 正 齐 次 方程 的 任 一 解 , 表示 其 特 解 ， 
二 二 
二 
两 式 相 减 得 c++ 二 人， 
这 里 居 = 关 -号 .这 使 和 由 是 齐 次 方程 的 角 , 抽 以 四 一 ed+ctk :最 后 得 到 闪 =ciakreaty 
加 ,这 就 是 摧 需 的 结论 . 
I3,28 利用 前 一 题 , 要 求 非 齐 次 方程 的 一 切 解 ,我 们 可 以 求 出 一个 这 种 特 解 再 加 上 相应 齐 次 
方程 的 解 .用 这 种 方法 来 解 闪 aa 一 如 一座 三 生 玫 . 
和 解 上 当 右 端 项 只是 每 函数 时 ,通常 能 找到 :个 本 身 也 是 攻 晒 数 的 解 . 
我 们 在 这 里 试图 决定 常 数 C, 使 得 了 = 
把 罗 代入 方程 得 到 Crifcz-r 1=4m ,因此 C-AAc -有 .于 是 它 的 鲜 可 考 为 
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如 果 zz -1=0, 此 法 无 效 . 
当 尖 -zl1z=0 时 ,上 述 问 题 如 何 能 求 出 特 解 六 . 
解 ”4 本 我 们 试 疝 确定 口 , 使 得 到 = ( 太 . 
代入 方程 得 到 Ces[(E+2)c2 一 人 +1)r 一 A]=4m. 由 此 可 得 C=4A2r-Th) 寺 是 于 = 
(22 了) ， 
对 哪 一 种 右 问 项 名 ,可 求 得 基本 解 鸭 ? 
解 上 每 当 儿 是 竹 绕 数 或 正 荡 国 数 和 剑 防 函 数 时 , 解 % 就 有 类 似 的 性 质 , 表 18.1 对 此 说 明 得 


更 清楚 . 妨 果 表 18. 1 中 纵 的 如 包 富 相应 齐 次 方程 的 解 ,那么 用 科 以 这 个 内 直到 不 再 包 舍 这 神 
解 . 我 们 将 进一步 给 出 例子 来 说 明 这 种 方法 的 有 效 性 . 











雪 民 .1 

具 了 

用 zs 

大 Cs (下 十 CC 

SinAAk 或 cosAr Cisin 风 下 十 下 2eD5 有 
归 二 
tsin AR 和 撕 toosA4 CisinAE TCacosA) 
补充 题 


给 定 w+ = mt+ 上 及 0= 和 ,直接 计 向, …,y4, 再 找 出 解 秀 数 的 性 质 . 
委 定 mw:i= -中 +4 及 30=1, 直 接 计 算 ?1，…34: 解 函数 的 性 质 是 什么 ”对 任意 的 yo, 你 能 香 搜 到 


般 的 人 性质 . 
如 果 屋 务 以 正常 的 付款 额 分 期 付 孝 , 利率 为 1 未 还 结算 是 声 ,这 里 P-L+iB 一 尺 . 初 始 侍 务 


是 Po=A, 证 明 必 =AG+ 4-R 人 二 坟 二 1 并 证 明 为 了 弄 好 在 ， 次 还 款 后 使 P， 等 于 零 (P = 
,我 们 必须 取 尺 =Axr[1-(L+i 9]. 

证 明 带 有 初始 条 件 加 = 2 的 差分 方程 mr1= (Er+TDo+(Et+1)T 有 解 闪 = 下 (二 +2)， 

求解 闪 = Re t+ 2851 = 

者 题 18.5 中 的 Horner 方法 计算 p(z)=1+ e+z2+…xs 在 x= 二 处 的 值 ， 


把 Homer 方法 用 于 站 ( 卫 ) = 工 一 了 3A31 + 了 5375 一 31 二 YA ， 

对 二 20 证 明 方程 (+ 二 ArT+a=2 一 3 有 解 加 =] 一 20. 

证 明 非 线性 方程 , = AI+ 呈 ) 有 解 略 =CAIL+CR). 

求解 方程 4 = (1/-1) 兴 :初始 条件 是 yi = 1 

根据 题 18. 11 中 的 结果 计算 内 9f0) 0001) 和 52) ,并 对 整数 自 变量 给 出 一 般 结 果 . 


借助 下 苯 数 计算 袜 Uats + 2)》 ， 

利用 题 18.41 计算 2Vet 4 2)2 . 

栋 据 级 数 定义 , 用 加 速 方法 计算 #| 十 ,到 三 位 小 数 ,然后 根据 At = 1/(= + 13 来 计算 由 了 | 和 和 
光 引 |， 

根据 上 三 , 当 = 趋 于 -1 时 ,%(<) 的 性 态 如 何 ? 

计算 忆 VPiCr) .这 里 Pitz) 是 二 次 Legendye 雪 项 式 . 


计算 > ;Ti(z) .这 里 Ti(z) 是 工 次 chebyshev 康 项 式 ， 
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计算 >， 17P4(E) ,这 里 Psfc) 是 四 深 Legendre 多 项 式 ， 


辫 定 方程 中 利 初始 条 件 = zy =1, 直 接 计 个 yy1n0. 
用 最 18.16 中 的 方法 来 解 朋 题 . 
证 时 方程 汪 -z - 41+4=0 的 解 是 六 -24(el+eg), 这 里 cea 是 尾音 常数 . 
求 右 得 羔 -z 办 = 妊 的 解 肛 . 击 求 出 满足 切 始 条 件 =0,3y0=1 的 解 . 
求 方程 mt ?+ 12 呈 = cosg 的 解 满 正 加 = =0. 
求 方程 4o+y+4 内 IT+ 外 二 于 的 解 注 足 如 =0 yi 一 ， 
证 明 方程 wz-2m1+2=0 的 解 是 
区 虹 


机 一 cfX2 )4sin 只 十 cf/ 2)ecos 


求 方 程 2w+a 5ywrt+2 汪 = 的 解 满 吓 初 始 条 件 ye=0, yt= 1. 

求 方 桩 wz+6mr1+25 人 =2 的 解 满足 mw 一 0 1 一 0. 

求 方 种 六 4 4%r1+4=sing+ 六 的 解 满 是 和 = yl1=0. 

2 了 节 什 么 值 时 方 种 ww- 21+(-e)=0 的 解 呈 振 荡 人 心态. 

求 方程 wz -221 一 332Pa08) 的 解 满足 yo= = 人 这 里 Pa(t) 是 一 次 Legendre 多 项 式 . 

当 0<ea<x1 或 a=1 或 ea>1 时 ,方程 种 4 一 2 二 一 站 的 解 的 性 访 如 何 ? 

证 明 通 过 变量 代 换 @@ = w+ 能 把 非 线 性 方程 旬 = - 姓 人 变 摘 为 线性 方程 加 :3 -ay 
百 9e 二 站， 

证 明 对 于 偶数 N, 方程 上 :az- 汪 20 下 存 在 满足 迪 界 条 件 mm=0D,yr=1 的 解 . 

证 明 前 题 的 古 程 有 无 穷 多 个 解 满足 是 20> yw = 

证 明 对 于 奇数 N ,方程 wz 一 办 = 人 恰 有 一 个 解 满足 间 = 中 3 = 上 求 出 这 个 解 .并 证 明 仅 有 一 个 多 
满足 =Jwv=0, 即 六 反 0 
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经 典 问题 

解 微分 方程 是 数值 分 析 的 主要 问题 之 一 .这 是 因为 各 种 各 样 的 应 用 导出 的 微分 方程 很 少 
能 用 解析 方法 求解 .经 典 的 初 值 问 题 是 求 一 函数 >(z) 满 足 一 阶 微分 方程 y = 六 zy), 并 取 
初 值 y(zo) = ?0. 已 设计 了 各 种 各 样 的 方法 来 求 这 问题 的 近似 解 .其 中 洗 多 方法 也 被 用 来 处 理 
高 阶 加 题 ,本 齐集 中 讨论 这 个 问题 的 解法 ， 





工 . 


2 


Co 


上 
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首先 提出 等 倾 线 法 .根据 y(z) 是 解 曲 线 的 斜率 的 几何 解释 ,就 给 出 了 全 解 族 的 定性 
图 . 数 六 az 人 确定 了 每 点 的 斜率 .这 个 所 谓 的 “方向 场 " 决 定 了 解 上 曲线 的 性 质 . 
历史 上 的 Euler 方法 是 对 变 莉 zx 应 用 半分 方程 

3 二 庆 十 下 FE 3 
计算 一 组 离散 集 台 上 闪 的 值 ,这 里 严 = 关 1 下: 这 是 一 种 明显 的 不 太 精 确 的 关于 y 
-六 zy) 的 近似 . 


, 计算 解 的 更 有 效 的 方法 于 是 就 发 展 起 来 了 .多 项 式 近似 是 许多 众所周知 的 算法 的 基 


础 ,除了 某 些 级 数 方法 , 允 项 式 近 亿 方 法 实际 计算 的 是 对 应 于 一 组 离散 变量 zk 的 痰 值 
的 序列 .和 Euler 方法 一 祥 , 大 多 数 方法 等 价 于 用 差分 方程 代 蔡 所 给 的 微分 方程 .所 得 
到 的 特殊 的 差分 方程 取 决 于 近似 多 项 式 的 选取 ， 


. 大 量 地 应 用 Tayior 级 数 .假设 Frz,y) 是 解析 郴 数 可 以 求 出 (xz ) 的 各 阶 导数 , 并 可 通 


过 标准 的 Taylor 公式 写 出 关于 y(z) 的 级 数 . 有 时 一 个 级 数 可 以 对 付 所 有 感 兴趣 的 变 
量 .在 其 他 问题 中 , 一 个 级 数 可 能 收敛 太 慢 而 不 能 对 所 有 感 兴趣 的 变量 产生 所 需要 的 
精度 , 这 时 可 用 在 不 同 点 上 展开 的 Tayler 级 数 . 任何 这 种 级 数 的 最 歼 截 断 误 差 表 明 解 
将 第 Taylor 多 项 式 所 近似 ， 


, 龙 格 - 库 塔 (Runge-Kura) 方 法 是 为 了 避免 Taylor 方法 中 可 能 包含 的 关于 上 吉 阶 导数 的 


计算 而 发 展 起 来 的 .用 给 定 函 数 ffz,y) 的 其 他 值 来 代 蔡 这 些 导 数 .这 种 方法 可 产生 
了 Tayler 移 项 式 的 两 倍 精度 .最 常见 的 公式 是 
太一 玉 大工 3》 


| 1 1 
有 2 一定 六 书本 人， 
| 1 
天 3 = Hz 十 司 下 ,3 二 好 | ， 
现 # 二 太太 ( 开 十 下 ,多 十 虑 3 
拟定 二 下) ss 名) 十 (8 十 2 十 2K3 十 开 4) ， 


但 是 有 许 才 变形 . 


. 预测 -校正 方法 包括 先 用 一 个 公式 来 预测 下 一 个 兴 值 , 热 后 再 用 一 个 更 精确 的 校正 公 


式 , 于 是 就 可 以 不 断 改 进 和 精度. 虽然 稍为 复杂 ,但 足 这 种 方法 具有 通过 对 每 一 个 只 值 
的 不 断 逼 近 就 能 作 强 误差 估计 的 优点 .简单 预测 -校正 步 是 
LA 二 
种 和 内 十 二 Roy 士 3 


预测 步 就 是 Euler 公式 , 而 核 正 步 称 为 修正 Euler 公式 .由 内 = 六 (am ) 和 
只 rs Fr 所 以 预测 步 先 估 计 mt 然后 由 这 个 估计 求 训 天 + 的 值 ,再 去 修 
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正 3 十， 可 以 继续 不 断 地 得 到 光 二 1 和 3 +1 的 校正 ， 直到 取得 满意 的 结果 . 
7. Milme 方法 采用 预测 -校正 步 


千斤 ， ， ， 
HT As 名-3 二 3 3 1 


TAR 内 -十 人 (xf 十 和 3 十 1) 
容易 看 出 其 中 用 到 Simpson 法 则 , 它 商 先 需要 四 个 先行 的 值 (y ,wy 下) 这 


些 值 须 和 由 另外 的 方法 慕 得 . (通常 是 Taylor 级 数 )} 
38. Adams 方法 采用 预测 -校正 步 


页 ， ， ， ， 
3 二 244353y- 5934k -1 3738 -2 一 全 y5-3 


36t1se 尖 十 革 (9y4 + 二 kr SA 二 242 
和 Milne 方法 一 样 , 它 需要 四 个 先行 的 值 . 

误差 

截断 误 美 ” 当 用 部 分 和 来 近似 无 穷 级 数 的 值 时 就 产生 了 截断 误 芝 .这 或 许 是 这 一 术语 原 
本 的 用 法 .现在 它 已 被 用 得 更 自由 了 ., 当 差分 方程 代 蔡 微分 方程 时 , 随 着 每 向 前 一 步 从 上 到 到 
+ 工 就 产生 了 局 部 截断 误 闫 ,然后 这 些 局 部 截断 误 关 用 某 种 不 清楚 的 方式 产生 票 积 误 头 或 全 
局 截断 误差 .不 太 可 能 通过 微分 方程 算法 的 实现 来 探索 误差 的 增长 ,但 可 以 作 某 种 粗略 的 个 
计 . 

收效 方法 ” 当 一 种 方法 不 断 改进 时 (级 数 的 项 用 得 越 来 越 多 , 或 者 相 邻 两 变量 的 何 隔 越 来 
越 小 ) 就 产生 收敛 于 准确 解 的 近似 解 序列 ,这 种 方法 就 是 收敛 性 方法 .可 以 证 明 在 适当 条 件 下 ， 
Taylor, Runge-Kutta 和 某 些 寞 测 -校正 方法 是 收 仇 的 . 收 伍 性 证 明 只 处 理 截断 误差 , 不 顾 必 回 
是 的 舍 人 误差 ， 

合 人 误 焚 ”不 用 多 说 所 有 这 些 方法 都 出 现 售 人 误 , 有 时 六 很 重要 . 它 比 截断 误差 更 难以 
捉摸 , 而 且 仅 得 到 很 有 限 的 分 析 . 

相对 误 束 ” 近 介 的 相对 误差 就 是 误差 与 准确 解 之 比 , 一 般 比 误差 本 身 有 重 大 的 兴趣 .因为 
如 果 解 变 得 较 大 , 那么 就 可 能 容许 较 大 的 误差 .更 为 重要 的 是 , 如 果 准 确 解 减 小 ,那么 误差 必须 
同样 减 小 ,否则 它 将 盖 没 解 , 而 将 使 得 计算 结果 无 意义 .简单 问题 y = Ay, y(0)= 4 ,其 准确 解 
是 y= e', 常 用 作 我 们 各 种 方法 中 探索 相对 误差 性 质 的 试验 .我 们 希望 这 种 方式 得 到 的 信息 
和 把 同样 的 方法 用 于 一 般 方程 y = Fzr,y) 有 所 联系 .这 似乎 是 乐观 的 , 但 是 误差 的 研究 有 其 
局 限 性 . 

稳定 方法 ”是 一 种 希望 通过 初 值 使 相对 误差 保持 有 四 的 方法 .这 是 一 个 很 强 的 要 求 而 且 
很 难 证 明 .还 有 , 一 种 方法 可 能 对 有 些 方程 是 稳定 的 , 而 对 另 一 些 方程 是 不 稳定 的 . 仅 能 提供 部 
分 结论 ,特别 是 对 于 方程 yY = 4y， 

误 闫 控制 ”涉及 到 一 步 一 步 地 测量 局 部 截断 误差 ,并 用 此 信息 来 确定 当前 的 步 长 旦 否 全 
适 .对 于 预测 -校正 方法 , 用 预测 和 校正 值 就 能 作出 实际 误 莽 估计 . 在 Runge-Kutra 方法 中 , 用 
双 步 长 的 平行 计算 得 出 的 误差 估计 很 像 在 自 适 应 积分 中 .和 那里 一 样 , 这 里 的 目的 是 用 最 小 的 
努力 达到 指定 精度 的 最 终结 果 


题 解 


等 斜 线 方法 


19.1 用 等 斜 线 方法 来 确定 yY(z)= zy 坟 的 解 的 性 态 ， 
解 4 及 当然 可 以 用 初等 方法 来 鲜 这 个 方程 .但 是 我 们 把 它 作 为 对 各 种 近 俱 方法 的 试验 .等 斜 线 方 
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确定 解 的 特性 .这 个 例子 中 , 等 震 线 是 曲线 族 





法 旦 根据 曲线 这 w (ze)= 常 数 本 与 不 是 解 , 但 却 有 助 了 


2 这 里 时 是 y《r) 的 常数 值 这 些 曲线 中 的 -部 分 描 终 { 姬 线 的 ?在 图 19.1 中 , M 值 已 表 
出 .在 微分 方 保 的 解 穿 过 这 些 等 糙 线 中 的 一 共处 , 它 和 定 共 那 条 等 斜 线 的 好 为 其 斜率 .图 19.1 中 也 


包 言 儿 杀 和 解 邮 线 ( 实 线 ). 雄 余 的 至 少 能 大 致 措 出 . 


靠 料 线 方 法 的 日 标 不 是 精度 而 是 解 族 的 - 毅 性 质 -例如 都 有 关 计 两 轴 的 对 称 性 .经 过 {0,0) 的 解 
芝 基 上面 的 解 都 基 U 形 .在 它 下 而 的 解 更 是 异 于 寻常 . 洛 y=0 林 同 的 解 能 在 -起 ,甚至 个 解 能 包 
舍 "用 了 办. 这 翌 的 解 可 能 沿 着 下 妊 弧 进入 (0,.0), 再 灌 着 x 轴 到 (2,0) ,然后 再 向 上 . 如 图 19.2 所 











区 19.1 
Euler 方法 
19.2 所 述 用 最 简单 的 Euler 方法 计算 
2 = (ro = 91 
的 解 . 





图 19.2 


” 30)=1 


解 ”g 这 上 或许 是 把 等 斜 线 转换 成 -- 个 计算 格式 的 最 初 的 方法 , 它 用 公式 


Tt 
着 本名 二 了 人 ss 9 


下 





东 . 可 能 有 数 本 尽 的 直线 和 驱 结 全 在 一 起 . 当 力 图 计算 精确 解 时 ,这 类 信息 常 是 有 用 的 指导 . 


这 相当 于 认为 在 mx 和 .+! 之 间 > 是 常数 . 它 也 相当 于 Tayler 级 数 的 线性 部 分 .因此 如 果 闪 和 芝 精 
确 地 知道 ,那么 在 六 + ,的 误差 将 是 二 42y52)( 人 )， 它 称 为 局 部 截断 误差 , 这 是 因为 它 在 rx 到 zxi+1 这 一 


步 中 产生 的 ,由 于 它 很 大 ,为 了 高 精度 就 需要 相当 小 的 





增 量 天. 


这 个 公式 很 少 用 二 实际, 人世 用 来 表明 今后 任务 的 性 质 和 某 些 必 须 而 对 的 困难 .对 于 zo, yp = 1， 


取 关 =0.01 二 次 使 用 这 一 Euler 公式 得 到 
LA | 十 (0.013701 

31.0100+00.D0101L 00337 xs .0201 
ads 1l1.0201 + 1t0.011.02)01.0067) = 1.0304 
在 z= 工 卫 近 我 们 有 = 30+ 二 xy 29:(ay1) 
= ,在 每 一 步 就 产生 大 约 0.00007 的 截断 误差 .经 
过 三 次 这 种 溪 兰 ,第 四 丰 小 数 已 值得 怀疑 .如 果 我 们 
希望 较 高 的 精度 , 增 量 就 必须 比较 小 .在 图 19.3 
中 进 - . 纱 说 明 截断 误差 的 累积 . 在 那里 由 计算 得 到 
的 点 已 参与 测 出 解 曲线 . 牧 们 的 近似 相当 于 对 方程 
的 各 个 解 淮 着 切线 方向 .近似 解 最 终 趋 于 沿 着 解 曲 
线 的 凸 出 的 “: 边 ,还 要 注意 Fuler 公式 就 是 一 阶 非 线 





) = .0100 





准确 


计算 解 
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性 佐 分 方程 :只 .1 一 内 二 hxzel 

19.3 取 产 =4.10,0.05 和 0.01 用 Euler 方 法 所 得 结果 与 精 形 解 y*= [(x2+ 2)173]3? 进 行 比 
较 , 说 明 收 和 化 性 概念 . 
解 驮 收 化 是 指 当 区 间 长 产 趋 于 堆 时 ,近似 鲜 的 改进 ,一 个 不 收 北 的 方法 作为 一 种 关 分 格式 是 值 
得 怀疑 的 .后面 将 证 明 所 引进 各 种 格式 的 收 委 性 .但 莫 为 帝 证 , 由 Euler 方法 得 到 的 表 19.1 中 的 数据 
可 供 参 攻 . 只 包括 对 于 整数 变量 z 的 值 .为 简单 起 见 ,其 余 的 都 被 删 掉 了 ， 

注意 通过 每 一 行 ,确实 都 趋 于 精确 值 .用 较 小 的 区 间 意 味 着 更 多 的 计算 . 例 妇 在 林 行 , 值 25.96 

是 经 过 听 上 得 到 的 ,而 值 26.89 项 要 500 步 , 知 外 的 工作 吾 来 了 改进 , 这 才 是 公 阅 的 , 当 靖 赵 于 零 
夺 , 计算 将 更 长 ,我们 希望 其 结果 作为 极限 趋 于 准确 值 ， 





要 19.1 
工 =0.10 睛 =0.05 睛 =0.01 准确 












1 1 00 1.00 王 . 0 1.00 
2 了 .92 2. 18 2 .82 2 .83 
3 右 , 了 1 丰 . 有 7 下, 09 | 了 02 
本 14 .1 14. 徊 十 -63 14 .30 
26.48 











这 就 是 收 和 康 性 概念 ,不 用 说 伟人 误差 将 限 止 所 斐 精度 ,但 它们 不 在 收 笋 性 问题 内 . 





Taylor 方法 
19.4 ”用 局 部 Tayler 级 数 方法 ,对 自 变 量 直 到 x =5 求 wy = zyb3， (1)= 工 的 解 ,精确 到 三 位 
数 . 














解 ” 履 一 般 讲 这 个 方法 包括 用 (z+) 代 更 y(r+), 这 里 前 Ptz]) 是 关于 变量 z 的 Taylor 多 
项 式 . 我 们 可 以 直接 写 出 
1 1 


[人 二 再) ss 后) 二 下 【全 )》 十 二 Ray)(z) 十 舍 训 3 人 z) 十 区 各 (rr)， 





它 的 局 部 截断 误 莽 王 -有 syt5fE)A120， 
由 微分 方程 可 算出 商 玲 导数 


1 - 
ofz) 二 本 xy 153 十 3 


3 一 1 


322(z) = 一 辣 : 2 


一 173 
下 


1 - 之 - 
4 二 了 一人 zy 1 + y 


初始 条 件 (1) =1 工 已 给 定 , 当 二 =I 和 天 =0.I 时 ,就 得 到 





也 2 ， 卫 3 ， 工 4 
3fL+TDt) el+ 蚊 .1 十 3 0.1) + 760. 二 中 上 .1 = .10682 . 











于 一 步 在 z=1.1 处 用 Taylor 公 式 得 到 

wf11+0.1) ss 122788 YLI-01s 100000 
其 中 第 二 个 用 作 精 度 检 查 , 因 它 再 现 了 我 们 第 一 个 结果 达到 五 位 精 诬 .( 这 与 第 十 四 章 中 对 误差 函数 
积分 所 用 的 步 攻 是 相同 的 . ) 继 续 这 种 方法 就 得 到 了 表 19.2 所 未 结 果 . 再 次 用 准确 解 作 比较 .虽然 用 
的 是 严 =0.1, 仅 列 出 zx=10.5)5 的 值 ,注意 误 善 比 Euler 方法 取 上 =0.01 所 产生 的 误差 要 小 得 案 . 
Tayler 方法 是 一 种 收 各 比 较 迅 速 的 算法 . 






































表 19.2 









准 殉 结果 
1.00000 
1.68617 


Taylor 结果 
1.00000 
] .8 在 各 











让 - 恬 
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续 表 

了 Tayler 结果 准确 请 果 误 佐 
2.0 2.82846 了 B2843 一 
2.5 中 .56042 站 ,6 人 人 一 所 
3.0 了 , 02123 了 .2113 一 ] 
.5 10. 35252 10.35238 -14 
插 - 昱 | ] .6371 站 1 ,9584 一 十 
4 5 20.19842 2D0.19822 1 一 20 

5 .0 27.00022 27.00000 一 22 











19.5 用 Tayler 方 法 求 y = -of0)=2 的 解 . 
解 ” 有 蜂 能 用 上 述 题 的 方法 , 但 将 说 明 其 变化 ,本 质 上 是 一 种 待定 系数 法 . 一 开始 就 假定 收 训 ,我们 


写 出 Tayler 级 数 3 一 27sie 于 是 


不 加 
32(z) = ( 忆 m 1( 忆 or =- 密 | et 本 本 yatrct1 
= 由 上 = 用 一 路 
代入 纳 分 方程 并 对 和 数 的 下 拒 稍 作 改变 得 到 
上 站 
YUrDoanr=-yfSioaol ,an， 


比较 的 系数 得 到 =0 和 


(二 1)aisrl 三 一 2 1_， 于 一 ,2 
初始 条 件 使 得 co = 2, 然而 递 扒 地 得 到 
= 一 本 加 = -2 abn 一 超 (2aoasf 2aias+a 和 = 一 2， 
人 一 - 序 (2 anGai) 如 7 一 -六 (2anas+ 2aia4- 2azaa)=0， 
au= -十 (2aoaz-a3=2， = - 言 (2anes+2aias+2aaat+ =2， 


2 一 一 二 (2ana3 -2aiecz) = 小， 

等 等 . 递 推 可 程序 化 ,所 以 系数 可 根据 需要 而 自动 计算 . 所 标明 的 级 数 是 

yz = 2 一 区 2 十 光一 
因为 容易 求 得 精确 解 是 "(z)= 27(1+ zx, 所 以 得 到 上 述 级 数 就 不 足 为 怪 了 .这 个 方法 经 常 有 用 ,其 
基本 假设 是 解 现 实 具 有 级 数 表达 式 , 在 这 种 情形 下 , 仅 当 - 1< r< 1 时 包 数 收敛 . 当 - 证 <z< 卫 时 
只 需要 六 项 给 出 三 位 精度 ,在 前 题 中 为 了 计算 每 一 个 值 用 了 新 的 Taylor 多 项 式 . 在 这 里 一个 这 举 的 
多 项 式 就 是 够 了 .问题 是 范围 和 演 要 的 精度 . 例如 ,直到 z = 5, 前 -方法 都 能 使 用 . 进 - 步 对 照 我 们 
还 注意 到 在 题 19.4 中 用 到 固定 项 数 的 多 项 式 .而 且 没有 明显 二 发 生 收 仇 问题 .这 里 假设 >(.- ) 在 感 
兴趣 的 区 间 内 是 解析 的 ,在 症 19.5 中 我 们 把 整个 级 数 引 进 微分 方程 


Range-Kutta 方法 


19.6 ”确定 系数 ae,b,cydympa 和 疡 使 RungeKutta 公式 
到 1 二 下 六 工 ,yy)》， 
形 3 一 真 所 下 十 了 1 下 时 十 于 开 1， 
下 3 一 下 站 全 十 98 十 7 
背 4 一下 站 二 十 区 贡 3 
人 [十 下》 一 小 1) 本 + 二 
和 直到 产 * 的 Taylor 级 数 一 样 .注意 最 后 一 个 式 子 尽管 不 是 多 项 式 近似 但 接近 四 次 
Tayler 多 项 式 . 
解 “”M 我 们 从 把 Taylor 级 数 表 成 便于 比较 的 形式 开始 . 令 
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有 
FF 太 3Fr rr3 疡 六 w+ 六 P 
然后 对 方程 w = fry 切 两 边 收 导 得 
3 FF 
2 
3 = 六 <T3 +3 严 让 万 Fo+ 太 (2 产 六 
六 寺 站 + 六 二 
Fa + FF +T3FIF Pr) PP 





这 使 得 Taylor 级 数 可 殷 成 
(+ 则 -3y(z) = 肝 才 有 Fit (Pa + 


+ [FE3 + FE2 -3(0fs+ 施 wJFI TPREF-… 


现 转 向 各 个 秆 , 类 做 的 计算 得 到 


下 | 一下 六 


帮 2 一 下 | 庆 + zhAF1 二 六 ma 十 订 m263F3 十 | 


并 3 一 丰 | 下 十 四 用 下 十 二 za2E3 + RE 


让 


- 
二 (aaFs 二 3m2PFa +TGmP2TP tt 疗 。)EID)T+ 下 ， 








= (Po+20pRP)， 
十 全 (Pa 十 3n2 FF 十 6mp2f PP 十 FEPi 十 GonpPFD | 


把 妨 些 -起 代入 RungeKurta 会 式 的 最 后 一 式 并 车 新 组 全 得 到 
人 人 十 在) Tree+ 下 +r+FTTYOm 人 十 二 Fi 


十 全 (bm 十 ER 十 寻 放 科 丰 3 开 ， 十 二 (Bo + en3 二 4 F3 


十 《em 下 十 而 站 ) 丰 大 己 二 六 (om2z 十 CE 





(coam 十 dp)AC 六 十 FE + ctznpp FF1 十 ， 
与 Tayinr 角 数 出 较 后 得 到 从 十 条 件 





4 十 办 + 十 虽 二 ]， cm + cab = 下， 
pm +enr+t 员 = 寺 7T2 二 后 十 
2 8 
2 : 2 荆 2 2 上 
tm + 二 过 一 Ca 2 六 12， 
ba oa3+ 603- 二， dzap = 二. 
这 从 个 方程 沼 七 个 未 知 量 , 实际 上 有 一 个 是 过 余 的 , 其 典型 解 集 是 
工 国 上 上 | 
班 二 下 二 声 = ]， & 一 吕 = = 3 
这 样 就 时 号 了 Runge-Kutta 公 趟 
、 1 
并 | 一 真 下 了 3 记 = 好 [+ ， 


有 = RF z+ 二 yt+ 二 如 ]， 有 FPC 上 二 直 ， 


SC 十 页 ] 5 3() 十 到 十 2 才 。 十 了 是 3 十 下 4 


颇 有 兴趣 的 是 注意 到 与 y 无 美的 Fr,y) 这 就 导致 用 于 y(z)= Fz) 的 Simpson 法 则 . 
19.7 和 Tayler 方法 相 比 ,Runge-Kutta 公式 的 优点 是 什么 ? 
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解 8 尽管 得 止 沈 Taylor 多 项 式 的 近似 程度 相同 , 这 些 公 式 并 不 需要 像 Taylor 方法 那样 ,预先 计 
算 wz 的 较 吉 阶 时 数 .由 于 出 乱 在 应 用 中 的 徽 分 方程 常常 是 复 加 的 ,所 以 计 和 名 导 数 可 能 很 麻烦 
Runge-Knurtta 方法 用 计算 不 同位 墅 的 AF(r,3) 来 代理, 而 这 一 画 数 出 现 耕 所 给 方程 由 .这 个 方法 谈 出 
很 广泛 .“ 

19.8 对 和 =Fzryy)=-ryayfi=1l 雍 用 RungeKurta 公式 ， 
解 上 隔 ' 取 zo-1 =0i 我 们 得 到 





上 三 《013 六 1) 一 站 ,1 点 3 二 【0 05 ,1.053361=0.10684， 
2 一 《0 1) FI1.05, 1.05)s0.10672， 一 人 1)r01.i 1.10684)=0.11378. 
由 此 我 们 算得 


中 1 二 1+ 二 (1 +0.21344 +0.21368 + 站. 11378) 1.t10682 . 


这 一 步 完成 ,我 们 用 ri; 和 > 代 车 ro 和 yo 开始 另 一步 , 并 以 这 种 方式 续 下 去 .因为 这 种 方 靶 与 直 
到 六 的 Tayler 弘 数 一 样 ,很 自然 材 求 所 得 结 办 类 俱 于 Taylor 方法 所 得 的 结果 . 表 下 .3 作 了 一 些 比 
较 , 我 们 在 最 后 两 位 发 现 了 差别 ,这 就 通过 事实 部 分 地 说 明了 两 种 方法 的 局 部 截断 误差 不 完全 相同 . 
两 者 都 具有 Cs* 的 形式 , 但 是 因子 C 不 同 .还 有 妇 使 在 代数 上 完全 相同 的 不 同 算 法 中 , 其 舍 入 误 营 
通常 是 不同 的 .当然 这 两 种 方法 是 不 相同 的 . Runge-Kutta 方法 的 优点 是 明显 的 . 














表 19.3 
了 Tayier Runge-Kutta 淮 确 
1 1.00000 10000 | 1.00000 
2 2.82846 2 8284 | 2.82843 
3 7.02123 7.02113 7.02113 
4 14.69710 14.69693 14.69694 
5 27.00022 1 26.99998 | 27.00000 








19.9 颖 述 Runge-Kutta 公式 的 各 种 变形 . 





解 &F 不 准 证 明 
了 叶 | 十 这 十 羡 af(r yi| ， 
其 中 y 表示 y(z), 与 到 二 次 项 的 Taylor 级 数 相同 , 国 此 称 为 二 阶 Runge-EKurta 方法 . 疝 样 地 


及 1 一 由 交 3 


1 1 ，1 
下 2 -if z + 二 + 二 二 | 


开 3 二 真 的 工 十 丰 w 一 天] 十 了 天 2 
3 十 页 ) = 3(Cz) + 计 ( 有 十 4 下 2? 十 此 31 
是 三 阶 的 .还 存在 其 他 二 阶 和 三 阶 方 法 .以 下 一 组 
到 1 一 上 大 下 3] 


娄 2 于 | + 本 和 二 
二 1， 1 
有 = z+ 二 和 3 二 二 证， 


天 4 一 卢 站 工 十 页, 一 天 :环卫 惠 3 
全 十 下 ) = 3 十 天 十 4ks 十 天 
是 一 种 四 阶 方法 ,而 更 奇特 地 


* 译注 :这 种 方法 通常 称 为 间接 传 用 Taylor 谍 式 法 . 
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归 1 二 兵 全 
za hr| 二 和 + 
了 了 了 1 
主 1 
3 一 下 了 有 3 二 直 天 1 二 二 开 3 1 ， 











， 2 7 了 
Rs 一 NT 二 全 丰 3 37K + 本 2 
| 1 28 1.， 5456，， 34 ，_ 378 
ks 了 3525， 
2 125 
人 2 对 335 


是 五 中 的 . 阶 数 盖 商 , 可 能 的 方法 其 盖 异 就 越 大 .截断 误 善 就 越 小 .ma 阶 方法 与 直到 = 次 项 的 Tayler 
级 数 . : 伴 , 因 此 有 截断 攻 荆 
工 = cyta+1)Rmt1 
这 就 意味 着 对 于 光滑 瑟 数 ,能 用 较 太 的 疡 进行 计算 而 总 很 快 .建立 高 防 方法 卡 及 艰 兰 的 代数 运算 .只 
有 在 计算 机 帮助 下 才 可 能 进行 这 种 运算 . 
Taylor 方法 的 收 和 伍 性 
t9,10 方程 =y 和 yi0)=1 有 精确 解 y(z)=e. 表 当 户 网 定 ,六 趋 于 零 时 ,由 Tayler 方 
法 得 到 的 近似 值 % 收 委 于 这 个 精确 解 . ( 较 执 悉 的 收效 所 念 是 保持 六 固定 而 让 疡 才 


于 无 穷 . ) 
和 解 E&F Tayler 方法 包括 对 每 一 个 精确 值 用 
































VE 店名 
来 近代 ， 
对 目前 的 向 题 斯 有 的 导数 都 相同 ,就 得 到 
Eva = 1 + 由 十 六 下 十 下 本 | = 2 
当 志 = 工时 它 就 退化 为 Euler 方法 ,在 任何 情形 它 都 是 “ 阶 差分 方程 , 它 欧 满足 Yu = 1 的 解 是 


1L > 了 
哆 = 站 = 13+R+ 二 + 


但 是 根据 Tayler 客 项 式 ,公式 
NT 
e 2 和 
< 在 0 和 1 之 阿 .现在 想到 恒等式 
如一 
对 于 ary0 有 te 
取 a= 拓 ,rr 如 前 ,最 后 的 不 等 式 威 为 





辣 罗 DO 
自 妇 局 人 Te < 人 Te 


有 上 砂 是 因为 0<e<1, 收 黎 性 问题 关系 到 巨 算得 的 值 对 于 固定 的 变量 rz, 当 具 赵 于 零 时 的 任 
“ 肉 此 我 们 令 阅 = 起 ,把 王 面 最 五 的 结果 写成 


起 


虽 苹 em (~ Te 





* 译注 :这 里 特别 需要 加 以 补充 说明 的 是 ,党徽 分 方 稚 数 值 解 在 某 点 处 的 收 总 , 指 的 是 点 收 葡 , 所 讨论 的 点 
一 一 抽 固 定 不 变 . 所 以 当天 -和 时 就 意味 着 上 一 oo 必须 同时 进行 , 所 以 收 北 的 严格 定 多 是 Im ,2232(z) 也 就 是 


站 一 


二 一 吕 


说 , 对 我 们 感 兴趣 的 点 ,如 果 轩 越 来 越 小 的 步 长 , 越 来 越 多 的 步 数 去 再 近 它 .最 后 能 达到 微分 方程 在 这 一 点 的 精确 值 ,就 是 收 
微 ， 


第 十 九 训 微分 方程 





19.11 


I ,12 


现 选取 步 长 的 一 个 序列 ,使 得 ez 在 这 个 每 次 计算 的 有 限 变 景 集合 中 无 康 循环 .( 最 简单 的 方法 就 
是 不 断 二 等 分 产 ). 和 根据 上 一 不 等 式 ,所 得 到 的 办 值 的 序列 在 固定 的 变量 cf 处 以 大 阶 收 喜 于 精 负 
解 o .当然 其 实 味 意 义 是 A 取得 越 小 ,所 得 到 计 筑 结 果 盐 来 越 接 过 精确 解 .当然 这 “问题 还 没有 考 
虑 的 舍 人 误差 将 限制 达到 的 精度 ， 

在 前 一 题 中 建立 起 来 的 Tayior 近似 的 误差 , 对 固定 的 步 长 六, 当 上 增加 时 表现 如 何 ? 
换言之 对 越 来 越 大 的 其 进行 计算 时 ,上述 误 善 表现 如 何 ? 

解 ” 旺 注意 因为 y 面 定 ,所 以 这 不 是 收 和 化 性 回 题 .这 是 “个 由 于 到 ji 项 的 Tayler 级 数 的 城 断 误 
差 在 不 断 计 算 时 , 所 产生 的 误差 是 如 何 积累 的 问题 .我 们 从 最 后 -个 不 等 式 看 到 误 辩 包 仿真 解 作 其 
因子 ,实际 上 它 是 更 重要 的 相对 误差 , 这 是 因为 它 关系 到 在 我 们 的 计算 值 中 有 效 数 字 的 倍数 , 我 们 
得 到 





二 玫 


RE 


玫 二 
《为 + 1 











相对 误 邯 = 
对 固定 的 后, 它 关于 zx 是 线性 增长 的 . 


所 


在 ff(z,y) 适 当 的 假设 下 ,证明 对 带 有 初始 条 件 y(zro) = yo 的 一 般 的 一 阶 刘 程 y = 上 


(zy]) 的 Taylor 方法 的 收获 性 . 
证 全 这 推广 了 是 19,10 的 结果 , 仍 用 大 写 宝 母 了 表示 近似 解 ,Taylor 方法 得 到 
呈 
这 里 所 有 的 了 (9 什 自 微分 方程 算得 .例如 
YU= Fe YY 和 = 万 (a + 广 人 nr 瑟 Fa = 大 (e 了 ) 
为 简单 起 更 不 等 出 让 变量 
7 名 = 让 2 有 下) 六 = 六 (zy 
这 可 理解 为 了 及 其 导数 在 xx, 7, 处 求 值 . Y。 表示 在 自 变 mx 处 算得 的 值 .其 他 的 了 to 由 类 做 的 但 
含有 更 多 项 的 式 子 得 到 ,如 果 我 们 用 y(z) 表 示 微 分 方程 的 精确 解 , 对 于 y( zti)Taylor 公式 提供 
了 类 似 的 表达 式 


， 1 - 
(zs1) = 3 十 下 yz) 十 误 和 ya 十 


有 
+ (zh) TEN 


只 要 精确 解 的 确 存在 这 些 导 数 . 一 般 地 上 在 加 和 丽 + 之 间 . 国 为 wz)= 关 rofzlh 我 们 有 


人 一 人 


两 过 求 导 数 得 

yz 去 太 人 re 十 所 (refcsiFCzey KE 二 六 (zfCze 
同样 可 得 (zt)= 广 (rre))， 
如 此 等 等 . 再 相 贼 得 


(mr yz - 区 + (aa) -TO+ 二 妇 [y2(za) - 了 
十 .… 十 贡 好 Lo(z) 一 名 ] 十 pt 

现在 注意 若 六 zy) 讲 足利 普 希 蒋 {Lipsehitz) 条 件 

1 3 一 = 和 1 一 下， 
我 们 将 进一步 假设 fxz,y) 满 足 

1 tf ) 一 0 | = | 天 CDfzkyyfzs 
-天 Dri 拉 ) 二 工 | 3 一 1. 

息 如 六 zx, 有 直到 关 +t 阶 的 连续 导数 ,这 就 能 证 明 对 王 i= 1,2,…, 声 是 正确 的 .同样 的 条 伯 也 
保证 精确 解 (xz) 有 直到 户 +1 阶 和 连续 导数 , 即 以 上 所 人 根 定 的 事实 ,和 这 些 美 于 rz,y 的 假设 下 ， 
现在 令 央 = ?re) - 歼 , 我 们 有 


1 
ds dy 2 











“3 


数值 分 析 





I9.13 


19.14 


这 里 吾 是 1s2 ”1(zi| 的 界 .为 简单 起 所 ,这 可 写 为 
1 es 1I 芝 人 L+e)l 加 1+ 疡 


， _ 工 工 是 
这 电 = 工 [+ 二 局 + + 的， 月 = T5. 


必 一 1 


更 在 我 们 证 明 | 委 疡 同时 
e 和 了 是 上 数 , 固 为 精确 解 和 近似 解 都 满足 初始 条 件 , 所 以 won =0. 因 此 最 后 一 个 不 等 式 对 二 =0 成 
立 , 用 好 疯 法 证 明 它 , 肯 设 它 对 非 负 整数 * 成 立 , 我 们 有 


(1+ajete -1 elkrlie 一 1 
地 














及 信 下 


一 如 一 1 
1 二 1 之 《1 二 ga 位 二 及 = 他 


最 后 一 步 是 国 为 1+ a 芝 人 .因此 归纳 苇 成 立 , 即 对 -一切 非 负 整数 二 不 等 式 都 成 立 . 由 于 一 JP + 了 
< Xi, 这 里 s 随 着 契 于 零 . 我 们 能 用 稍 大 的 M 代替 工 .于 是 得 到 


户 拷 (70 1 
00 四 


用 通常 的 自 变 量变 换 zx = .ro+ 赴 ,所 以 如 同 。， - 样 收 伍 . 

当 计算 继续 进行 到 较 大 的 变 基 mx 时 , 对 固定 的 天 的 误差 , 题 19. 12 的 铺 果 说 明 什 么 ? 
解 ”二 这 个 结果 适用 于 证 明 收 襄 性 .但 出 于 不 知道 精确 解 ,区 此 不 能 立即 导出 相对 误差 佑 计 ,已 
钱 究 了 进一步 误差 分 析 和 有 限 步 外 推 . 

Runge- 民 utta 方法 是 否 也 收 仇 ? 

租 ”8 由 于 这 些 方法 与 到 基 个 位 置 (在 我 们 的 例子 中 是 直到 ji 的 项 ) 的 Taylor 级 数 是 相同 的 . 
所 以 其 收 生 性 证 明 与 刚才 提供 的 对 于 Tayler 方法 本 身 的 收 贫 性 证 明 是 相同 的 ,细节 较 复 杂 . 省 闪 . 

















预 出 -校正 方法 


19 ,15 


19.106 


导出 修正 Euler 公 式 内 ,ix + 六 有 (8 + 凡 并 求 出 其 局 部 截 浙 误差， 
解 ” 败 这 个 公式 能 通过 对 Y 的 积分 用 梯形 公式 而 得 到 , 具体 如 下 ; 
1 一 姑 二 | yd 六 二 (3 人 + 3 ， 


根据 问题 14.56, 对 六 的 积分 用 梯形 公式 的 误 部 和 将 是 - naycGftyyi2. 这 就 是 局 部 规 断 误 吾 .( 想 起 
局 部 截断 误差 和 从 x 到 +:1 这 步 的 近 介 所 引起 的 误 益 有 关 . 实 东 上 我 们 假设 闪 攻 以 前 的 值 是 准 
确 的 . ) 把 目前 的 结果 与 简单 的 Euler 方法 柑 沙 ,我 们 当然 发 现 目前 的 误 盖 事实 上 比较 小 .这 可 以 认 
为 这 是 对 用 梯形 公式 而 不 是 其 他 较 原 始 的 积分 方法 的 自然 回报 .注意 到 在 r 和 ,1 之 问 不 是 把 
3? 当 忒 常数 而 是 假设 y 是 线性 卫 数 , 这 是 很 有 兴趣 的 .我 们 现在 在 这 个 区 间 中 拒 当成 是 线性 的 ， 
所 以 认为 %f 荆 ) 是 二 次 的 . 

对 y = zy,y(1)=1 应 用 收 正 的 Fuler 公式 ， 

解 ”&g 闻 尽管 这 种 方法 很 少 用 干 严格 的 计算 , 但 可 用 来 说 明 其 测 -校正 法 的 性 质 .假设 ， 和 六 已 
知 , 以 下 两 个 方程 





1 ，， ， ， 、 
逢 1 921 二 (ErTy 3 


可 用 米 确 定 %-: 和 类 + 本 ,用 和 第 二 十 五 章 中 提出 的 求 方 程 根 的 方法 十 分 相似 的 迭代 算法 .从 大 =0 
并 始 , 逐次 过 代 . 这 个 算法 就 产生 了 序列 兴 和 序列 党 ,同样 有 趣 的 是 铝 想起 炒 解 前 题 中 的 注释 ,我 
们 在 之 间 的 yfx) 是 二 次 的 .因此 对 y(zy 的 整个 近似 可 认为 是 一 串 抽 物 线段 . >f(rz) 和 (rzr)] 都 
连续 ,而 交 (z) 在 " 稻 点 "(ze w) 处 有 上 跳 既 . 

为 引发 我 们 算法 的 每 : 问 前 步 , 先 用 Euler 公式 作 其 测 , 它 提 供 了 呈 ，1 的 第 一 个 估计 ,这 里 取 
7 =0.05, 它 给 出 








1.05) ss 1+10.05)01)7 = 1.05 
然后 由 微分 方程 提供 给 我 们 
1.05) (1.05)01.016) = 1.0661 
现在 修 止 Euler 公式 上 果 以 用 来 作 核 正 , 得 到 


19 ,17 


19.18 


19 .19 


第 二 儿童 微分 方程 





1.0 呈 ) 1- (0025)01 + 1.0661) = 1.05165 
微分 方程 用 这 新 值 抠 y (1.051 修 正 为 1.0678, 其 后 巨 应 用 校正 步 
得 到 3(1.05)sel+ 人 0.025)(1+ 1.06781=s1.0517 
再 循 趟 次 允 得 到 这 个 四 位 小 数 的 值 .因此 停止 . 与 微分 方程 一 起 较 正 公式 的 这 种 选 代 使 用 是 预 
测 -校正 方法 的 核心 . 假定 方法 收效 ,我 们 就 欠 代 到 收 黎 . (证 明 抑 题 29.29). 再 从 单独 使 用 预测 公式 
开始 ,进行 下 一 个 河 前 步 .因为 现在 得 到 了 更 有 功效 的 预测 -校正 公式 ,所 以 我 们 不 再 进一步 继续 目 
前 的 计算 . 热 而 ,注意 在 最 后 处 得 记 的 结果 仅 是 两 个 单位 太 小 了 .这 就 证 明了 我 们 的 校正 公式 出 简 
单 的 Euler 撕 测 步 更 精确 . 当 呈 =0.01 时 ,后 者 很 少 产生 四 位 精度 ,现在 将 建立 更 有 功效 的 预测 - 校 
正 组 合 . 


导出 “预测 "公式 wise 二 人 (2 从 -一 基 -十 2) 
解 ME 以 前 (第 十 四 章 ) 我 们 曾 在 整个 乱 置 区 间 积 分 配置 多 项 式 (Cotes 公式 ). 也 曾 仅 在 区 间 的 


-部 分 积分 ( 端 点 校正 公式 ) .虽然 较 麻 需 些 , 第 二 个 方法 得 到 更 精确 的 结果 . 现在 我 们 在 比 配 置 区 
间 更 大 的 区 间 上 悉 分 配置 多 质 志 .不 必 大 惊 小 怪 , 由 此 所 得 到 的 公式 将 多 少 降 低 精 度 , 但 它 将 起 重 
要 作用 .多 项 式 

















和 一 -1 :YY1-23?0+9 1 
二 0 
2 2 





四 二 多 0 有 
对 &= -10,1 满 呈 和 = 闪 . 它 是 六 (z) 的 以 二 次 Siitting 会 式 的 形式, 即 抛物 线 的 配置 多 项 式 . 从 
& 二 -2 到 &=2 和 积分 得 


| = ar Or 2 人) 和 2 yor27) 
也 
经 过 通常 的 自 变 基 变 换 r = xn0+ 瑟 , 它 就 变 成 
六 户 ( 区 )d = 全 23 -着 + 1) 
由 于 我 们 把 如 fr) 当 成 * (xz) 的 -种 近 俱 


 ， 半 ， ， 。 
| y (zjdr = 3223-2s 了 ht231 yt23-1)， 
了 -2 





因为 在 其 他 区 间 可 进行 同样 的 讨论 . 上 标 部 可 以 增加 A- 1, 就 得 到 了 所 需要 的 预测 公式 .之 所 以 这 
样 称谓 , 是 因为 它 允 许 对 较 小 的 变量 的 数据 来 预测 y;， 

这 个 预测 步 的 局 部 截断 误差 是 什么 ? 

解 ”上 旺 它 可 以 用 Taylor 级 数 方法 来 估计 , 取 零 为 临时 参 早 点 














， 2 1 
种 三 加 十 【本 )9 全 六 (有 0 十 让 (天 )330 


- 卫 f 1 4151 
二 33( 盐 )#30 十 (0( 逢 记 m 二 





内 它 可 得 
呈 72 4 时 3 全 二 区 十 
后 商 得 到 
答 的 (有 30 六 (她 )93 旬 + 在 (地 六 3 的 + 南 ( 膨 )4 多 上 
由 此 可 得 2 
因此 局 部 蕉 断 误差 是 


， 4 ， ， 。， ]4 
(2 2 


其 首 项 将 被 用 作 估 计 , 对 变换 后 的 区 间 , 它 就 变 成 
顾 ps 本 好 3 多 ， 


把 预测 误差 与 “校正 ?会 式 误 善 进行 比较 

















1 ， ， ， 
3 二 广 (3 51 十 438+T YE 


“177 


“17 








1 .20 


19.21 








解 8 这 个 校 止步 实际 上 就 其 对 zy 用 Smpson 公 焉 ,因此 根据 音 14.6 局 部 武断 误 善 是 








Ta+l ， 1 - - - ] 1 
王 。 -| yz)dz -全 RCyt1+49A+ ys1) 一 订 5y 生 (E)， 


素 -1 
内 此 本 闫 28 ,这 里 没有 顾及 y 3 的 白 变量 的 误差. 
证 明 能 用 预测 和 核 严 值 的 郑 来 估计 题 19. 19 中 的 校正 公式 的 误差 . 
证 盯 只 考 记 从 心 到 x+l 步 产生 的 局 部 蕉 断 误 差 , 我 们 有 
3 一 了 + 下 = 尼 二 玉 ， 


王 和 CC 分 缠 表 示 预 测 值 和 校正 值 ,于 是 
已 -人 = 下 -下 = 29 互 ， 














经 常用 这 一 情 让 作 进一步 校正 ,得 到 


了 一 蕊 
2 一 C++ 2 


这 人 公式 确 有 6 阶 的 规 断 说 莽 ,得 在 其 些 条 体 下 , 这 些 " 抹 去 "{mop-up) 项 的 使 用 可 能 旋 计 算 不 稳 
定 

















Miine 方法 用 
HS 人 423 一 32241234 ) 
作为 预测 步 , 同时 用 
JE AR 1 二 了 (yat 二 dy) 


作为 校正 步 , 取 天 =0.2 把 这 个 方法 用 于 y = -zw(0) = 2. 
解 5 庆 测 步 需 用 前 四 个 值 ,把 它们 往 合 成 闪 *，, 官 值 (0) =2 是 其 中 之 一 .必须 求 得 其 余 三 个 
信 . 困 为 全 部 计算 基于 这 些 出 发 值 .所 以 值得 额外 地 努力 使 安 们 适当 精确 .可 使 用 Tayler 方法 或 


Runge-Kutta 方法 求 出 精确 到 五 位 小 数 的 
20.2) = 71sz 1192308 3Y10.4) = ys1.72414 30,6) = 393 Re ,470S9 


然而 由 微分 方程 得 到 精确 到 五 位 小 数 的 
3 10) = yo= 0， Tt0.2) = ys -0.73064， 
10.4 = 0 st18906 00.6) = 129758. 
然后 攻 Milnc 预测 步 得 到 
401 全 (0.2)(2y 和 - 3 对 2y1 )》 sx 1.23056. 


由 微分 方程 我 们 得 到 寻 的 首次 估计 
3 s- (0.8)f1.23056)2 sc- 1.21142. 


再 由 Milne 校正 步 得 出 新 的 近似 
94 Re 3 十 本 (0.2)(- T.21142 + 和 yy 秆 92 ms 1.21804 
通过 微分 方程 重新 计算 y 得 出 新 的 估计 寻 4 se -1.18698, 其 次 再 用 校正 步 ,我 们 有 
2 十 了 (0.2)(- 1.18698 + 4y + wy )》 ss 1.21971. 


再 次 利用 微分 方 穆 , 我 们 得 到 





























734 ss 了 .19015， 





再 辐 到 校正 步 
帮 x (0.2)(- 1.19015 + 六 十 史 ) ss 1 .21950， 
于 面 两 个 短 环 产生 
3 -1.18974，。 史 二 1.21953， ms- 118980 1.21953， 


内 为 ws 的 最 后 丁 个 情 计 值 相 同 , 所 以 我 们 就 停止 .校正 公式 微分 方程 的 具 代 使 用 已 证 明 是 收 妆 


第 十 丰 章 微分 方程 


:1739 ， 





19 .?2 


19 .23 


的 .结果 产生 的 的 值 精确 到 四 位 ,在 这 种 情形 用 四 次 校正 步 已 经 带 米 收藏 性 .在 这 类 过 程 中 如 果 
卢 选 得 太 大 就 可 能 要 过 雪 的 达 钱 ,或许 簿 法 根本 不 怕 伍 , 倘 测 步 和 校正 步 输 出 之 间 的 大 的 误 郑 启发 
我 们 减 小 区 间 . 另 -方面 预测 步 和 校正 步 输出 之 册 不 显 苦 的 误差 启发 我 们 增 天 天 或 许 能 加 快 计 算 . 
现在 可 以 用 同样 的 方法 来 计算 ys 和 站 .让 到 二 =10 的 结果 在 表 19.4 中 给 出 .虽然 取 天 =0.2, 为 
简单 起 见 , 仅 印 出 整数 变量 的 值 ,为 了 进行 比较 精确 值 记 在 其 中 . 























表 19.4 

3y( 精 焉 ) 定 测 ) 误 基 2 校正 ) 误 效 
0 2.00000 

1 1.00000 1 00037 37 1 .00012 一 12 
了 0.40000 看 .39 站 30 人 ,39996 4 
3 0 20000 0.20027 -27 0.20011 -1 
缮 0 ,1t1765 站 . 革 L737 了 28 间 .1175N 1 
5 0 07692 0.07727 -35 0.07712 -2 
6 0.05405 0.05364 41 0.05381 14 
了 站 ,0d4000 站 .04048 一 48 0.04030 一 30 
8 和.03077 间 .03022 55 0.03041 36 
二 0.02439 0.02500 -6 0.02481 -42 
i0 0.01980 号 .01911 台 b 癌 , 吕 1931 | 49 


讨论 上 述 计算 的 误 莽 ， 
解 ”55 因为 这 个 试验 情形 中 精确 解 是 知道 的 , 容易 看 到 某 些 末 情 通常 十 分 模 椭 的 .y(z)= 27(1 
+ xz 的 五 阶 导 数 所 具有 的 一 般 性 访 呈 现在 图 19.4 中 . 


1 


图 19.4 





0 利 1 之 问 的 巨大 振动 使 它 一 般 很 难 用 我 们 的 截断 误差 公式 .例如 预测 步 的 局 部 截断 误差 是 
1485y(5745. 在 我 们 的 第 一 步 (到 = = 04.8}) 我 们 实际 求 得 预测 步 的 误差 是 - 0.011, 这 相当 y5) ss 
-100. 遇 部 校正 误差 是 - ia5y(5790, 同样 在 第 - - 步 其 误差 实际 上 是 - 0.00002, 这 相当 于 yx<6. 
这 种 y 纺 符 苇 的 改变 宣布 预料 的 邓 测 步 和 校正 步 结 果 之 间 误 差 的 符号 的 改变 无 效 . 亿 也 说 明 企 图 
用 外 推 到 极限 的 观念 将 导致 更 坏 的 而 不 是 更 好 的 结果 . 当 继续 计算 时 , 误差 符号 的 振 葛 将 在 后 面 讨 
论 . 
导出 Adams 预测 公式 





四 


| ， ， 3 
黄 +1 二 加 十 下，3 十 机 十 和 Y 2 十 六 Y 2 


1 
二 铸 十 24 【55y8 一 5934 1 十 373 2 一 9 3 )， 


数值 分 忻 





19.24 


19 .25 


19.26 


解 ”EEF 和 在 题 19.17 中 “ 祥 , 我 们 通过 在 超出 配置 区 间 的 范围 对 印 移 多 项 式 积分 得 到 这 个 预测 
步 ,把 :次 牛顿 向 后 公式 用 全 ) 即 


证 ware+ TD 人 +2) wavh， 





这 里 心 =zo+ 关 .其 堪 < 到 有 -1 积分 [尽管 配置 点 是 上 =0, -1, -2 -3) 我 们 得 到 


了 12 
用 自 变 苹 .r 表 下 并 利 几 放 ass tc 它 就 成 为 


D ， ， | 。 瑟 。 了 | 
| de 3 8 3 由 十 的 YY 17 名 2 十 人 Ya3y9 上 


站 


】 
| 六 ed -vv 于 Yyn 1 冯 有 2 二 言 230 
站 


出 于 同样 的 推理 可 用 于 mu 和 ,esi 之 匠 , 所 以 我 们 可 把 所 有 的 下 标 加 上 上 ,而 得 到 第 一 个 所 需 的 络 
果 . 然 后 用 * 值 写 出 各 个 益 分 就 得 到 第 二 个 式 子 . 
Adam 预测 步 的 局 部 截断 误差 尾 什 么 ? 
解 HE 通常 的 Taylor 级 数控 近 导 出 后 一 251833007720、 
导 市 以 下 形式 的 另 一 种 预测 步 
3 = G03 二 GT 二 人 2 做 -十 下 [003 二 十 本 3-1 二 太 23 十 下 33 
解 ” 上 改变 这 种 泛 近 ,我 们 将 恒 这 : .会 式 对 直到 四 次 的 才 项 式 是 准确 葛 .方便 的 选择 是 v(.:) = 
1 (和 这 就 导出 了 五 个 条 件 ， 





1 -ai+ai+esi 1 一 一 一 8ay+381 +12523+27 古 、， 
1 -ai-28+ 二 + 有 +， 16cy 4- 325-1085， 
1 = al+4az -2651 二 45 603， 
可 得 到 以 下 形式 的 解 ; 
G0 二 一品 一 中 2 b =07-5al hgaa， 
加 = 二 (55+901+ gaa)， = 二 (9va)， 
24 324 


已 -2 -59+19a +32a)， 
其 中 ai 和 as 任意 .进取 al = ai =0 使 我 们 回 到 前 一 阿 题 , 另 央 个 简单 而 说 行 的 选择 是 ai - 六 aa 
= 它 导 出 
JE 一 六 (办 十 娠 1 十 8 【1193 98933-1 十 069 -3: 一 173A-3 小 

其 截断 误 关 是 161An5y47480, 测 sl = 本 az- 村 时 导出 的 是 

1 村 (2 1 十 其 让 十 区 8109134 10732.1+ 10935 253 3 
其 截断 误 益 是 307Asy6572160， 

显然 我 们 能 用 这 两 个 上 由 参数 进 - 步 去 减 小 截断 误差 , 其 至 达到 刀 阶 ,但 是 另 -个 要 简 奸 地 

加 以 考虑 的 因素 指出 截断 误差 并 非 是 我 们 惟 :的 辣 题 . 也 很 清 想 其 他 类 型 的 预测 步 叮 能 用 只 -; 这 
-项 ,但 是 我 们 将 限制 我 们 已 有 的 项 的 数量 . 
说 明 其 全校 正 公式 的 可 能 性 . 
解 ” 驮 可 能 性 很 多 ,但 假设 我 们 寻求 下 面 形 或 的 酸 正 步 

其 c 和 着 1 失 1 二 
合 其 局 部 截断 说 差 是 na 阶 .要 求 这 个 校正 步 对 fr)-10z -ar 玉 精 确 成 立 就 导出 五 
个 条 件 : 




















ar 1 al+aa= |， 13ai + 32ay 245 一 5 
al+24r -9 al 8as + 246 = 1， 
13ai +8az - 2460 - -19， 
其 中 色 插 七 个 术 知 常 烤 . 开 果 这 一 校正 未 对 更 高 等 次 的 : 精确 成 立 , 便 昔 进 一 步 肪 小 局 部 正 断 误 


第 十 九 章 微分 方程 +， 181 ， 





益 . 然 而 这 两 个 目 由 度 , 将 用 来 得 到 其 他 所 要 求 的 特征 而 不 是 所 产生 的 算法 . 当 au 一 六 和 ui= 1 时， 
其 余 的 常数 证 实 是 Milne 校正 步 的 那 几 个 常数 ， 


42 二 心 ， < = 本， 名 = 二 ， 站 - 本 ， 六; = 身 . 


种 某 种 推广 的 Adams 预测 步 匹 配 的 另 一 种 选择 即 电 al= az=-0, 就 得 到 以 下 公式 














了 - ， ， 。 
1 34 在 (92 al 十 1935 一 S9 二 了 十 光 二 2 


假如 ai = 二 ,os= 上 ,那么 我 们 就 得 到 类 似 于 刚才 说 到 的 另 - -个 预测 公开 


了 工 
3 要 
1 广 (2%- 二 呈 - 2 十 二 2025y、 +9124 + 委 y 1+9342). 
还 有 另 一 种 公式 取 eu = ct = 坟 得 到 
4 方 ( 员 十 哄 十 遍 A(7yh + 13 二 33 二 3) 
咎 疝 的 选择 使 它们 的 截断 误差 多 少 有 些 不 同 ， 
19.27 ”比较 上 述 预测 和 校正 公式 的 局 部 截断 误差 ， 
解 E 必 能 用 Taylor 级 数 刘 法 得 到 以 下 的 误差 估计 ， 





下 
矣 测 。 加 一 次 二 让 1S5W -59 区 -+37 兴 -9 允 有 + 全 二 


- 1 ， ， ， ， 18 下 55 
校正 : 知 了 1 二 儿 十 34 下 (934v1 十 19 因 一 5 0 


1 1 ， 。 ， - 
预测 ， 区 -1 了 (生生 -+ 了 外 119 光 一 99 基 -的 汪 17X-3) 


1 
480 
] ， ， ， ， 日 约 
以 工 ; 短 41《 关 起 旧址 丰 (01781451 十 3 尖 + 关 - 一 0 
1 1 ， ， ， ， 
珊 测 : 闪 +1 二 全 (22 + 关 -2+ 有 7RC191 关 一 107 + 109yf-3-25X 3) 


07853 人 9 
2160 


1 ， 。 ， - 
校正 : 各 :1 二 本 (23 十 只- 十 有 和 (25 关 41 十 9 有 十 39 -2 
_ 4 了 太子 1 
2160 


在 每 一 种 情形 枝 正 误差 出 与 它 拱 配 的 预测 误 痊 要 小 得 多 . 它 还 带 有 相反 的 符号 .这 在 计算 中 可 
能 是 一 个 有 普 的 信息 . 较 低 的 校正 误差 能 用 其 由 来 而 得 到 解释 , 它 用 了 有 关 愉 , 的 信息 ,而 预测 公 
式 必须 取 自 办, 这 也 说 明 为 什么 计算 的 负担 落 在 校正 步 而 曾 测 步 公用 作 一 个 初步 . 
对 每 组 会 式 都 能 推出 抹 掉 的 项 . 上 面 的 第 一 组 取 Adams 预测 及 校正 在 其 下 .以 通常 的 方法 
进行 下 去 ,只 考虑 电 部 截断 误 姜 并 且 仍 认为 这 样 得 到 的 结果 值得 怀疑 .我 们 得 到 
了 = 三 + 五 ;= 站 十 五 2， 

















其 由 了 是 精确 值 ,因为 19Fs- 25153, 所 以 我 们 有 Ba 区 (P - 妇 ), 这 战 是 抹 掉 项 ,而 Ts C + 


;六 人 - 呈 ) 相 应 本 外 推 到 极限 .必须 哥 次 记 住 在 这 两 个 公式 中 全 其 实 并 不 表示 则 -个 东西 ,及 
以 在 这 - -外 推 中 仍 有 可 能 存在 相当 大 的 误差. 

19.28 取 产 =0.2, 对 y= -zy(0)=2 应 用 Adams 方 法 . 
租 ” 猴 贡 在 这 个 方法 已 经 熟悉 , 每 一 步 包 括 预测 , 然后 是 校正 公式 的 反复 使 用 . Adsms 方法 用 题 
19.27 中 的 第 一 组 公式 导出 了 表 19.5 的 结果 . 








+ 译注 : 意 强 它们 不 “年 是 在 同一 点 上 取 的 值 ， 


“ 132 ， 





19.29 




















表 19.5 
开 的 正确 扩 预 测 } 误差 所 校正 》 误 芝 
0 2.000000 
1 1.000000 1.000798 一 了 8 1.000133 一 133 
2 0.400000 0.400203 -203 0.400158 -158 
3 0.200000 0 .200140 -140 0.200028 -28 
4 0.117647 0 .117679 -32 0. 117653 一 各 
5 ,076923 自 。 人 7 看 33 一 10 仙 . 各 76W25 一 了 
厂 0-054044 由 .054058 一 壬 由 .0S40S5 一 荆 
7 0.940000 6_U40002 -2 0.040000 
8 0.030769 6.030770 -1 0.030769 
缚 0.0243 缴 0.024391 -1 0.02 委 有 
10 | 0.019802 | 站 -0198N2 | 自 . 站 1802 


误 关 的 狂 态 显 示 对 于 六 的 ,六 =0.2 症 以 得 到 六 位 精度 . 但 是 在 开始 时 , 取 较 小 的 凡 如 0.1)? 可 能 
是 合理 的 ,缩小 误差 关 么 到 这 个 事实 ( 见 题 19.36) 即 这 种 方法 的 “相对 误 差 "保持 有 痉 ， 
对 充分 小 的 产 , 证 明 反 复 使 用 校正 公式 产生 一 个 收银 序列 , 而 且 这 一 序列 的 极限 是 清 
足 校正 公式 的 惟一 值 包 : 1 
解 E 杰 我们 求 一 个 数 到 :满足 性 质 
了 
省 略 号 表示 公 含 前 面 已 算得 的 结果 的 项 ,因此 与 卫 + 1 无关. 和 通常 一 样 ,假设 在 区 域 R 肉 几 zy) 
对 ?满足 Lipsehitz 条 件 . 现 在 定义 序列 
区， YY( 人 2 
为 简单 计 , 涯 去 下 标点 +1. 借 助 过 代 公 式 
如 卫 拓 1 和 人 人 
并 候 设 所 有 的 点 {zs+i,Y(2) 在 玉 内 . 租 减 得 
平 Ce+i 国 9 二 Rec[ Fax 了 ) _ CrasT 0 
重复 用 Lipschitz 条 件 就 得 到 
公有 _ 立 1 扫 Fe 乓 | 下 _ 和 下 加 妇 (ReK DJ | 了 _ 了 0 | ， 
现 选 取 疡 是 够 小 使 得 , | jeK 1 <1, 疝 时 考虑 和 
YY -TY Yo 上 +(YCD Ya-D)， 
当 ” 趟 于 无 穷 时 , 者 端 所 得 到 的 级 数 被 斤 何 级 数 1+ r + 一 +… 所 控制 { 相 差 汪 个 因子 ), 因此 收 襄 . 
这 就 证 明了 Y'”" 存 在 极限 , 称 此 极 女 为 妇 ,1. 现 在 模 据 Lipschitz 条 件 
和 
因此 limPfzary 姑 )= Fa rDD. 于 是 我 们 可 以 在 选 代 
Fr -所 P(zsy YerD) 十: 
中 令 = 趋 于 无 穷 ,就 立即 得 到 所 需要 的 
的 
为 了 证 明 惟 一 性 .人心 设 到 ,4 是 在 国 +1 处 满足 校正 公式 的 另 一 值 . 燃 似 前 面 一 样 因为 
| 防 一 r1 生 不 下 1 一 一 
对 任意 守 都 成 立 . 而 | jcKl = r 芝 1, 所 以 必 有 及, = 六 :注意 这 个 惟一 性 结论 说 明了 校正 值 普 :1 
与 几 无 关 , 即 至 少 对 小 的 训 与 预测 公式 的 选取 无 闫 ,因此 选取 预测 公式 十 分 自由 , 对 一 个 芭 定 的 
校正 公式 ,从 局 部 裁 断 误 差 的 观点 考 患 ,使 用 较 精 确 的 预测 公式 是 合理 的 ,这 又 导出 了 吸引 人 的 " 抹 
掉 {mop-ap) 量 . 记 住 题 18.27 中 的 各 种 组 人 台 保 持 了 这 些 因子 而 且 是 一 些 简单 的 涯 亮 因子 ， 


预 齐 -校正 方法 的 收 生 性 


1 ,3 


证 明和 修 正 的 Euler 方法 是 收 笋 的 ， 
证 表 ' 在 这 个 方法 中 , 用 简单 Bulker 公式 对 每 个 天语 作 首 次 预 狂 ,但 是 实际 近似 是 用 修正 的 


第 十 思 章 纲 分 方程 


1 





1 .31 


Euler 公式 
1 冯 RCYEi t+ Ye 
得 到 的 .精确 解 讲 足 带 有 截断 误差 项 的 类 似 关 系 直 ,和 前 面 “ 样 , 称 精 确 解 为 (zz), 我 们 有 
yY{ tv1) 二 了 十 二 ATy' (ri 干 3 - 卫 y2(6)， 
截断 误差 项 已 在 题 19.15 中 作 了 估计. 相关 , 并 令 吧 =yz)- , 就 有 
| 二 1 委 | 二 上 二 六 ML 人 e+ 二 中 + 五 aB， 
只 要 我 们 假定 满足 Lipsehitz 条 件 , 即 
| 3 (和 一 | =1 站 ys 一 (rs， 了 | 六- 了 | < 起 | . 
上 式 对 下 +1 同样 成 立 . 数 电 是 |yGtz)[ 的 界 ,我 们 已 候 定 它 是 存在 的 .我 们 的 不 等 式 志 可 写 为 
t 一 于 号 | IE 1 二 冯 姬 | | 才 13B， 
假设 设 有 初始 误差 1{do = 中 ,同时 考虑 带 初 值 Du=0 
[二 本 jp = 人 + 本纪 j py 二 
的 解 .为 了 进行 递 推 ,我 们 假设 | 由 | 迄 忆 ,因此 
1 


1 
f 一 卫 寻 | | 二 个 | 上 一 了 于 拭 pan 


所 以 | 起 + 委 Diti, 国 为 加 = Do 所 以 完成 了 归纳 法 .这 就 保证 了 对 任何 整数 二 都 成 立 | 四 | 所 玉 . 
为 了 求 基 ,我 们 解 差分 方程 并 水 得 解 族 





工 
1 -六 红 


其 中 心 是 任意 常数 .为 了 满足 初始 条 件 记 po- 一 0, 我 们 必须 有 C=《F2 了 /2 所以 
由 2 日 
1 - 一生 


1 是 
oo | 
2 


主 十 六 8 
为 了 证 明 在 固定 的 = n+ 起 处 收效 ,我 们 研究 第 二 个 因子 .这 是 因为 当 关 趋 于 震 时 , 无 限 增 
大 ,但 是 因为 








上 














工 贞 
2 之 多 一 于 十 了 一 :Fl AZ ] - Etm 20302 网 
1 - 广 呀 (2 ， 
我 们 有 3 一 加 =0(2). 


因此 当 上 趋 于 零 时 ,im = yfzh 即 收 黎 .我 们 的 结果 也 提供 了 在 计算 过 程 中 截断 误 盖 传播 方式 
的 度量 . 
证 明 Milne 方法 药 收 仇 性 ， 


证 上 Milne 校正 公式 本 质 上 是 Simpson 法 则 ,并 提供 近似 值 
Ya = 吕 a+ 本 ECYsl + AP + 了 1 
精确 解 y(z) 满 号 类 似 的 关系 式 , 但 带 有 截断 误差 项 
3 4 ( 注 : 只 = ya)， 
这 里 二 在 必 -1 和 全 -1 之 间 , 相 茂 并 令 堆 = yfre)- 入 ， 
1 本 1 过 | 本 + 言 刀 (| 二 41 丽 1 本 站 二 交 85B， 
这 里 允 一 次 用 到 了 Lipschitz 条 件 及 65(z) 的 上 界 呈 .将 等 式 改写 为 
4 1 


Mrdl + | + 二 由 】 di+ 起 


人 -本纪 jar 3 站 


杞 
我 们 把 它 与 装 分 方程 


“ 184 


数值 分 析 





]3 .3 


1 了 和 1 | 1 ，s 
| | 一 本 JP 一 2 + iT+ 本 好 je 十 3 上 卫 


进行 比较 . 

假设 初始 误差 是 do 和 由， 我 们 求解 D 使 得 加 委 Do 和 击 委 口 i. 这 个 鱼 将 控制 "四 ， 邯 对 非 
炙 整 数 上 二 成立 | 上 , 委 册 .这 可 以 用 妇 纳 法 证 明 . 与 前 是 十 分 类 似 , 假 设 | 帮 1 拉 D 及 :四 过 站 ， 
我 打 可 以 立刻 得 到 | 四 ,| 科 房 ， 即 归纳 法 已 完 成 . 为 了 求 贞 所 需 的 解 , 可 以 先 解 特征 方程 


11 - 于 好， 王 jMr - | 1 + 于 | = 昌 
等 得 发 现 -个 和 根 轿 天 于 1, 辟 如 党 ri, 击 别 - -个 根 在 -1 附近 , 警 如 说 蝎 准 确 地 说 ， 
ri 一 1 十 及 六 + OH， 总 = 一 1+ 二 刀 +000)， 


介 关联 的 齐 次 方程 的 佣 是 这 些 根 前 上 沈 过 的 组 合 , 非 齐 次 方 姐 本 身 有 常数 解 - R4B7188L ,内 此 我 
们 有 





下 吾 
也。 一 c 寺 十 2 - E 


设 号 是 两 数 su 和 志 中 间 较 大 的 一 个 , 赠 
、 4 有) 
PeiE+ ii 180 了 
就 是 满足 初始 条 件 的 解 .由 上 式 可 得 Pu = 所 .并 且 因 为 1< ,所 以 D, 不 断 增 大 .于 是 


1 去 [下 + 二 县 | -去 

旭 果 我 们 设 有 初始 误 闭 ,于 是 du =0. 另 外 ,如 东 当 上 变 小 , 我 们 改进 了 值 (这 须 用 某 些 其 他 方法 ， 
璧 部 Taylor 级 教 得到) 使 得 di =0f), 于 是 就 有 上 =0(P) ,并 且 当 上 趋 于 符 ,@ 也 赵 于 零 .这 就 证 
明了 Milne 方法 的 收获 性 . 
推广 前 题 ,证 明基 于 校正 公式 

0 
的 方法 的 收 敏 性 . 
证 上 且 我 们 已 毕 取 适当 的 系数 使 得 戴 断 误差 力 ji 阶 . 借 设 就 是 这 种 情形 ,性 如 对 Milne 校正 公 


式 灯 用 的 相同 的 步骤 ,发 现 差 收 =yf2zt- 号 满足 














Ore ia a + j 下 11 呈 -+T， 
这 里 下 是 截断 误 次 项 .这 个 校正 公式 需要 二 :个 几 发 值 , 也 囊 以 由 Tayler 级 数 求 得 令 这 些 值 的 最 大 
误 瘟 汶 上 ,于 是 | 中 1 所 PE = 由 12, 同 时 考虑 差分 方程 
人 -1ebhL)pDa= 0m1+ 由 DT T， 
[和 


我 们 对 大 = 0,12 求 一 个 解 满足 正二 攻 , 这 样 的 解 将 控制 | 四 } .因为 假定 对 i0,1,2 成 立 | 必 -所 
用-… 我 们 立刻 有 id:rj 委 应: 这 就 完成 了 归纳 法 . 即 对 非 负 整数 有 证 明了 ;号 | 过 项 .为 了 求 但 


所 需要 的 解 ,我 们 注意 特征 方程 
(1 -1e1HD)r3 - > 二 
有 一 实 根 太 于 1. 这 是 因为 在 r= ! 时 ， 其 左 喘 成 为 
4=1-le1l 纪 - > 和 1 和 1 


因为 ao+ai+aa=1l, 所 以 旺 必 芳 负 ， 而 对 于 文 的 | r, 如 录 我 们 选取 疡 充分 小 使 1 - 1c1 红 为 正 , 那 
么 其 在 映 必 为 正 , 称 特征 方程 的 这 个 根 为 r), 则 满足 要 求 的 解 为 


疡 := [E- 工 洛 + 工 . 
由 于 在 上 =0 时 , 它 等 于 , 而 当天 增加 时 它 变 得 更 大 ,因此 


1 9 了 ED) 一 is[E- 工 | 本 + 工 . 


当 上 趋 于 零 时 ,截断 误 瘟 了 趋 上 替 . 如 果 我 们 还 调 正 初 始 误差 趋 于 零 ,那么 jimy(xi) = 办 ,如 收 数 
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性 得 证 ， 


误差 和 稳定 性 


T9 .33 





1 


用 稳定 方法 求解 微分 方程 是 什么 意 息 ; 
解 钱 稳 定 的 概念 已 用 很 多 方法 加 以 揪 述 .很 不 严 惜 地 说 , 下 果 -种 计算 不 会 弄 灶 , 它 就 是 交 定 
的 .但 是 这 开平 不 能 作为 止 式 的 定义. 在 本 章 的 好 育 中 您 定性 定义 是 定义 为 相对 误差 有 界 . 毫 匹 时 
问 , 对 于 -个 算法 来 说 这 将 基 所 希望 的 特征 相对 误 莽 的 逐 朵 增 大 表示 右 区 数字 的 逐 靳 丧失 ,这 不 
是 我 们 所 期 瞧 的 .麻烦 的 是 经 过 长 期 运算, 常 使 相对 误差 增加 .能 用 .个 简单 的 例子 来 说 有 明 , 考虑 改 
进 的 Fuler 方法 . 

















+ 如 十 (it + 3， 
把 它 果 于 -- 般 问题 六 ft0= 工 . 
它 的 精确 解 是 aaar.Euer 公 式 变 为 
| 1 一 二 4 js 二 ， 工 二 二 人， 
这 是 - 阶 差 分 方程 , 它 的 解 是 
_ 上 本人 
好 二 于 二 工 
和 本 二 表 
_ ， - 2 夺 四 辣 
对 于 小 的 产 , 它 接近 十 | aa | 二 ee 


这 就 给 我 们 提供 了 直接 的 收 笋 性 证 明 . 但 是 我 们 这 里 的 量 标 不 在 这 方面 .精确 解 满足 


| 一 了 4 ja 一 1+ 壮 好 jy) + 工 ， 


这 里 滞 是 截 果 误差 -43443308)A12, 相 减 并 入 中 = Ya) 只 对 二 得 类 伏 的 方程 


[1 - 方 外 ja - 1 + 二 人 ja - 让 昭 423 有， 


除 以 | 1- 二 人]y(ca- 0) ”, 并 假设 AN 很 小 .就 得 到 , 对 于 相对 误差 
Re 成 立 


Res = 民 - 方太 4 




















[此 可 解 得 Re= Rn 六 343- Ri2A3 
这 说 明 在 进行 订 算 时, 相对 误差 和 zs 一 样 增长 或 是 随 r 线性 地 增长 .这 昌 然 没有 弄 精 ,但 是 也 不 
是 使 相对 误差 保 持 有 界 的 情形 ， 


从 另 一 观点 看 ,我 们 将 观察 贯穿 求解 过 程 中 单个 误差 的 增长 . 例如 对 于 韧 始 误 盖 gu, 假定 没有 
其 他 误差 , 我 们 略 去 了 , 就 组 到 
11 十 冯 


工 
1 一 六 4 全 


这 就 使 得 相对 误 益 生 二 帮 /e 作 sa. 所 以 任 一 单个 误 兰 的 长 期 效应 是 解 本 身 性 态 的 模 报 . 若 4 为 
正 , 则 误差 和 解 以 相同 的 比例 增加 ,车 4 为 负 , 则 它们 以 相同 的 比例 误 减 .在 这 两 种 情形 由 对 误差 
都 保持 六 变 . 这 种 观点 略 优 于 上 面 据 言 的 线性 增长 . 但 是 预报 了 起 码 不 会 弄 精 .按照 基 些 定义 这 就 
足以 认为 Eulcer 算法 是 稳定 的 .这 种 非 正 规 .不 严格 地 使 用 这 个 术语 可 能 很 方便 . 

还 存在 的 问题 是 hh 到 多 小 才 证 实 这 里 的 近似 是 合理 的 .因为 真 解 基 单调 的 . 看 来 使 





有 一 in ae nc 吉 ， 











| 二 久 j /人 1- 二 4 的 值 取 正 的 ,是 合理 的 . 仅 当 Ah 在 -2 和 2 之 间 时 ,这 才 成 立 , 为 说 慎 起 


妮 应 使 它 与 两 个 端点 保持 一 定 的 皮 离 . 


* 译注 :原文 肖 销 . 
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分 析 Milne 校正 公式 
Sirl 三 蕴 -1 十 全 (ya 十 4 十 3 了 81 
解 ” 旺 仍 然 选择 特殊 的 方 种 ” = 4y, 容易 发 现 误 善 必 满足 二 阶 差分 方程 


和 于 外 ja - 全 ap + |1+ 二 人 | 人 + 下 


它 的 特征 方程 是 ( 见 十 八 章 ) 

| 1- 卫 4p| :44hir -|1+ 二 人 | -0 
根 是 riI=1+ AR TO， rz= -1+ 可 名 +0(R) 
这 就 使 必 ic+ Adel -1 二 全] 


Re 十 fn 一 ef 一 1)8te- 73 . 
葛 在 就 能 看 到 初始 误 善 zu 的 长 期 效 庶 , 若 4 为 正 , 田 于 第 二 项 起 于 害 , 所 以 由 的 性 态 很 像 准确 解 
ea ,事实 上 相对 误差 能 被 估计 为 
全 = ct+ (ac 一 Tte 4 全 人， 
它 趋 于 常数 ,但 是 若 4 为 负 , 第 二 项 不 冉 消 失 . 事 实 上 它 很 快 成 为 控制 项 .相对 性 差 呈 无 界 振 划 , 因 
此 盐 过 某 点 计算 就 退化 为 没有 意义 . 
Milne 方法 当 上 是正 数 时 是 稳定 的 , 当 4 是 负数 时 是 不 稳定 的 .在 第 二 各 情形 , 计算 所 得 的 解 


确实 型 精 了 . 
前 面 所 作 计 算是 否 证 实 这 些 理 论 预 调 ? 

解 ”上 再 次 参照 表 19.4 可 以 算得 以 下 相对 误差 .尽管 方程 y = - zy? 不 是 线性 的 .但 它 的 解 是 
不 障 的 ,这 就 像 线性 方程 的 解 对 负数 4 表现 的 那样. 在 以 上 数据 中 振 划 是 明显 的 .相对 误 善 实质 性 
地 增长 也 是 明 量 的， 


-了 








一 人 .0001 10001 一 0.0003 看 .的 13 一 和 026 站 .的 2 .10075 0.0t17 一 0.0172 0.0247 





人 


分 析 Adams 校正 公式 


Ya = 玖 二 974 + 1974 -52 + 了 3) 


的 误差 性 态 . 
解 ”E8 在 这 种 情形 ,通常 的 进 得 能 导出 





9 | 19 1 5 f 
|1- 加 4pjasi = (1 + 世人 -apd-i+ 交 AhdtatrT 


不 是 帮工, 我 们 企 财 发 更 单 个 误 善 是 如 何 传 播 的 ,特别 是 在 长 期 运算 后 , 它 对 相对 误差 有 什么 影响 ? 
第 “ 步 是 再 次 考虑 特征 方 稳 
fa 双 4j = 和 隐 4 | 1 襄 atr - 去 避 = 0 
葛根 . 它 有 一 个 根 氨 近 1. 可 以 证 明 >1ss1+ AP, 若 提出 这 个 环 后 , 留 下 一 个 二 次 因 式 
{24 一 94h)r2 -44Apr 二 Ah = 

若 名 =0, 这 个 二 次 式 就 有 两 个 零 根 . 若 4 不 为 零 ,但 它 很 小 , 这 两 个 根 ( 称 为 >; 和 rz) 仍 将 接 远 
零 . 实 际 上 ,对 小 的 正 数 4 ,它们 是 模 | -is v Ap724 的 复数 .而 对 小 的 负数 人 , 它们 是 实数 , 丽 且 
近似 等 十 + ”一 645 712. 同 祥 对 小 的 4 ,我 们 有 


rz lrc 1+A4R ee 


第 十 章 微分 方 性 
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19 .37 


坞 .38 


1$. 39 


差分 方程 的 馆 现存 可 写 为 
二 ri AR 二 DA 5 seeic TDfet)， 
常数 <; 与 已 假设 的 个 别 误差 有 关 , 除 以 精确 解 , 我们 发 现 相 对 误差 保持 有 界 , 因 比 Adams 校正 公式 
对 正 的 和 负 的 4 都 是 稳定 的 ,单个 误 识 没有 坏 计算 . 
前 面 所 作 计 算 有 是否 证 实 这 些 理论 预测 ? 
解 ”# 杰 再 次 参 昭 下 19.5, 可 以 算得 以 下 相对 误差 . 





了 1 网 3 了 ] 在 ?至 ] 





城 7 庆 -0 00013 一 训 00040 -000014 -0.00005 -0.00003 一 个 00002 和 





如 预测 的 那样 , 误 剖 碱 少 , 甚至 相对 误差 也 是 这 样 , 再 次 证 明 从 线性 岳 题 得 到 的 结 沦 , 对 非 线性 问题 
计算 的 性 态 是 有 益 的 . 

寄生 解 (parasitic solutions) 是 什么 ? 它 与 作为 前 面 问 是 基础 的 计算 稳定 性 有 什么 联 
系 ? 

胡 。” 蜂 '” 问 题 的 方法 包括 用 差分 方程 代替 微分 方程 ,对 于 y = 4y 这 一 情形 , 这 就是 一 个 常 系数 线 
性 差分 方程 ,因此 它 的 解 的 形式 是 夫 项 的 组 合 ,其 中 广 是 特征 方程 的 根 .其 中 -个 根 是 r; =1 工 + 
4jh ,并 不 是 记 的 高 次 项 ,因此 当 疡 是 小 量 时 ,上 接近 ee = es ,这 就 是 我 们 想 要 的 解 ,这 个 解 必 全 
于 微分 方程 的 解 .相应 于 别 的 -: 的 其 他 分 量 称 为 再 生 解 .它们 是 为 了 使 诸如 Milne 方法 .Adams 方 
法 有 较 低 的 截断 误 营 所 付 的 代价 .如 果 再 生 解 被 *; 项 所 入 制 , 那么 它 的 贡献 将 被 忽略 , 其 相对 误差 
将 被 接受 . 另 一 方 茵 .车 青 生 解 成 为 控制 项 , 它 就 会 破坏 这 “计算 .在 题 好 .33 中 ,对 于 修正 的 Euler 
方法 ,其 相应 的 半分 方程 (特征 方程 } 只 有 根 


4 
站 1- .4 各 


就 没有 再 生 解 .在 题 19.34 中 Milne 方法 提供 给 我 们 
1 


r1 三 工 + 5， rm = 


直到 入, 当 各 >D 时 ,由 ri 控制 ,但 是 当 4<0 时 ,由 > 接替 而 非 送 了 所 要 求 的 似 . 在 题 19 36 由 ， 
除了 通常 的 m = 1T+ 4p ,我 们 求 得 两 个 寄生 解 项 ,大 小 都 约 为 钰 ,不 论 4 是 正 或 负 , 两 者 都 被 ~， 
所 控制 在 这 种 情形 Adams 方法 即 为 稳定 算法 . 我 们 得 出 结论 ,为 了 避免 计算 乔 精 ,任何 再 生 融 都 应 
被 主 项 所 控制 , 即 我 们 要 求 





一 1 + A 及 十 DOA》， 


| 上 LS 斑 1， 
对 ;天 1 成立, 违反 这 些 荣 件 的 任何 方法 都 称 为 不 稳定 的 .事实 上 ,这 个 不 等 下 最 好 在 更 大 的 范围 内 
威 立 . 
把 二 阶 Ronge- 玫 utta 方法 
1 1 
Rs 二 3 十 于 了 R 十 2 十 二 (css 

用 于 y = yw,yf0)=1 .这 个 公式 的 稳定 性 揭 东 了 什么 ? 
解 GBF 用 4y 代替 ffc, 轨 得 到 

+1 一 | 了 + 区 十 二 4z8| 2 


因此 =|1+ 人 + 十 42 
如 果 4 是 小 草 , 它 就 接近 真 解 yfz) -eedme .但 是 46 座 客 小 ? 图 19.$ 给 出 了 二 次 曲线 > 


=1+ 4h 二 Ai 的 图 形 . 当 和 是 正 数 时 ,~ 大 于 1, 因 此 天 和 ee 都 增长 ,四 此 六 的 性 访 是 正确 


量 译注 :原文 无 . 
** 洋 注 :原文 错 为 站 = 虹 . 
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艇 值 分 本 








19 .40 


上 .和 


19 ,42 








的 .得 当 4 是 负数 时 , 我 们 要 的 是 下 降 的 解 , 这 仅 当 在 -过 可 0 之 间 才 出 更. 而 在 这 个 区 间 内 近 





秘鲁 可 能 基 增 邵 的 ,因此 与 6 不 表 相似 .因为 Runge- 攻 utta 方法 计算 坪 布 到 达 只 之 后 , 帮 以 这 里 
不 人 存在 寄生 解 , 相对 澡 益 的 " 沥 没 "有 不 同 的 原因 即 厅 于 根 ”, 本 身 的 性 质 . 








图 19.s 


把 题 19. 12 中 的 四 阶 Runge-Kutta 公式 用 到 y = Ay 上 , ap 的 值 在 什么 范围 内 它 稳 
定 ? 
解 5 我 们 仔细 地 求 得 

os [1+ 人 + 二 hz82+ 二 A++ 二 Ai ws 
这 个 近似 解析 于 e 风 是 明显 的 ,用 > 表示 它 ,我 们 的 近似 解 允 是 振 二 产 ; 图 19.6 给 出 了 关于 Ap 
的 曲线 图 . 厚 二 阶 方 法 一 样 ,告诉 我 们 对 于 正 的 4 ,上 真 解 间 近似 解 有 相册 的 特性 即 都 基 持续 增长 的 . 
但是 对 了 负 的 A, 利 前 面 题 一 样 ,存在 一 个 区 间 下 界 , 在 这 个 区 间 内 夫 将 不 同 于 趴 解 二 咯 的 震 势 ， 
此 处 这 个 下 界 党 近 2.78. 对 于 出 这 个 值 小 的 4 ,我 们 发 现 > 大 于 1, 并 且 玻 坏 了 计算 . 

















图 19.6 





怎样 才能 使 基于 方程 y = Asy 的 分 忻 告 诉 我 们 一 切 者 对 一 般 问 题 ， = Fr,y) 是 有 用 
的 ? 

解 GE 的 确 下 能 够 保证 ,但 是 对 -- 般 方程 作 这 样 的 分 析 太 困难 了 ,因此 真正 的 问题 是 哪些 是 可 
能 做 的 .在 这 两 个 问题 间 能 建立 的 联系 是 常数 4 等 同 于 偏 导 数 访 , 它 开始 在 初始 点 (roy wm) 附近 ， 
随后 是 在 解 所 通过 平面 的 其 他 区 域 求 值 .如 果 六 潜 这 方向 改变 符号 ,我 们 就 预期 Milne 方法 的 稳定 
性 立即 党 利 影 响 .Runge-Kutta 方法 的 稳定 性 也 将 吕 出 某 种 敏感 性 ， 

把 四 阶 Runge-Kutta 方法 用 十 非 线性 方程 ， = - 100xw2 wy(07=2, 它 的 精确 解 是 了 
=27(1+ 1007r2) .对 不 同 砂 长 坛 验 稳定 性 . 
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“189 ， 





19.43 





解 上 FF 因为 上 -200x= -400r7ft+100xr2), 它 开始 时 等 于 零 ,但 在 >-0.1 时 很 快 朴 到 
-20, 我 们 回想 起 稳定 位 条 件 
-2.78 拟 牛 一 -208 

并 确定 在 0.14 周围 试验 A 值 . 取 上 =0.10 所 算得 的 解 在 >=1 和 >=2 处 刚好 嘉 减 到 0.0197 和 
0.0050. 取 关 =0.12 可 观察 到 类 似 的 下 降 . 任 是 取 上 0.13, 三 步 就 给 我 们 一 个 很 不 满意 的 值 

29.11, 随后 就 渡 出 .这 种 肯定 的 " 沥 没 "对 把 线性 稳定 性 的 准则 转 到 非 线 性 情形 作 了 很 好 的 说 明 . 
能 做 什么 来 控制 售 人 误差 ? 
解 本 在 很 长 的 求解 过 程 中 , 舍 入 误 盖 可 能 成 为 很 重要 的 蔡 喜 .如果 双 精度 算法 可 以 用 的 话 , 它 
可 能 就 是 应 该 用 的, 而 不 论 额 外 的 浪费, 即 只 能 求 码 它 了 . 根 定 认为 整个 计算 中 使 用 高 精度 太 耗 喘 
时 间 , 有 中 间 步 可 能 很 有 帮助 .为 了 说 明 这 一 点 ,许多 解 微 分 方程 的 公式 相当 于 

1 二 詹 十 AQ， 

与 六 永 自 相 比 , 4w 是 小 量 , 执行 右 端 加 法 时 , 这 个 小 的 校正 项 移 位 (对 准 一 进 制 小 数 点 ), 就 在 这 
里 产生 了 舍 和 人 误差 .为 避免 这 种 舍 人 误 关 , 把 % 以 双 精 度 贮 看 并 以 双 精 度 进 行 这 种 加 法 .计算 4 
的 工作 通常 是 最 繁重 的 工作 , 仍然 用 单 精 庶 计 算 4Aw ,这 是 因为 这 一 项 反正 质 计 是 小 量 .在 这 个 方 
法 中 衣 精 度 仅 用 于 最 需要 的 地 方 ， 












































自 适应 方法 , 变 步 长 


19 .44 


19 .45 


如 何 把 题 14.27 中 介绍 的 自 适应 积分 的 概念 推广 到 处 理 微 分 方程 ? 
解 kt 假设 目标 是 从 起 点 zx= e 到 线 点 = 玉 近似 求解 = Fryy), 误 差 不 超过 。. 设 误差 线性 
际 积 使 得 每 经 过 长 度 为 点 的 一 步 后 ,我 们 能 允许 大 小 为 时 7 一 a) 的 误差 .这 和 从 好 是 以 前 用 过 的 和 
适 诬 积 分 .假设 了 是 取 长 度 为 天 前 -- 步 所 产生 的 截断 误 莽 估计 ,因此 如 果 了 二 超过 ea) 就 
采用 这 一 步 , 并 继续 进行 于 一 步 . 否则 , 减 小 步 长 到 0.58 或 其 他 适合 的 ). 并 重复 这 一 步 ,只 要 步 
长 不 是 小 得 让 舍 人 误差 成 因 控 制 误差 额 , 用 收效 方法 这 些 要 求 最 终 会 被 满足 . 

如 果 用 Milne 顶 测 -校正 方法 ,那么 题 19.20 提供 了 需要 的 截断 澡 差 (P -CC)/29, 能 接受 的 条 
件 是 



































[PP- 安 [所 这 时 
它 客 易 从 已 处 理 的 部 分 计算 出 来 . 
如 果 用 Adams 方法 ,那么 题 19.27 给 出 同样 能 接受 的 各 件 是 





在 这 种 情形 ,舍弃 将 需要 重新 使 用 附加 的 启动 程序 . 
为 了 使 Runge-Kutta 方法 自 适应 ,需要 一 种 估计 局 部 截断 误差 的 切实 可 行 的 方法 , 建 
立 这 种 估计 , 部 不 含 y(z》 高 阶 导数 的 那 种 ， 
解 时 现在 将 用 到 熟 炙 的 对 步 长 如 和 2 的 误差 进行 比较 的 概念 .用 经 典 的 四 阶 方法 , 在 目前 的 
位 置 zx 取 步 长 为 2, 局 部 截断 误差 大 约 为 
Ta = (2 = 32( 矶 5 
现在 用 步 长 为 天 的 两 步 来 材 盖 间 样 的 区 间 , 全 起 弹 的 误 莽 约 为 
2T = 205 

这 就 是 对 真 的 w+? 值 的 两 个 估计 : 

肌 1 二 网 232 人 8 = 由 二 25 
于 标 28 和 天 袁 示 得 到 这 两 种 近似 用 的 步 长 , 相 减 就 组 到 的 值 和 误差 知 计 


3 = 肌 
一 5 
了 二 《由 宁 。 


完整 的 自前 步 可 能 是 它 的 两 倍 ,这 种 估计 假定 Ch5 是 一 个 合 竹 的 误 莹 度量 而 C( 有 高 阶 导 数 夹 在 中 
间 ) 在 整个 区 间 改 变 不 大 . 


数 俩 分 本 








19 .46 


19 ,对 7 


19 .48 


19 .49 


利 肌 前 : 题 的 误差 估计 , 使 Runge- 玫 utta 方法 自 适 应 . 
解 SB 对 于 区 则 (we 5) 允许 误差 是 。 为 了 使 它 技 比 例 分 布 ,我 们 要 求 在 必 和 ri 之 衣 的 局 部 


截断 误 盖 不 超过 2e87(5 -ea?. 如果 Tai 俗 如 估计 的 不 超过 此 值 , 即 若 


| 冯 的 疯 让 | 所 30e 


主 吾 一 医 和 
那么 4 的 值 能 在 mm- :处 被 接受 ,而 且 可 以 继续 下 去 .换言之 , 为 了 使 新 的 截断 误 盖 Th "是 合适 的 
就 需要 更 小 的 步 长 让” . 回 到 基本 的 ,我 们 假设 


了 大 "> 
站 





思 io 
卸 者 数量 上 不 超过 Rex(a -ea), 放 在 一 起 就 得 到 新 步 长 是 
已 1 
一 [gl 
处 导 出 这 会 式 的 各 种 假设 看 来 , 它 并 没有 走向 极端 ,通常 引入 保险 因子 0.8&. 此 外 假设 六 已 经 很 小 . 
嫉 随 之 而 很 小 , “的 计算 甚至 可 能 汐 出 .此 会 式 应 民 重 地 应用， 
预测 科 正 方法 和 Runge- 攻 utta 方法 中 哪 一 种 更 适合 于 上 自 适 谋 计 算 ? 
布 时 产 测 -校正 方法 的 优点 是 , 知 计 截断 澡 差 的 部 分 当 需 要 时 已 经 处 理 , 对 于 Runge-Kutta 方 
法 必须 分 开 使 轩 公 式 , 恰 如 刚 才气 到 的 .这 几乎 使 必须 计算 六 zy) 的 时 同 加倍 ,因为 这 是 所 含 的 主 
要 计算 工作, 芯 以 运算 时 间 了 几乎 吉 翌 , 另 一 方 窗 , 如 前 所 说 每 当 步 长 改变 , 就 需要 帮助 预测 -校正 方 
法 重新 启动 ,这 就 总 味 着 额外 的 程 庆 . 因此 若 预 知 经 常 改 变 , 不 如 整个 使 用 Runge-Kutta 方法 . 
试 改变 步 长 月 经 典 Runge-Kutta 方法 解 司 题 
7 = 0O=2. 
其 精确 解 是 y=27(1+z2). 
解 。EE 这 个 解 开 始 时 相对 耳闻 朝 下 转 , 然后 逐 淋 变 成 水 平 .所 以 我 们 预料 开始 需要 小 的 步 长 ,以 
后 可 以 逐 革 放宽 .观察 进行 到 了 = 27 所 秘 期 的 这 些 步 长 很 有 趣 . 




















什么 是 可 变 阶 方法 ? 

和 解 。EF 用 于 对 摄 分 方程 进行 积分 的 公式 的 可 变 阶 ,是 试图 用 最 少 的 计算 达到 给 定 的 精度 的 另 - 
种 方法 .开始 用 一 个 锋 阶 公式 作为 自 局 动 , 这 需 用 小 的 步 长 使 它 精确 , 在 进行 计算 时 两 者 进行 调整 . 
起 法 是 对 当前 计算 的 这 一 步 找 出 最 优 防 各 步 长 .为 了 敌 到 这 一 点 ,已 有 许多 专门 的 程序 ,它们 都 有 
些 复杂 .但 是 其 构成 策 路 的 基础 上 类似 于 题 19.44 到 题 19.46. 





刚性 方程 


19 .50 


] 雪 .51 


什么 是 刚性 方程 ? 
解 。 8 这 个 术语 一 般 各 方程 组 联系 在 -起 .但 原则 上 能 比较 简单 地 说 明 . 取 方程 

= 一 1007y 十 99e 
它 有 解 3=e re oo， 
满足 初始 条 件 *(0) =0. 这 个 解 的 两 项 都 趋 上 上 零 ,但 是 第 二 项 比 第 一 项 衰减 快 得 多 .在 rz=0.1 处 第 
二 项 四 人 世 小 数 都 已 为 窜 , 与 第 … 项 相 比 它 的 确 是 瞬 变 项 .而 第 一 项 几乎 就 可 被 称 为 * 稳 态 " ,方程 组 
中 下 间 分 其 以 十 分 不 同 的 时 间 尺 度 作 运算 , 这 种 方程 组 就 称 为 刚性 方程 组 , 它们 与 正常 的 数值 解 大 
相 庭 径 . 
考虑 到 前 面 的 瞬 变 项 迅速 衰减 , 我 们 可 以 预期 用 步 长 上 =0.1 来 生成 留 下 的 项 e “的 
值 .经 典 的 Runge-Kutta 方法 实际 产生 了 什么 ? 


第 十 九 章 微分 方程 ， 1 ， 








1]9 .52 


19.53 


19.54 


中 的 4 相 结 合 , 就 成 为 


放 





解 8 环 很 像 题 19.42. 我 们 有 户 = “100, 把 它 与 稳定 性 准则 
-2.8 近 县 = 100， 

这 就 自发 我 们 保持 步 长 六 比 0.0278 小 .这 可 能 有 些 吃 售 , 因为 它 似乎 在 晴 示 肯 变 项 { 在 =0.1 后 

其 天 小 可 不 计 .) 仍 能 以 一 种 重要 的 、 隐秘 的 方法 影响 计算 . 将 这 个 理论 进行 试验 ,用 产 = 和 .03 进行 

运算 .预言 的 * 沥 没 " 并 设 有 出 现 , * 药 值 很 快 下 降 到 - 1014, 但 是 用 疡 = 人 ,025 就 导致 成 功 的 ” 轮 运 

算 .在 rz=3 处 得 出 0.04980, 这 恰好 在 第 五 位 处 高 出 个 单位 

建立 Gear 公式 











1 ] ， 
Yo 十 2 VY2yn+i 十 区 Varl 元 下 Wa+1i 


这 里 Y 是 向 后 差分 算 子 .证 明 它 等 价 垃 


地 9 立 6 中， 
all 一 了 193* 一 11 3-1 十 112a-2 十 了 了 ?1 


这 里 人 11 二 Frlyyn+1， 
解 时 以 Newton 向 后 公式 开始 





此 (二 十 二) 此 下 十 二 ) 开 十 了 
名 = HIT 下 w 1 闻 yny1 十 问 只 


( 见 题 7.9), 其 中 字 -21= 直 ,和 是 下 的 三 次 歼 项 忒 , 它 与 > 在 &=0 -1 -2, -3 相配 置 , 我 们 
求 导 并 令 上 = 用 

9 0 二 生 和 四 二 | 允 1 十 zy + 壮 呈 39r41 ， 
把 它 取 作 风 ,1 的 近似 ,我们 就 得 到 了 第 一 个 Gear 公 式 .第 一 个 公式 闪 易 通 迟 把 向 后 营 分 算 子 导 
表示 而 得 到 .第 二 个 公式 也 能 用 待定 系数 法 得 到 . 即 要 求 它 对 直到 三 次 的 多 项 式 精 确 成 立 . 相应 的 
高 阶 公 式 可 通过 推广 而 得 到 .例如 把 Newton 公式 延伸 到 上 = -4, 引 入 四 阶 导数 项 即 在 上 式 堪 边 加 











入 于 Yes 
为 什么 Gear 公式 能 用 来 解 刚性 问题 ? 
租 “” 对 对 于 比 我 们 的 其 他 公式 的 产值 大 得 多 时 它们 证 明 是 稳定 前 .再 朋 题 19.50 中 的 方程 为 


情 , 我 们 已 发 现 对 于 珍 =0.03Runge-Kutta 方法 不 稳定 ,可 是 Gear 公式 更 化 为 


8 二 93 + 2yn-a+594he an 
n+1 一 11 二 600 


{ 用 方 村 中 的 站 代入 ,然后 解 得 w+1), 取 五 =0.1( 用 三 个 精确 的 起 初 值 ) 可 得 到 











工 了 二 吾 





旬 必 135336 0.018316 各 .002479 


其 中 第 一 个 在 最 后 一 位 高 了 一 个 单位 .至 于 =0.5 可 以 认为 旺 量 合适 的 结果 





台 了 了 加 





了 0 1330 0.01833 0.002480 


较 大 的 产生 较 大 的 截断 误差, 但 不 会 产生 稳定 性 的 麻烦 . 

Gear 公式 一 般 对 %+1 是 非 线性 的 ,建立 Newten 近代 并 用 它 求 解 这 个 未 知 量 . 

解 ”ErF 上 例 中 Atz,y) 关 于 y 是 线性 的 ,于 是 可 以 直接 解 出 m%+t .但 是 一 般 地 我 们 此 须 壮 虑 当 
FO) = -各 Kaoe 人 -SS=0 

了 时 的 Gear 公式 ,其 中 已 把 ys 简写 为 y,S 表示 不 包括 + 的 -项 之 和 ,于 是 Newton 类 代为 





92“ 


数值 分 相 





于 9 .5 
19 .S 丰 
19 .57 


了 9 .58 


1 .5 
1 .6 


19.61 


19 .6 


19.63 


19.64 


.65 


革 9 .66 
,67 


工作. 08 
19 .6 


19 .7 


巧 .7] 


人 


ta 6 
字 < 玉 全， 


其 中 FF-1- 作 六 (rsn 人 ， 


补 充 题 


通过 考虑 方程 y = 产 一 六 的 方向 场 ,导出 其 解 的 性 态 , 解 在 什么 地 方 取 极 大 和 极 小 ? 在 什么 地 广 它 
们 的 向 率 为 09 证 明 对 大 的 正 数 r, 必 有 y(z) 忆 工 . 

对 土 ” 题 中 的 方程 试用 图 解法 估计 经 过 ( - 1 1) 的 解 y 在 z = 妇 处 等 于 什么 ? 

通过 考虑 方 得 y = -2zy 的 方向 场 ,导出 其 解 的 性 态 . 

对 站 = -92xf0)=2, 用 简单 Euler 方法 , 取 下 =0.5,0.2.0.1,0.01 一 直 计 算 到 x =1. 这 些 解 是 否 
癌 梢 兢 解 y(1)= 1 收 敏 ， 

财 y= -cyf0)=2 用 "中 点 公式 " 呈 1s 央 -+28F(0xs) 取 丰 =0.1 并 证 明 v(1y=s0,.9962. 
对 = -xDO)=2 用 修正 Euler 公式 , 并 对 以 上 二 个 问题 中 所 得 泛 测 结果 进行 比较 . 牟 相 同 的 大， 
这 些 很 管 单 的 方法 中 婴 -个 进行 得 最 好 ? 你 能 解 炎 为 什么 下? 

对 于 YY = -ay(0]=2, 取 六 =0.2 用 局 部 Taylor 级 数 方法 求解 .把 你 的 结果 和 已 解 得 问题 的 结果 
进行 比较 、 

把 RungeKutta 方法 用 于 上 这 问题 , 并 比较 你 的 闫 果 ， 

证 明 题 19.9 中 的 第 一 个 公式 . 

对 y=my13 1)=1 取 关 =D1 用 Mimne 预 测 -校正 方法 求解 ,把 所 得 结果 和 已 解决 问题 中 的 结果 
对 上 述 后 是 用 Adams 观测 - 校 止 方法 求解 , 再 比较 缚 捍 . 

对 题 19. 押 ,采用 二 个 或 三 个 其 他 预测 -校正 组 合 .其 结果 是 否 有 本 质 的 莱 别 ? 

对 和 = 一]= 工 用 各 种 方法 求解 . y[0 等 于 什么 ? 这 利 你 在 题 19.56 中 所作 的 估计 有 有 过 
接近 ” 

用 各 种 方法 求解 y = - 2zy,y(0)= 1, 与 精确 解 y=e -= 进行 比较 结果 怎样 ? 

证 明 把 Milne 方法 用 于 y = yyt0)=1 取 天 =0.3 并 取 四 位 小 数 ,导出 以 下 相对 误差 ， 








去 1 .5 3.0 4.5 二 .0 





相对 误 绢 0.00016 0.00013 0.00019 0.00026 


这 意 昧 着 计算 几乎 总 旦 产生 四 位 有 效 数 字 ， 
证 明 把 Milne 方 法 用 上 = -ys3(0)=1, 取 上 =0.3 并 取 五 位 小 数 ,导出 以 下 相对 误 芝 : 


避 1.5 3 人 呈 .5 右 . 





相对 误 佐 D 一 中 ,0006 0.0027 一 心 . 0248 


虽然 几乎 产生 四 位 准确 数字 , 但 是 相对 如 营 已 开始 其 不 断 增 长 的 振荡 . 
证 明 中 点 方法 





TY 
是 不 稳定 的 . 
证 明 这 个 公式 比 Euler 方 法 有 较 低 的 截断 误差 ,其 精确 解 满足 
二 了 ay 人 6)， 
对 于 特 珠 博 形 六 rr, -= 44 证 明 
人 + 二 全 1] 十 24 
为 了 再 次 集中 单个 误 益 eu 的 长 期 影响 ,不 计 及 截断 误差 项 、 


第 十 刀 章 微分 方程 


”的 3 





19 .72 


.73 


1 .了 4 


19.75 


319 .706 
1.77 


了 3 .7 才 


.了 多 


9 . 吊 
了 ,81 


有 -你 


河 了 了解 这 个 方程 , 先 证 明天- 284ar 一 1T=0 的 两 个 根 是 
r = 4 va DOC82) 
对 小 的 A4 ,它们 接近 e 凤 和 e 局 .因此 差分 方程 的 解 是 
二 一 ofL+ 8) TI 一 TEL 一 由) se tjraht Trif -Tte 人， 
他 下 =0 得 到 如 =cfen 除 以 内 ,相对 误差 为 
上 ea 一 eiif- 1 )e2 AR ， 
证 明 对 正 的 4, 它 将 保持 有 界 , 但 对 负 的 站, 当 支 增加 时 , 它 将 成 为 无 漠 , 因此 这 个 方法 在 这 种 情形 是 
不 稳定 的 . 
表 19.6 中 的 结果 是 对 方 树 YY = - za2300)=2 应用 中 点 方法 所得 到 的 . 步 长 有 =0.1, 公 对 了 =0.5 
(0.5)5 的 值 进行 打印 .这 个 方程 不 是 线 人 性 的 .但 计算 每 -- 个 信 的 相对 误差 发 现 通过 前 而 线性 问题 前 
分 析 预 报 振 费 迅速 了 节 增 加 . 








甫 19.6 
< | 计算 从 正确 思 Tb 计算 仙 正确 从 
0 | 15958 | 16000 3.0 0 1799 0 .2000 
1 0.9962 1 000 3.5 0.1850 0.1509 
15 】 0667 0.6154 站 中 .0586 0.1176 
2.0 | 0.3950 0.4000 4. 0.1689 0.0941 
2.5 | 0.2865 0 2759 5 昌 .0713 0.0769 




















对 题 19.23 中 列 出 的 其 他 的 校 耻 会 式 分 析 其 相对 误差 . 
证 明 公 式 二 本 Ca+ 史 0)+ 古 融 : 【《 3 了 
人 式 
名 1 六 RAYy 3 十 31) 十 训 归 (7 + 7 了) 
有 截断 误 莽 3185y(5(E)A61 . 本 人 二 有 第 个 导 儿 的 全 天 人 上 岂 放 
对 y = 一 220 .30=2, 取 天 =02 应 用 上 题 中 的 公式 ,需要 用 一 个 额外 的 起 始 值 , 它 可 以 取 为 同一 
方程 以 前 的 解 , 警 如 说 由 Taylor 级 数 . 
给 定 了 = v1 2,y(0) =0, 作 为 试验 ,用 我 们 的 近似 方法 中 的 作 一 种 方法 计算 yfxy2)， 
给 定 y 了 = 上 -yx(0)=2, 用 我 们 的 近似 方法 中 的 任 一 种 求 (2). 


用 任 一 一 种 我 们 的 近似 方法 求解 y ~ 人 二 25 0) 1 直到 一 2 


1 +T234 


用 任 一 种 我 们 的 近 介 方法 求解 交 = - (= 小 直 到 z=2. 


.二 























用 任 一 种 我 们 的 近 做 方法 求解 多 =。 并 过， >( 一 0, 直 到 < 一 2 


-物体 妖 落 至 地 蒜 的 过 程 中 , 根据 Mewton 理论 , 仅 考虑 地 球 的 重力 吸引 ,按照 方程 (同时 参看 题 
20.146) 








da 1 : | 开 
di 二 VY 25R Y，  ， 


这 里 >- 到 好 妹 中 心 的 上 距离 ,g = 32, 民 = 4000(5280) ,五 -到 地 球 中 心 的 初始 距离 .可 以 证 明 这 公 方 
称 的 精 丰 解 是 


:一 号 [ 关 小 十 acexs| 全 -小 


初始 速度 为 0, 把- -各 我 们 的 近似 方法 用 于 这 个 微分 方程 及 车 妈 条件 y(0) = 百 = 237,000(52807. 在 
什么 时 肇 你 求 得 ?一 尺 ” 如 果 月 球 在 其 路 程 中 停 小 并 且 地 球 保 持 稳 定 ,这 个 结果 可 被 解释 为 是 月 妹 
降落 到 地 球 所 要 的 时 问 . 

质量 为 广 的 雨滴 在 下 落 时 间 上 后 有 速度 w, 设 运动 方 种 是 


岂 0 
dt 32 7 
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其 中 * 是 空气 阻 方 的 一 种 测量 , 于 是 能 证 明 速 度 趋 于 一 个 有 限 值 ,直接 应 用 一 种 我 们 的 近似 方法 到 
这 个 微分 方程 中 来 证 实 这 一 结论 (对 于 情形 </m= 2) 可 用 任 一 初始 速度 ， 
19.83 “ 子 漳 克服 空气 阳 力 cwz 向 上 发 射 ,假设 运动 方程 是 
dz 


2 
2 -35 .5 
= 3 


寺 
如 果 cy =2,z(0) =1 用 一 种 我 们 的 方法 来 求 子弹 达到 最 高 点 所 需要 的 时 间 . 
19.84 长度 为 工 的 强 的 一 烯 支承 在 一 茶 直 线 上 ,连接 另 一 端的 重 物 的 路 程 由 下 式 决定 [拖网 19.7) 








由 


图 19.7 


能 求 出 精确 解 .但 是 用 一 种 我 们 的 近 亿 方 法 来 计算 重 物 的 路 程 ,从 (0, 工 ) 出 发 , 取 工 =1 


莫 二 十 章 ”高 阶 微 分 问题 


基本 问题 
本 章 考 感 的 基本 问题 是 对 形 如 


3 
的 一 阶 微分 方程 组 和 给 定 的 初始 条 件 w(zo)= ai* 求 了 个 函数 风 (zy). 它 出 现在 各 种 应 用 中 . 
这 是 第 十 轧 章 处 理 的 初 值 问题 的 表 接 推广 .把 它 写 成 向 量 形 式 使 其 桂 别 简单 . 

Y (rz)= 天 (zyY)， YkKzo) = 及， 
其 中 YY, 下 和 A 分 别 有 人 和 分 量 辣 ,六 和 aa 

高 阶 微分 方程 可 以 用 这 一 阶 微 分 方程 组 来 代 声 , 而 且 有 标准 的 处 理 方法 .车 为 最 简单 的 例 
子 , 二 阶 方程 
y = Frzyy 
化 为 一 个 函数 和 户 的 方程 组 
3 = 六 和 赴 = 所 了 3 办) 

相伴 的 初始 条 件 y(zo=avy(zo=e 由 yzo)=a 和 pzo)= 扣 所 代替 .这 绊 就 得 到 了 上 述 
基本 问题 .对 于 三 阶 方程 定义 y = 户 和 和 =a 很 忆 就 导出 三 个 方程 的 一 阶 方程 组 ,如 此 等 等. 
高 阶 广 程 组 如 上 述 那样 处 理 每 一 项 .因此 把 任何 一 个 高 阶 问 题 化 为 一 阶 方 程 组 的 这 种 选取 是 
可 用 的 . 


求解 方法 


容易 把 上 一 章 的 方法 推广 到 一 阶 方程 组 , Tayior 级 数 的 应 用 很 直接 , 因此 常 适 用 于 此 ， 
Runge-Kutta 方法 也 可 诬 用 ,方程 组 中 每 一 个 方程 几乎 完全 和 在 第 十 轧 章 中 那样 处 理 . 预测 - 校 
正方 法 网 样 正 确 , 这 些 推广 的 例子 将 在 题解 中 给 出 . 


题 解 
加.,1 通过 解 方程 组 
一 一代 一 区 
3 二 并 一 3 


来 说 明 解 联 立 方程 组 的 Taylor 级 数 方 法 , 两 个 函数 zx (ti 和 yw(t) 满 足 亡 始 条 件 
zf0)=1,yf0)=0. 
解 时 直接 代入 两 级 数 


rt)y = 工 (0)+ 红 (0) 十 六 0) 十 


3ft) = 区 (07+ 全 (0) 十 六 (0) 十 


由 所 冶 的 方程 组 得 到 需要 的 部 分 ,首先 rt0)= -1 及 y(0)=1 然 后 从 天 = - 工 一 了 和 一 一 
了 得 到 xz(0) =0,y(0)= --2. 同 样 的 方法 可 以 得 到 高 阶 导 数 ,这 两 个 级 数 开始 如 下 ， 
1 


四 工 3_ 了 工 414+.， 
tt 一 上 t+ 了 it 下 让 二 


1 
ft = 上 一 双 二 亲王 


所 给 方程 组 不 但 是 线性 的 而 且 有 常 系数 ,把 它 写 成 如 下 形式 
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ft = 册 X 人 1 
其 中 站 ， -1 -1 
| | 4 | 1 | 
用 和 间 
代入 试验 就 能 求 得 精确 解 , 代 人 方程 就 得 到 了 和 矩阵 4 的 特征 值 问 题 . 对 上 面 的 入 有 
【一 在 一 一 小 
担 二 -1 一 人 让 二 0. 





得 到 = -1+1, 稍 作 计算 就 得 到 
工人] 二 ecogst， 3fI) = csinl. 
上 面 开 始 的 Tayler 级 数 当然 就 是 这 些 画 数 的 级 数 . 
所 述 的 过 程 容 易 推广 到 较 大 的 方程 组 . 
20.2 用 经 典 的 四 阶 集 对 二 个 联 立 一 阶 方程 组 罕 出 Runge-Kutta 公式 . 


解 E 本 没 所 给 方程 是 


让 


3 = 及 (rz 六， 下 = 六 (2 有)， 
初始 条 件 是 y(zo) = yo, pz0= 加 .可 以 证 明 以 下 公式 
有 = (zs yp Ai(zs+ 计 是 加 + 二 外 各 + 二 人， 
APtresgos 有 =RPtz+ 方 乓 加 + 二 本 加 十 去)， 
和 (zs 生计, 多 Ri(rs+ 帮 二 


1] 
z Apa(rs+ 寺 和 瑟 ,加 + 二 各 王磊 FT 十 下 ,十 二 1 丰 g 一 辽 34 


at 二 31 十 到 (有 十 3 下 3 十 了 天 3 十 上 ， 


2 


等 同 于 关于 两 个 冰 数 直到 四 阶 项 的 Taylor 级 数 , 其 细节 与 单个 方程 完全 相同 , 因此 略 去 .对 多 于 两 
个 , 璧 如， 个 联 立 方程 组 , Runge-Kutta 方法 的 推广 和 上 面 是 平行 的 .用 = 组 公式 代 普 两 组 公式 .这 种 
公式 的 应 用 之 例 见 题 20.7. 

20.3 “对 上 题 中 的 联 立 方程 组 写 出 Adams 型 的 预测 -校正 公 起 . 


解 。 风 于 很 设 已 有 簿 一 丞 数 的 四 个 初始 值 , 营 如 ,yi 323 和 加 ,pi pp 于 是 可 用 预测 公式 
了 ， 了 站 。 
及 -1 着 十 34 下 553 一 5938-1 十 本 3 9yx-3]， 
大 1 和 十 芭 和 552 一 598 -1 + 37 态 t -3 -六 83 


以 有 多 二 太 人 ct, 抽 下 记 (r 二 
这 些 结果 可 用 来 启动 校正 公式 


名 +1 了 二 去 存 (934 十 19358 一 5 .1 二 9 
1 起 让 (9p 人 4 + 19p 一 5 放 1 十 太 -2 
于 是 重复 进行 到 相 邻 结果 和 指定 的 允许 偏差 相 一 致 .此 过 程 几乎 和 单个 方程 的 过 程 证 有 不 同 .推广 
到 更 铬 的 方程 或 其 他 的 颜 测 -校正 组 合 是 类 似 的 . 
高 阶 方 程 如 同方 程 组 


20.4 ”证 明 二 和 阶 微分 方程 能 用 两 个 一 阶 方程 的 方程 组 代替 ， 
证 “上 旺 设 二 阶 方程 是 六 = fryyy) .引入 户 =Y 我们 立即 有 = 疡 ,起 一 扰 ry 加 作为 这 
标准 方法 的 结果 . 只 要 项 要 , -个 二 阶 方程 就 可 点 用 方程 组 的 方法 来 处 理 ， 

20.5 证明 一 般 的 a 航 方 程 


笋 二 十 章 。 高 阶 微 分 问题 





20 .6 





,197 ， 





二 拓 交 ， ee 


也 可 以 用 一 阶 方程 组 代 蔡 . 
证 上 旺 ' 为 方便 计 , 把 y(z) 称 为 yt(z), 并 引入 附加 的 函数 yz(z)，… yufz) 


2 ) 


= 加 3 3w-1 = g 知 : 
那么 原 = 阶 方程 成 为 
3 = 2 
这 # 个 方程 是 一 阶 的 ,并 且 可 用 方程 组 的 方法 求解 . 
用 等 价 的 一 阶 方 程 组 代 赫 三 维 质点 运动 方程 
四 (ye 蚊 = 记 ( 3 
二 (Te 
解 “ 旺 设 =ay=umz= 芭 是 速度 分 其 ,于 是 
攻 ” 一 及 (人 太一 户 ( 人 rp 
四 人 rz) 
这 坟 赴 方 任 就 是 所 要 求 的 一 阶 方 程 组 .其 他 高 阶 方 稳 可 点 用 同样 方法 处 理 ， 
计算 Van der Pol 方程 
多 -0 + = 0 
初始 条 件 是 (0) = 1 yY(0) =0 的 解 直 到 y(t) 的 第 三 位 小 数 .对 两 个 一 阶 方程 使 用 
Runge- 攻 utta 公式 . 
解 同等 价 的 一 阶 方程 组 是 
久 = 和 = 门人 3 六 放 
站 = 一》+(0DT-3) 让 = 六 (2 六 
这 个 方程 组 的 Runge-Kutta 公式 是 
ka 一 Ap 和 = [一 +(0.DL- 2 和 


1 ，12 1 
忆 = 叶 训 + 二 本， 已 ={w+ 二 GD[i-{s* 二 本 站 m* 寺 可 
1 1 1 ，1 1 
忆 - 计 [ 请 + 了 本 = 寻 -[s 本 本 Dr 二 本 下 w+ 二 小 
R 一 下 二 | 一 (十 (DT[LE 一 (十 下 3 关 开 证 73)， 
以 及 2 ost242+283+ 有 
到 上 =0.2 计 算得 到 以 下 三 位 小 琢 的 结果 
&， = (0.2)(0? =0， =-(0.2[-1+(0DUL-1(O)= 一 0.2， 


& = 人 (0.2 人 -01)= -0.02， 吕 =(0.2)[-1+(0.1 人 LI-T.1 = 一 0.2， 
RE3 Ar(0.21 0. 一 一 0.02， 8 二 (0.2)[ -0.99+(0.1)(0,.02) 一 0.1)]s 一人 .1 名 











1 数值 分 配 





全 (0.2 人 一 0.198)s -0.04，i = (0.2)[ 一 (0.9)+(0.1)0.04)( 0.198)]ss -0.196. 
把 这 些 值 代入 得 到 


人 se1+ 坷 (- 0.04 -0.04 -0.04) = 0.98， 


六 se 和 + 诗人 0.2-0.4-0.396 -0.196) -0.199. 


=1 时 第 二 步 将 续 用 这 种 方法 计算 .在 图 20.1 中 的 图 像 说 明 直 到 上 =6.4 的 结果 ,这 时 曲线 上 峙 次 向 
下 穿 过 尘 标 轴 , 这 里 * 和 畏 是 坐标 .这 种 " 相 图 "常用 于 振 落 系统 的 研究 .这 里 振 苏 ({ 实 线 表 示 } 恋 强 ， 
而 马 当 x 趟 于 元 穷 时 艳 于 周期 振 葛 (虚线 表示 ), 这 -点 在 非 线 性 振 落 理论 中 得 如 证 明 . 


用 级 数 求解 高 阶 方程 
20.8 在 =f 的 邻 域 内 求 线性 方程 +(L+z2)y=er 的 级 数 解 : 
解 8 设 级 数 为 v(r) = > ourr 代入 可 得 


加 


at 人 -Ter2+(L+ 了 Tarr' = 之 . 
:2 1 


1 
1 一 3 


它 色 过 改变 下 标 可 转变 为 


fan 十 2c2] tf al 二 6es]zr 十 >) [二 十 了 站 十 芽 )akea 十 @ 十 ok 2] 二 ) 


生 = 生 下 一 外 


比较 zx 的 同 次 震 的 系数 得 as = (E- aoj/2,as= (1-ai)76, 于 是 遗 推 可 得 





(+2)(+1)ay = -路 一 中- 站 


逐次 可 得 aij= -aofa4,as= -aifa4,as= (13ao- 10)7720 等 等 , 数 ao 和 al 将 由 初始 条 件 决 征 . 因 
为 我 们 航 微 分 方程 各 部 分 是 解析 上 曙 数 , 在 自 变量 * 附近 可 建立 相似 的 级 数 , 这 些 级 数 可 能 已 足以 计 ， 
算 整 个 所 需 区 间 的 解 ,如 昌 不 能 ,就 用 它 为 其 他 方法 来 生成 启动 值 . 
20.9 在 z=0 的 邻 域内 求 非 线 性 方程 =1+y 30)=Y (0)=10 的 级 数 解 ， 
解 5 能 够 用 前 题 中 的 方法 ,但 将 再 次 说 明 要 直接 计算 高 阶 函 救 . 容易 计算 
3 2220， 0=23(0+o+207 = 107 7 5， 
3 = 220 人 2 + 人 +o2C102 +6) 
等 等 .根据 所 给 的 初始 条 件 . 它 们 在 零点 的 值 除了 >@9 以 外 都 是 零 , 因 此 由 Tayler 定理 得 到 





3 一 六 十 2 十 年 
20,.10 对 刚性 方程 组 
y 一 让， 


一 -199y - 101 记 

和 初始 条 件 y(0)= 1,za(0)= -了 应 用 题 19.52 中 的 Gear 方法 .这 个 方程 组 等 价 于 
一 阶 方程 

六 +t101y +100y = 0， 

y(0) = 1,y《0) = 工 
其 精确 解 是 yz)=e “， 
解 上 哑 Runge-&utta 方法 能 处 理 这 一 方程 .但 是 为 了 保证 是 一 种 稳定 的 计算 .经典 的 四 阶 集 合 需 
用 小 于 0.0278 的 步 长 ,对 y 和 疡 写 出 Gear 公式 


1 6 
3 236-2) 二 11 加- 


1 件 
Pi = (18 名 一 9po-l+ 2p-2) + 寺 (- 100ynr 一 101 庆 rt 


这 可 写成 关于 w+ 和 关 :1 的 线性 方程 组 





1 
n+l 和 pi 11T4182v 一 9yr-1 一 2 加 -2 


第 -十 章 ”高 防 微分 向 题 


199 ， 





20.11 


20.12 


000 产 | T + 


1 + 十 


6 的 68 1 





11 | 疡 4+1 二 十 0l8a， 9 -1 十 2p -32)， 
因为 方程 租 是 线性 的 ,所 以 不 需 用 Newton 远 代 求解 .下 面 给 出 了 选取 两 种 步 长 大 的 结果 .这 两 种 


步 长 都 比 Runge-Kutia 方法 所 需 用 的 步 长 大 得 多 , 为 了 进行 比较 还 列 出 了 正确 值 . 


贞 二 站 .二 














ye 有 =0 2 
2 0.1353 0.1354 0. 1359 

4 0.01832 0.01833 0.0185 

6 0.002479 | oo02483 0.00251 

号 6.0003355 0 0003362 0.000342 
10 9.0000454 0.0009455 0.000465 





一 条 在 外 面 田村 上 的 狗 ,看见 它 的 主人 沿 道路 散步 就 奔 向 他 .假设 狗 始 终 直 接 句 准 它 
的 主人 , 击 且 路 是 直 的 , 确定 狗 的 路 程 的 方程 ( 见 图 20.2) 是 
xz = eVY1T+TCY 2 
其 中 c 是 人 速 与 狗 速 之 比 .根据 著名 的 攻击 线 (line of attack) 得 出 精确 解 
le 了 1 


> 2 下 


其 中 * 小 于 二 当 二 趋 于 零 , 狗 在 y= c/(1 - c?) 处 这 上 它 的 主人 ,对 十 <= 冯 的 情形 ， 





用 近似 方法 来 解 这 个 问题 .追赶 在 *~ 半 处 结束 ， 
解 BEF 这 个 二 阶 方程 站 先 用 以 下 方程 组 


7 = 也， 
，_ ECyY1+ 取 
户 一 要 











表 闪 ,1 
字 也 
也.1 D.3608 
.81 0.35669 
心 .001 由 .让 35 人 0 
.0001 作 . 丰 5 了 
人 .00001 人 .6636 
0D.,0000006 吕 .6659 
一 0.0000003 由 .66 人 


图 20.2 


来 代替 .初始 条 件 是 *(1)= 帆 (1)=0, 能 再 一 次 用 题 20.2 中 的 Runge.Kutta 公式 ,这 时 取 负 的 五 
值 .这 里 惟一 的 困难 是 当 xz 接近 等 时 斜率 户 变 得 很 大 , 步 长 疡 递 茂 的 自首 应 方法 看 来 是 必要 的 .我 
们 着 为 于 开始 的 策略 , 先 取 上 = -0.1 直到 =0.1, 再 取 天 = 0.01 直到 x =0.01, 等 等 ,结果 列 于 
表 20.1 中 .最 后 两 个 * 的 值 着 来 包括 舍 人 误 葡 , 户 的 值 没 有 列 出 ,但 是 在 大 少 上 升 至 接近 1000. 


方程 





之 -了 互 
六 一 二 7 


其 中 -: 撤 , 二 撤 都 表示 对 ! 求 导数 ,是 在 适当 选取 某 些 物理 常数 后 措 述 质点 在 平方 区 
比重 力 场 中 的 Newton 轨道 ,如果 在 的 最 小 值 位 置 :=0( 图 20.3), 而 生 

六 0 三 3， 0) = 省 r 0) 一 站 
于 是 这 轨道 证 明 是 椭圆 “9(2+eosg) .用 一 种 我 们 的 近似 方法 并 与 精确 结果 进行 


数值 分 析 

















比较 . 
解 。EF 应 用 十 分 直接 .用 典 的 化 为 一 阶 方 程 组 的 方 
法 先 把 它 化 为 
一 必 
再 加 上 Runge-Kutta 方法 的 二 组 程序 , 仍 按照 郑 20.2 中 
的 模型 , 积分 继续 到 角 庶 上 超过 2x. 在 玫 20,2 中 提供 了 
输出 值 有 选择 的 摘录 (用 步 长 关 =0.1), 它 明显 地 上 共 所 要 
图 20.3 轨道 的 性 质 . 进一步 检 杏 ,理论 给 出 了 周期 = 12rv3 或 者 
大 约 是 全 .3. 而 这 一 点 符合 得 很 好 . 
家 20.32 
六 产 
全 3.00 .加 如 .0 
看 中 .37 上. 5 ,33 
了 4.71 让 .各 6 个. 33 
了 2 2. 的 3.12 上 -01 
33 9 (有 3.15 一 避 .0n4 
年- 中 7 .73 一 候 .33 
6 3 的 看 . ] 用 一 避 . 0 
十 让 3.03 和 ,52 站 .0 
补充 题 
20.13 ”方程 


了 你 (0 = 

找 述 了 鸭子 始终 瞄准 目标 位 置 而 企图 游 过 一 条 
河 的 路 程 ,水 流速 度 为 1, 鸭子 的 速度 为 2, 轴 子 
在 3 处 出 发 , 国 此 r(0)=1y(0)=0( 见 图 
20.4), 对 两 个 并 次 方程 用 Runge-Kutta 会 式 计算 
册子 的 路 程 .与 精确 解 y = 盖 (zi2 - z200) 进行 
比较 .岗子 到 达 目 标 处 需 旬 长 时 间 ” 

2.14 几 Adams 预测 -校正 方法 解 上 述 问题 . 

20.15 对 题 20.13 用 Milne 方法 ， 

20.16 ”一 个 物 体 下 降 至 地 球 的 色 熏 的 平方 反比 定律 是 





2 一 一 





。 尼 、 
了 = 


其 中 g 昆 常 数 , R 是 地 球 半径 . 它 有 著名 的 而 且 多 少 让 人 吃惊 的 解 
3 
E 一 | 言 - [ 言 | + 寺 aeeos[ 各 -| 


其 中 互 是 初始 高 度 , 初始 速度 为 零 . 引 入 等 价 方程 组 


3 = 所， 六 = 一 了- 
用 Runge-Kutta 方法 计算 速度 六 (zy 和 亿 移 yfz). 何 时 自由 落体 到 达 地 球 表面 ? 并 与 精确 解 止 较 . 
( 若 用 英里 和 秒 作 单位 , 则 = 380,R= 4000, 并 取 开 = 200,000, 即 朋 球 到 地 球 的 婚 离 .这 个 问题 说 


明了 某 些 计算 空间 轨道 的 困难 . ) 
20.17 “对 题 20.16 用 Adams 方法 ， 


20,.48 证 明 or+3 人 (2=03y(0)= 1y(0)= 才 的 解 可 胡 为 
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“201， 





如 ,19 


20 .20 


工 3zz 了 r3 T7z4 罗网 
4 32 128 2048 





二 工 二 


了 ， 


焉 明 wy -2z2y + | 二 + zj y=0 有 以 下 形式 的 角 


or) = Van +aiTr+Tear2 -oo)， 
如 果 要 求 lim 4 = !, 试 确定 其 系数 . 
2 
把 Runge-Kurta 公式 用 于 
多 = 一 12y + 9x， zs = ily - 10z. 


司 用 y(1)ss9e 1 xfl)sslle (作为 初始 条 件 ， 

这 个 方程 组 有 精确 解 y=9e 7 +5e 2， z=1te xz 一 Se 37， 

取 拓 =0.2 计算 到 一 位 或 劝 位 小 数 ,而 且 至 少 算 到 * = 3. 注 意 如 果 咏 > 接近 1 ,那么 计算 便 开 始 严重 
振 落 . 要 解释 这 一 点 可 通过 对 e-2x 的 四 次 Taylor 过 似 { 这 是 Runge-Kurta 方法 必须 使 用 的 ) 和 精确 的 
指数 函数 相 比较 . 
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最 小 二 鳞 原 则 


选择 一 个 多 项 式 训 (z) 用 一 种 使 平方 误差 (在 某 种 意义 下 ) 为 极 小 的 方式 来 道 近 一 个 已 知 
画 数 , 其 基本 思想 首先 为 Gauss 所 提出 . 有 若干 种 版 本 ,取决 于 所 涉及 的 自 变 基 的 集合 及 所 用 
的 误差 度量 ， 

首先 , 当 数 据 为 离散 时 , 我 们 可 以 对 给 定 的 数据 ri 站 及 闫 过 六 将 和 


和 
S = (yn 从 0 一 Ca 
:看 


棚 小 化 ,人 茶 件 m<N 使 多 项 式 

户 (T》 = WU 十 下 1 二 十 矶 3 十 十 信 nr 下 
未 几 能 在 上 所 有 N 个 数据 点 上 都 能 匹配 . 故 S 很 可 能 不 会 变 成 零 . Gauss 思想 是 尽 我 们 所 能 使 
S 变 小 .于 是 微 积 分 学 中 的 标准 技法 便 引 出 了 诀 定 we 的 法 方程 组 ,这 些 方程 是 


80G 站 十 1 丰 1 十 十 3 人 二 











31 候 0 十 521 十 十 SmylGm 二 上 1 


Smart0 十 Sm4l1 十 十 SmGm 二 mn， 


其 中 必 = 袜 sh,na = 六 yxt .这 个 线性 方程 组 的 确 能 惟一 地 决定 w 而 且 所 得 到 的 。, 确实 产 


生 $ 的 最 小 可 能 值 . 对 于 线性 多 项 式 来 说 
六 (zh = wwfr + 呈 ， 
法 方程 容易 解 出 并 且 得 到 
Sn0t1 一 31E0 
0 se 

为 了 对 现存 的 不 同 的 最 小 二 乘 方法 提供 一 个 统一 的 处 理 ,包括 刚才 撒 述 过 的 第 一 种 方法 ， 
孝 虑 在 向 基 空 加 中 极 小 化 的 一 般 问 题 . 从 代数 观点 ,用 正 交 投 影 思 想 易 得 其 解 .自然 地 这 个 一 
般 问 题 再 现 我 们 的 a(z) 及 法 方程 , 当 我 们 进行 解 其 他 变种 的 最 小 二 乘 原 则 时 将 会 重新 作出 
解释 .对 所 着 手 的 特殊 情况 在 大 多 数 场 合 还 会 重复 提供 同样 的 论点 . 

除 次 数 非常 低 的 多 项 式 之 外 .上面 的 法 方程 组 被 证 明 为 病态 ( 坏 条 件 ) 的 .这 说 明了, 虽然 
它 惟 一 地 定义 系数 。, 但 在 实践 中 可 以 证 明 这 些 ai 不 可 能 被 解 出 .( 将 在 第 26 章 中 提出 的 ) 解 
线性 方程 的 标准 方法 或 者 根本 不 可 能 产生 解 , 或 者 数据 误差 被 垩 性 放大 .为 解决 问题 , 正 交 多 
项 式 被 引进 .( 这 相当 于 为 抽象 的 向 量 空间 选择 一 个 止 交 些 . ) 对 于 离散 数据 的 情况 , 它们 是 次 
数 为 到 =0,1,2,… 的 多 项 式 PN(t), 具 有 性 质 


> Po NI)Pos(i) = 
= 笑 


S2f0 一 31 








这 就 是 正和 区 性. 亚 式 的 表达 式 
亚 上 
Ps = CD 1 


将 被 得 到 , 在 这 个 式 子 中 二 项 式 系数 和 阶乘 多 项 式 显 得 重要 ， 
我 们 的 昌 小 二 乘 多 项 式 的 另 一 种 形式 现在 变 得 方便 了 , 印 


疡 (zt ) = akPtN() 
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“了 和 ， 





含有 新 系数 < 决定 这 些 sk 的 方程 组 证 明 为 特别 容易 求解 .事实 上 
Pus() 
六 Pit) 
这 些 w 的 确 合 误 差 和 5 极 小 化 , 极 小 人 为 
急 mn 二 31 一 wo 
其 中 册 ， 为 @ 表达 武 中 作为 分 帮 的 和 式 
应 用 


关于 离散 数据 的 最 小 二 乘 多 项 式 有 二 个 最 主要 的 应 用 ， 
1, 数据 平滑 化 . 通过 接受 多 项 式 


太 () 一 Q0 二 生生 十 十 人 mn 
来 替代 已 知 的 yz), 我 们 得 到 一 段 光 请 的 线 , 如 抛物 线 ,或 是 其 他 曲线 以 蔡 代 原先 的 ， 
可 能 不 规 山 的 数据 函数 . p(zx) 应 该 是 多 少 次 取决 于 不 同 的 情况 .通常 使 用 一 个 5 点 的 
最小 二 乘 搜 物 线 . 相 应 于 点 (zy ) 取 ;= 大 -2 一 1 0 才 +2, 它 导出 平滑 化 公式 





(ED) ss 起 (CT8) 二 3 一 计 84y， 
该 公 武 将 5 个 值 内 ,只 ,小 全 在 一 起 来 为 未 知 的 精确 值 yzi) 提 供 一 个 新 的 佑 
计 . 在 有 限 数据 的 两 端点 办 近 要 求 稍 加 收 正 , 
一 组 近似 值 4; 对 相应 的 真 值 工 的 标准 姜 定 义 为 





忆 加 2 17 
标准 差 = [六 ( 工 ; 人 ] 
在 工 为 已 知 的 各 种 试验 情况 下 , 我 们 将 用 这 个 误差 记 莽 来 估计 最 小 二 乘 平 滑 化 的 有 


效 性 ， 

_ 近 己 微分 .正如 我 们 早 些 时 见 过 的 那样 .对 不 规则 数据 以 一 个 配置 多 项 式 进行 拟 合 时 
会 导致 导数 的 十 分 差 的 估计 .甚至 在 数据 中 的 小 的 误差 也 会 被 放大 到 恼人 的 程度 .但 
是 -一 个 最 小 二 乘 多 项 式 并 非 进 行 配置 . 它 在 数据 值 之 间 穿 过 并 且 提 供 光滑 性 .这 个 较 
为 光滑 的 函数 下 常 带 给 我 们 对 导数 ( 印 关 (z ) 的 值 ) 较 好 的 估计 .刚才 提 到 的 5 点 抛物 
线 导 出 公式 


， ， 1 
3 了 (xz8) se 让 (re) = 1 2 失 -2 一 荐 -1 挫 41 十 有 2 人 12) 


在 有 限 数 据 表 的 端点 附近 , 它 也 要 求 修正 .这 种 公式 所 产生 的 结果 通常 比 由 微分 配置 
多 项 式 所 得 来 的 那些 结果 优秀 得 多 .然而 , 在 力求 估计 y (ze) 时 ,对 2(xt) 值 重复 应 
用 它 则 又 会 导致 有 疑 癌 的 精度 . 


























连续 数据 
对 于 连续 数据 y*(z) 我 们 可 以 极 小 化 积分 


一 人 be 一 aoPoty) 和 anPo(z)]2dzr， 


P(z) 为 Legendre 多 项 式 .[ 我 们 必须 假设 yx) 为 可 积 的,] 这 意味 着 我 们 从 一 开始 就 选择 了 


正 交 多 项 式 来 表示 我 们 的 最 小 二 乘 多 项 式 ,其 形式 为 
记 (z) = enPo(z) 二 十 G PCz)， 


它 的 系数 征明 为 
as =- 怠 过 1 y(z)Pi(z)dz 


04 歼 信 分 析 





为 使 用 Legendre 多 项 式 廊 便 起 见 ,首先 将 数据 yt zy 在 其 上 给 出 的 区 间 规 格 化 为 (- 1 1). 有 时 ， 
使 用 区 间 (0, 切 更 为 方便 .此 叶 Legendre 多 压 式 也 必须 服从 自 变 荆 的 变化 .新 的 多 项 式 称 为 平 
移 的 Legendre 多 项 式 . 

当 y(z ) 是 复杂 结构 时 , 往往 某 种 类 更 的 离散 化 是 必要 的 .或 者 给 出 系数 的 积分 必须 用 近 
似 方法 如 以 计算 , 或 者 连续 变 基 的 集合 必须 在 一 开始 时 就 被 离散 并 且 要 被 极 小 化 的 层 “ 个 和 
而 不 是 积分 . 很 清楚 , 有 几 种 不 同 的 手段 好 用 而 计算 机 必须 决定 对 -个 特殊 的 问题 采用 那 一 种 
于 段 . 

对 已 知 连续 数据 函数 y(x) 的 平 谓 化 和 近似 微分 再 次 是 我 们 最 小 二 三 多 项 式 az) 的 优 
先 应 用 .我 们 简单 地 接受 pf(zr) 及 请 () 为 较 不 规则 的 y(z) 太 (zxz) 的 规 代 最 . 

最 小 二 磁 原 则 的 - :个 推广 包含 对 积分 


7 = [eofsGn) -anQnlz) -一 anQn(zr)]dz 
进行 航 小 化 , 其 中 me(z) 旦 -个 非 负 的 权 函 数 . Qi(z ) 为 广义 的 正 交 函 数 
[GaQtzyosaar = 
当 j 二 时 ,其 细节 平行 地 那些 已 经 提 到 过 的 w(z)= 1 的 情况 , 系数 ak 册 
| ez)y(r)Qtz)dr 








此 上 一 


fenaita)er 
给 出 . 工 的 极 小 什 可 以 表示 为 
Tan = [eeoDsztaaz 一 2 We3， 
其 中 多， 是 mw 表达 式 中 分 峡 积 分 .这 就 导出 Bessel 不 等 式 
袜 we < | (Cr)yz(z)dz 





以 及 六 趋 于 无 穷 时 级 娄 wa 为 收敛 的 事实 ,假如 所 涉及 的 正 交 族 有 一 种 被 称 作 完 备 性 


的 性 质 和 假设 VC) 为 充分 光滑 的 ， 则 级 数 真 正 收 笋 于 在 [中 出 现 的 积分 .这 意 款 车 逼近 误 
差 当 pr) 的 次 数 增加 时 趋 于 零 . 


Chepbyshey 和 多项式 


用 Chebyshev 多 项 式 通 近 是 广义 最 小 二 屁 法 的 重要 特殊 情况 w(z)= 1/V1- z2. 积 分 区 

间 被 规格 化 为 ( -1,1), 在 这 种 情况 下 正 交 多 项 式 QiCz) 为 Chebyshev 过 项 式 
T (7zr) = cos( 雪 arccOosx ) ， 

其 头 几 项 可 证 明 为 Tu(z)=1,TiUz)=xyTa(c)=202 一 1 Ts(z)=4z 一 3z， 

Chebyshey 多 项 式 的 性 质 包括 

TICry》 > 2rTCz) 一 TiCzy》， 
0， 若 六 天 ri， 
dr= nr， 车 下 = 了 天 0， 
rr 着 站 = = 
TOzr)=f 当 r=eos[(2t+1)r2aj = 0 一 1] 
Ti(T)》=《 -1 当 区 = eosfiiyn ii 一 息 二 

-一 个 特别 吸引 人 的 性 质 基 等 误 益 性 质 , 蕊 与 Chepyshev 多 项 式 在 胃 值 上 1l 之 间 振 动 有 关 ， 
在 区 间 ( 二 1 1 为 的 w+T 个 点 处 达到 这 些 极 值 . 作为 这 -性 质 的 一 个 推论 是 , 误 郑 
y(x) - p(z) 道 常 被 发 现在 近似 地 为 土 焉 的 极 大 值 与 极 小 值 之 间 振 动 .这 样 一 种 几乎 等 误 状 
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203 








止 古 所 期 望 的 , 因为 它 隐 含 了 我 们 的 各 近 经 过 吾 个 区 间 时 有 上 刀 乎 均匀 的 精度 .关于 精确 的 等 误 
卷 性 质 见 下 一 章 ， 


经 过 简单 的 处 理 , * 的 震 可 以 用 Chebyshey 多 项 式 来 展 永 ,例如 ， 





= T6， 并 二 了， = 六 (To + Ta)， Ta3 = 于 (3T1 + 了 3)， 
这 提示 了 一 个 称 作 多 项 式 减 缩 的 过 程 , 在 一 个 多 项 式 中 的 每 个 zx 的 每 笔 借 它 都 可 以 用 Chebyshev 
多 项 式 的 相应 组 侣 来 蔡 代 .经 常 发 现 许多 高 次 Chebyshev 多 项 式 因而 会 降低 , 然后 保留 下 来 的 项 
组 成 一 个 对 原 多 项 式 的 最 小 二 乘 道 近 , 以 足够 的 精度 来 迎合 多 种 意图 .所 获 结果 将 会 有 几乎 等 
误 盖 性 质 . 这 个 头 缩 过 程 可 以 近似 地 蔡 代 用 Chebyshev 多 项 式 通 近 时 对 系数 积分 的 直接 估算 . 
令 人 不 愉快 的 权 困 子 ww({z) 司 得 这 些 积分 对 大 多 数 的 y(z) 而 言 令 人 望而却步 ， 
最 小 二 乘 原 则 的 另 一 变种 是 将 和 


袜 D( 一 ET di 人 amTafx 上 


进行 极 小 化 , 自 变 芋 本 21 +1)rA2] .这些 自 变 基 可 以 被 识别 为 Tw(z) 的 零点 .系数 
容易 用 Chebyshev 多 项 式 的 第 -个 正 交 性 质 来 雇 定 . 
| 0， 若 亚 天 小 
冯 Tr (ziTfz = NA2， 若 由 = 于 天 0， 
J， 若 由 =m =0. 
并 证 明 为 ao = 圳 和 (zy)， el 二 训导 >(z)Te(z) 
主 是 道 近 多 项 式 自 然 为 
户 ( 开 ) = aoTo(zr) + 十 人 wm 本 )》 
这 全 多 项 式 也 有 一 个 几乎 等 误差 性 质 . 
工 [ 模 ) 范 数 
本 章 的 根本 主题 是 极 小 化 范 数 


和 > 一 产 ‖>， 
其 中 y 玫 示 给 定 的 数据 而 请 袁 示 近 儿 项 式 ， 


题 解 
离散 数据 , 最 小 二 乘 直线 


21.1 技 出 直线 5(z)= Mrz + B, 对 它 来 说 (3 - Mr - B)? 为 极 小 ,数据 (zy ) 为 给 定 
了 一 属 
的 ， 
解 。jE5 记 该 和 为 S, 我 们 按照 -个 寻找 极 小 的 标准 方案 令 导数 为 零 


-2 (Mrz, -6)= 0 


党 
笋 -ore-nna 
勾 改 写 我 们 得 到 
(NT TB + { > zi] 末 一 > 
zi]RB+ | 3 zj] M 一 zio， 
它们 就 是 * 荡 方程. 引进 符号 
3 二 人 十 31 二 zl 32 一 了 2， zt 二 人 上 上 ， 一 人 za ， 





21 .2 


206 - 数值 分 析 
这 些 方 租 可 以 解 成 
ML - 2 一 2， 日 = 30 4 
0 1 0 一 | 


的 形式 ,为 了 证 明 swsz - 妊 不 为 堆 , 我 们 首先 江 意 平方 并 相 加 诸如 {zo- zi 壮 那 样 的 项 导出 
日 < 了 (和 一 1 = 后 人 了 一 2》1ziri， 


上 上 纪 隐 [二 


卫 


| 3 一 HE 二 2 2 za 
"了 
所 以 sg 一 缠 变 为 
CN+D De-[ 定 -AN -22nrn >0 


此 处 我 们 假设 了 r*, 不 多 相同 ,这 肯定 县 合理 的 .最 后 一 个 不 等 式 还 帮助 我 们 去 证 明 所 选 的 M 及 也 
真 的 产 怪 了 一 个 役 小 .计算 二 阶 导数 ,我 们 得到 





3 = 之 8 2 一 231 二 一 辽 31. 
由 于 头 二 个 为 正 的 县 由 于 
(251 和 2 -2fNW +1)2r2 = 4( 语 一 so) < 四 
所 以 鞠 二 二 变 措 旦 履 邓 的 函数 之 极 小 点 的 工 阶 导 数 检 验 被 满足 , 一 阶 导数 只 有 - -次 同时 为 零 的 志 
宣 说 明 我 们 的 慑 小 是 -个 绝对 极 小 . 
虐 季 各 种 售 碍 的 高 尔 去 球员 们 在 -- 个 困难 的 标准 杆 数 为 3 的 球 洞 处 记录 的 平均 成 绩 


如 二 : 








用 题 21.1 的 方式 对 这 个 数据 求 出 最 小 二 乘 线性 函数 . 

解 。 狠 ' 令 六 表示 障 得 数 和 zx = (六 -6)72, 则 xz 为 整数 0.…,9. 令 表示 平均 成 绩 , 于 是 9o= 10， 
45,5=285.10-41.5,11=194.1 以 及 

_ 【1010194.1) ~ (45)541.5)》 、， 0 089. 





风 - (0)(285) - (45]2 
日 《285)(41.5) = (145 人 194.1) 。 3.76， 





(10](285)] - 【45 了 

它 使 ysep(z) 其 中 四 7)=009c+3-76ss0.045 严 十 .49， 

用 上 题 中 的 最 小 二 乘 直 线 平 滑 被 记录 的 数据 , 

敌 岩 可 以 设想 被 记录 的 数据 都 含有 一 定 程度 的 不 精确 性 ,有 理由 节 以 校正 , 为 此 进行 平滑 数据 
的 努力 在 这 种 情况 下 数据 似乎 大 致 族 在 一 根 直 线 周围 ,但 是 有 六 的 起 伏 , 或 许 是 由 于 高 尔 夫 游戏 本 


身 就 有 起 优 ,[ 盆 看 下 面 的 图 21.1. ) 
就 描述 在 降 了 数 与 平均 分 之 问 走 实 关系 而 言 可 以 假设 为 ,最 小 二 乘 直线 比 起 原始 数据 来 是 更 好 


表达 式 . 它 提 供 下 曾 的 平 请 过 的 值 : 
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21. 和 估计 每 单位 障 得 的 平均 记分 增加 率 . 
解 ”上 晤 从 题 21,2 的 最 小 二 乘 直 线 我 们 得 到 估计 ;每 单位 障碍 0.45 击 . 
21.5 从 下 面 的 数据 求 得 一 个 具有 P(z)= 4e 迪 型 的 公式 





解 喇 今 y=logP,B=log4. 然 后 取 对 数 ,logP= log4+ Mzr, 它 等 介 于 ?Cr)= Mr+B， 
现在 我 们 决定 使 它 作 为 对 (zx,,w) 数 据点 的 最 小 二 乘 直线 . 











因为 mm=4,s1= 10,s=30,t0=10.48,11=28.44, 故 由 题 2].1 的 公式 得 Mss0.45 及 了 s1.5. 最 终 
的 公式 是 已 =4.48e0 4 

必须 措 出 在 这 个 过 程 中 我 们 不 是 将 》\[ P{z,) ~ 己 王 极 小 化 ,而 是 代 之 以 选择 对 2 [y(z) - 
了 进行 极 小 化 更 为 简单 的 尝试 .这 是 在 这 类 问题 中 的 一 个 十 分 普遍 的 策略. 


离散 数据 , 最 小 二 乘 多 项 式 


21.6 推广 题 21.1, 找 出 多 项 式 训 (z)= ao+ atz…+anr” 对 它 来 说 3 = 2 一 &0 一 
aizl-…- anzg)2 是 一 个 极 小 ,数据 (ri,yi) 为 给 定 的 , 且 亚 < 六 
解 。 哑 如 像 真 线 的 简单 情况 那样 进行 , 令 它 对 ao, al,…,an 的 导数 为 等 就 产生 六 + 1 个 方程 
这 =- 2 交 -= 0 
其 中 =- 0, ,mm 引入 符号 si = 袜 2 - 六 ，e ,这 些 方程 可 以 改写 世 


号 站 站 十 SG 二“ 十 Saram 一 上 


5S1G0 十 52G1 十 二 Sm-1 人 8ih 二 1 





0 十 mrTET 十 十 32nm 二 
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神 作 法 方程 .对 系数 。 解 这 个 方程 , 我 们 得 到 最 小 二 乘 和 多项式. 我 们 将 证 明 它 只 有 -- 解 并 理 它 的 三 
使 S 为 极 小 .对 于 较 小 的 证 , 这 些 方程 可 以 没有 困难 地 解 出 .对 于 较 大 的 mm 这 个 方程 组 是 病态 的 
{ 坏 条 件 的 ), 因 为 另 一 种 处 理 过 程 将 被 提出 ， 
证 明 最 小 二 乘 轩 想 ( 正 如 刚刚 在 题 21.6 中 以 及 更 早 些 时 在 题 21.1 中 虱 已 被 提出 ) 可 
以 推广 到 任意 的 向 基 空 间 . 与 正 交 投影 的 关系 是 什么 ? 
证 同 这 个 更 -- 般 的 处 理 将 对 稍 后 在 本 章 中 出 现 的 其 他 最 小 二 嫌 变 种 起 示范 作用 ,并 且 把 注意 
力 梨 中 在 所 有 这 些 变种 所 具有 的 共性 上 .首先 回顾 在 欧 氏 平面 几何 中 ,给 出 -个 点 和 -: 根 直 线 S， 
在 S$ 上 惟一 离 ， 最 近 的 点 户 司 得 世 正 交 于 $, 乡 是 y 在 3 上 的 正 交 投影 点 .类 但 地 在 欧 夭 立体 几何 
中 ,给 册 一 个 点 ”和 一 个 平面 $S, 在 平面 $ 上 惟一 离 y 最 近 的 点 p 使 得 各 止 交 S 中 的 所 有 窗 基 ,2 仍 
是 y 的 焉 交 投 影 .这 -思想 珊 在 扩展 到 一 个 唱 为 “` 般 的 向 量 空间 ， 

在 身 量 空间 已 中 给 出 :个 向 量 y, 要 在 络 定 的 子 空间 $ 中 寻找 - -个 向 量 放 使 得 

上 yy 一 放 | 过 1y- 21， 
其 中 g 是 S 中 任何 - -个 其 他 向 其 并 妃 向 最 的 模 为 
| ol = (no， 

回 括 导 表 示 与 向 量 空间 相关 联 的 标量 积 . 我 们 从 证 明 有 一 个 惟一 的 向 最 户 开 始 ,对 它 来 说 > 户 正 变 
于 S 中 的 每 个 向 长 ,这 个 请 称 作 y 的 正 交 投影 ， 

令 ro, en 为 对 于 3 的 正 充 基 并 考虑 向 量 

户 = 【3yenojyeg 十 (3eijel 十 十 { 人 em]Jemy 

直接 推算 表明 半天 =0 mw， ps) ={ye) 且 因此 ( 户 - ye =0. 于 是 对 S 中 的 任何 z ,简单 地 通 
过 以 正 交 基 表 示 0 ,就 有 (p- y 9)=0. 候 如 另 -个 向 量 产 也 有 这 种 性 质 (- yqg)=0, 则 会 复出 对 
S 中 的 任何 g 会 有 {p -入 ,eg)=0. 由 于 请 - 丸 本 身 在 S 中 ,这 就 迫使 ( 产 - 疡 ,六 ) = 小 优 据 对 企 
和 何 标量 猴 都 要 有 的 性 质 ,就 隐 舍 了 户 = 产 .因此 正 交 投影 是 惟 -的 . 

但 是 现 芷 , 假若 gs 是 3 中 不 同 于 户 的 另 一 个 向量 ， 

和 -人 = 《3 一 + (一 人 | 
=‖y 一 户 |2+ 二 六 3 二 23 一 记 , 户 一 于). 

由 于 疡 -8 在 S 中 大和 最 后 一 项 为 零 ,我 们 推导 出 | 7 - 关上 < > 1 亚 如 所 求 . 
若 ou, ya 是 3 的 任意 一 个 基 , 决定 上 题 中 的 向 基 疡 用 zo 来 表示 ， 
解 。 上 我 们 必定 有 (3y - 六 办) = 人 或 (pe) = (ya 对 并-0,…, 半 :由 于 户 有 惟一 的 表达 式 








记 一 页 0 和 十 如] 下 上 二 十 证 a 开 mm 
代入 后 直接 导出 
《0 ERG 十 本 【any am 

对 天 一 0 pw，, 严 ,这些 是 对 所 给 问题 的 法 方程 , 要 对 系数 an …,anm 来 解 它 .有 惟 - .的 解 为 前 题 所 保 
证 .注意 在 特殊 情况 下 , 当 wo,…, un 为 正 交 规范 基 时 ,这 些 法 方程 如 人 在 题 21.7 给 出 的 让 明 中 那样 ， 
简 伦 为 a= (yt 

还 要 注意 下 面 重 要 的 推论 . 若 v 本 身 是 以 E 中 的 正 变 基 世 表 了 ,其 中 包含 ko,…，um, 兴 如 说 

风 二 全 放 和 十 妇 1 生 | 十 十 全 mm 手相 十 下 机 二 于 二 
则 作为 最 小 二 乘 近 朴 的 正 交 投影 ,只 要 篇 单 地 把 表达 式 在 euw 处 也 以 截断 就 可 以 了 : 
声 = oO 十 姓 | 下 十 二 全 mm 林 机 。 

在 题 21.6 中 处 理 过 的 特定 情况 与 在 题 21.7 及 241.8 中 给 出 的 推广 是 如 何 联系 的 ? 
解 te 必须 作 下 面 的 标识 ， 

已 :在 概 量 xu,…， zx 集合 上 的 离散 实 值 函 数 的 空间 . 

S: 下 的 包含 小 于 等 于 mm 次 玫 项 式 的 子 集 ， 

y: 具 有 值 yyw 的 数据 函数 


【oj， za: 标 基 积 > afzr)azf)， 
-和 





1 sw132: 范 数 [af )]?. 
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21.10 


21.11 


“209 ， 





ai 具有 值 六 的 畏 数 . 
户 : 具 有 值 户 三 和 十 是 的 名 项 式 ， 


人 
1 > 一 站: 和 3 =- > (一 户 半 ， 
:20 


和 
、 
人 
az -0 
、 


有 + 遇 
(yatS 


下 


出 这 些 标识 符 我 们 还 认识 到 题 21.6 的 克 项 式 请 是 惟 的 并 且 确 实 提供 了 最 小 和 . 题 21.7 及 


24.8 的 一 般 结 单 确立 了 它 ， 
对 题 21.2 的 数据 决定 最 小 二 乘 二 次 函数 . 


解 二 利 数 sissivin 其 丰 已 经 计算 过 .我 们 还 需要 * = 2025, 94 一 15,333, 以 眠 要 = 1292.9， 


这 些 使 得 法 方程 可 写成 
10u0 + 456 + 285ol = 41.5， 45an0+ 285al + 202Saa 一 194.1， 
285ay + 2025al + 15,.333a2 - 1248， 
在 -- 番 工作 之 后 它们 产生 arg=3.73,aij=0.11 和 aa- -0.0023, 因而 我 们 的 一 次 沛 数 为 
Bt)=3.73+0,117 -0.0023.z”. 
应 用 上 题 的 二 次 函数 来 平滑 记录 数据 . 


和 解 上 本 候 设 这 些 数 据 是 我 们 一 次 蝴 数 的 值 ,我们 得 到 这 些 值 : 





障碍 | 6 8 1 12 14 16 Il 20 22 对 
经 过 沧 滑 的 y | 3.733 3.84 3.94 








4.04 





4 ,22 二 .31 4.39 4 徊 





十 ,3 本 





这 些 与 直线 假设 的 独 测 相差 无 由 , 丈 对 应 二 次 函数 的 抛物 线 不 会 与 图 21.1 的 直线 有 显著 的 差 漠 . 


us 是 如 此 地 小 的 事实 已 经 说 明了 在 高 尔 大 问题 中 二 次 的 假设 可 能 是 不 必要 的 . 


平滑 化 与 微分 


21.12 


导出 美 于 5 个 点 (zy ) 的 最 小 二 乘 扫 物 线 的 公式 ,其 中 计 一 二 一 2 下 一 1 天 下 二 是 让 二 
之 ， 


解 和 今 她 物 线 为 pt= aot+at+ast2, 其 中 5=(z-m)/j 人 很 设 和 变量 r, 为 等 中 分 布 , 其 
闻 隔 为 睛 .被 涉及 的 5 个 点 现在 的 自 变量 是 : = - 2, - 1,0,1.2. 对 这 种 对 称 的 排列 ,法 方程 简化 为 














5a0 +10ez = 人 yn， 
10a， = >， 
ftDaw +3463 = > 3 


因而 容易 解 出 .首先 我 们 得 到 
70an =343 -10>， 4 
= 一 6 +24w1+ 3 着 上 241 一 Or2 


=70w - 狼人 4 3 


由 此 得 
回 代 后 我 们 还 可 得 
Q2 二 二 Gy- 一 有 22 


从 中 间 指 方程 直接 得 


| 
ai 人 2 -2 由 1 


数值 分 析 





21.413 


21.14 


21.15 


21.16 


以 y(re) 表 示 精 确 值 , w 是 它 的 -个 近似 值 ,导出 平滑 化 公 武 (zs 内 十 
解 让 寡 关于 5 个 点 (as 2 闪 -) 到 (zs 的 最 小 二 乘 抽 物 线 为 


下 (rr) = ao+eat 二 azi 
在 当中 -个 自 变 量 (=0 处 由 题 21.12 它 变 成 (zi) = ao= 尖 - 六 人 4yi 使 用 这 个 公式 相当 于 接受 
在 抛物 线 上 的 请 值 作为 比 数据 值 更 好 的 什 . 
从 工 到 10 的 整数 的 平方 根 被 舍 人 到 二 位 小 数 , 并 在 每 个 数 上 吉 上 一 个 值 为 -0.05， 
-0.04…,0.05 之 一 的 随机 误差 (从 标 有 这 些 数 的 11 张 卡片 中 随机 抽出 而 确定 ), 其 
结果 形成 表 21.1 中 的 顶 行 .利用 上 题 中 的 公式 平滑 这 些 数值 . 


了 4 
359 只 ， 




















解 EF 
表 21,1 
_ ” 一 -一 
- 1 2 3 叶 5 6 7 8 9 1 
如 14 1137 170 200 3226 2 和 20 278 3.00 3. 
加 33 对 30 26 15 28 名 22 14 
站 9 站 一 3 一 4 -10 12 3 14 一 名 
上 33 -3 -1 一 6 22 一 32 34 一 22 
43 2 -SS 2 一 54 的 5 
一 |- 
攻 0 和 2 一 6 一 了 
358 了 
太 (Cxb) 1.70 2.00 2.24 247 2.64 2.83 





直到 4 阶 的 差分 以 及 关 4y 也 出 现在 表 21,1 中 . 晤 后 , 底 行 包含 了 平滑 后 的 什 ， 


题 21.13 的 平滑 化 公式 要 求 在 xx 的 二 侧 各 二 个 数据 值 产生 平滑 过 的 值 P(zt), 因 此 
它 不 能 用 在 数据 表 的 头 二 个 及 最 后 二 个 成 员 上 .导出 用 于 平滑 端点 值 的 公式 





上 上 


六 了 】 
y(z0 sf 了 AT+3A30 END SN VS 一 了 了 Ygw， 


之 


1 1 3 
1A y1 一 5 AAA yo 一 了 了 A yo， 3fCEN) se 3 一 了 YY3w 十 35 Von， 


解 “ 时 假如 我 们 令 != (7 - zi)7i, 刚 题 21.12 的 二 次 函数 就 是 对 头 5 点 的 最 小 二 乘 二 次 数 ， 
我 们 将 用 这 个 函数 在 ro 必 ri 处 的 值 作为 y 的 平滑 值 . 首 匈 
疡 [co = QI -Zat 士 232， 


并 权 人 甘于 a, 的 表达 式 ( 以 > 来 代 和 将) 得 


bz) = 大 (6230 + 18y4 - 692 - 1073 + 6y4) 


三 30 十 5 - 143y0 十 4231 一 续 之 wz 十 143y3) 
+ (630 一 24 和 + 3632 -2493 + 634) 
这 就 同 到 上 面 基 于 y(zno) 的 公式 .对 xit) 我 们 有 
六 (T1 一 20 一 
并 再 -次 将 关于 w， 的 才 达 式 插 入 而 导出 所 要 求 的 公式 .在 我 们 数据 表 的 另 -- 映 , 应 用 变 基 变 换 上 一 
【人 一 zwv_2ph 其 细节 类 似 . 
应 用 上 题 的 公式 来 完成 表 21.1 中 y 值 的 平 请 化 . 
解 E5 我 们 发 现 它们 改变 到 二 位 . 





中 1 十 如 2， 





第 二 T 一 章 ”最 小 二 乘 志 项 式 阴 近 


“211， 





21.17 


21 ,18 


21 .19 


1 3 
y(rojss1.04+ 二 (0.03)+ 康 (0.02)ms1.03， 


(zwv ye3.001+ 人 -人 .22》 -可 -0.56)xs2.99， 


yfeijas1.37-- 羡 : -0.03) -上 上 (0.02)xs1.38， 


1 3 
fsS 14 了 一 口 .22) + 基 { 一 0.56]j=*3.14. 


对 原始 数据 与 对 平滑 过 的 值 计算 标准 差 ， 
解 ”8 对 应 于 精确 值 T 的 一 组 这 做 值 4, 的 标准 差 定义 为 


标准 差 = | |， 


?= 
在 这 个 例子 中 我 们 有 下 面 的 什 : 





工 : 1.00 1.41 1.73 2.00 2.24 了 .45 了 .65 2.83 3. 的 了] 和 





及 1.04 1 .37 1 .70 立 .0 卫 . 立 2 .42 2.70 2..7 忆 .0 3-14 





疡 (1 1.03 1 .3 ]. 台 2.00 2 .24 2.43 了 ,54 了 .83 2.5%9 3,.14 








精 矿 方 根 值 以 二 位 小 数 给 出 .依据 上 面 的 公式 ， 


， 和 1 
的 标准 差 六 人 < 0 .033， 


了 
5 ) 的 标准 差 se | ! ao37 | 


所 以 误差 践 少 风 过.- 半 .中 心 部 分 改进 更 大 - 些 . 如 果 我 们 在 每 - 庙 略 去 盖 个 值 则 我 们 得 到 它们 的 
标准 整 分 别 为 0.035 及 0.015, 减少 了 比 -: 半 还 多 . 题 21.13 的 公式 显得 比 题 21.15 的 那些 更 为 有 
效 . 

使 用 5 点 殷 物 线 来 得 到 关于 近似 微分 的 公式 





2 0.019， 


v 1 
【ES 了 0 有 ( 一 立 詹 -2 一世 -1 十 和 HT 十 2 


租用 题 21.13 的 符号 我 们 将 使 用 y fx)}, 它 是 我 们 5 点 锰 物 线 的 导数 ,作为 对 在 心 处 精确 
导数 的 一 个 近似 . 这 又 相当 二 假设 我 们 的 数据 值 w 为 精确 的 , 但 又 是 未 知 的 函数 之 近似 值 , 然而 5 
点 掀 物 线 将 是 一 个 更 好 的 近似 ,特别 是 在 中 心 点 附近 .在 抛物 线 

户 二 anT+Tattl 二 aat 
工 并 且 接 照 计划 ,我 们 计算 六 ( 在 # 0 处 的 倘 , 它 就 是 si- 要 把 它 转化 为 对 < 的 导数 仅 涉及 除 以 
厂 的 除法 , 二 是 重 现在 古 21.12 中 所 获得 的 et 并 取 产 (z) 为 y(z) 的 一 个 近似 值 ， 我 们 便 得 到 所 要 
求 的 公式 . 
应 用 上 面 的 公式 由 表 21.1 中 所 给 的 % 值 来 估计 y (7z)， 
解 4 在 xr:=3 处 我 们 得 到 





(一 十 C- 2.08 -137+2.00+4.52] = 0.307 


而 在 zs=4 处 





(4 条 (- 2 .74 -1.70+2.26+4,84) = 0,.266， 


项 行 所 列 的 其 他 成 员 是 以 同样 的 方式 得 到 的 .第 二 行 用 早 些 从 Srrling 3 点 配 普 多 项 式 得 到 的 近似 


公式 




















人 (xc 一 贞 汪 -二 Ri 和 + 
进行 计算 .注意 现在 这 个 公式 的 优越 性 . 早 些 时 发 现 救 据 中 的 误差 被 近似 微分 公式 癌 大 到 可 观 的 程 
度 . 道 过 减少 此 种 数据 误差 的 预 平 滑 能 带 来 更 好 的 结果 




















由 最 小 二 溢 所 得 y 0.3] 0.27 0.24 站 ,21 .| 站 .17 
由 配 轩 所 得 y (ce 0.31 站 ,a9 0.20 ,23 尾 ，| 表 0.14 

加 | 
准 芒 的 y fr) 人 .29 人 .25 各 .22 六 .20 人 .这 .18 


234.20 题 21.18 公式 不 轴 于 数据 表 的 两 端 ,在 每 - 端 用 -个 4 点 抛物 线 公 式 来 得 到 公式 


， 1 

旦 (0) se 有 人 2130 十 13yn 十 17y2 加 935)， 

， 1 

yzD 和 基 订 让 1110 上 + 33 + 722 上 33 

， 了 

《CeN-1) 2084113w -33yN-1 一 3 233 


， 1 
(CTN) ss 20 矶 (21 -13ww_-1- 17yNw-a 二 99N-3)， 


解 本 用 4 点 而 永 用 5 点 ,其 想法 是 第 5 点 可 能 会 离 材 求 导 数 的 位 置 re 或 rw 相当 还 .依据 只 
的 大 小 和 数据 的 光滑 程度 , 或 许 还 有 其 他 的 困 束 , 人 们 可 能 使 用 基于 5 点 或 更 多 点 的 公式 .现在 对 
4 点 抛 匠 线 公式 我 们 令 := (7 - xi) 于 是 头 4 个 点 有 自 变量 为 =“ 1, 和 12. 法 方程 变 成 


460 十 3281T6a2 二 和 十 3 十 3 二 3 





248 十 01+8uz 一 一 30 十 Ya 十 233， 
660 1 8a1 十 18na3 = 0 十 3 十 493， 

而 且 可 以 解 成 

20an = 3 十 1134 + 932 一 和 3， 2041 = 一 1130 十 33 十 ?yz 十 3， 
46z 二 一 3 一 3 十 33、 
用 这 些 以 及 Troy= at-2az7R yz = ad， 
恒 得 所 要 求 的 结果 ,在 数据 表 的 另 一 端 其 网 节 几 平 是 相同 的 . 
21.21 应 用 上 题 中 的 公式 于 表 21.1 中 的 数据 . 


解 ” 其 我 们 得 到 
y(D = 击 [- 2101.04) + 13(1.37) + 1711.70) - 9(2.00)] “0.35， 


y (2) = 十 [- 1101.04) + 301.37) + 7(1.70) + 2.00] 汪 0.33， 


类 伏地 有 六 (9)xs0.16 及 (10)ss0.19. 准 确 值 为 0.50,0.35.0.17, 用 0.16、 在 两 庙 处 所 得 到 的 不 
太 好 的 结果 是 数值 微分 难点 的 进 - - 步 的 例证 . Newten 的 原始 公式 





3 了 0 se 上 3 一 2 yn 十 1 Au0 一 1 An 十 …， 
由 这 个 数据 产生 的 值 为 0.32, 它 比 我 们 的 0.35 关 , 在 另外 -一端 相 永 的 万 差 会 式 得 出 的 0. 25 比 我 们 
物 0.19 更 差 得 宗 . 
21.22 使 用 表 21.t 中 的 数据 ,第 二 次 应 用 求 近似 导数 的 公式 来 估计 Y(z)， 


解 5 我 们 已 络 得 到 一 阶 导数 的 估计 值 , 烛 略 地 有 二 们 精度 .它们 的 值 如 下 ， 


阴 ] 1 了 了 4 5 得 六 攻 引 10 


了 工 》 自 . 35 遇 . 33 吕 .31 口 ,2 了 7 属 . 24 由 虽 .] 息 .17 心 .1 口 , 19 


现在 应 用 相同 的 会 式 于 2 ffTr) 值 将 产 牛 sw 的 佑 让 .例如 ,在 .=5 处 


yt 而 [- 300.30 + (0.27) 4 (0.20)，200.48)] 














二 一 避 ,33， 
(误差 } 再 次 大 到 为 准确 值 - 0.022 的 半 . 有 从 我 们 的 公式 所 得 的 全 部 结果 与 准确 值 如 下 : 


第 2. 十 “ 章 有 最少 “ 乘 多 项 式 示 近 





21 ,23 

















3 计算 值 ) 0.0I1 0D.021 0.n28 0.033 





D033 疙 .Do6 站 09 0.004 0.012 ~-. 拉 








-xy( 蕉 确 值 ) 02S0 人 088 用 .948 0.031 0.022 0.017 0.013 和 011 全.-(09 0.008 


靠近 中 央 部 分 我 们 有 偶尔 的 一 线 希 望 然而 在 端点 处 宏 难 是 显 见 的 . 
对 于 ?7 点 的 最 小 二 乘 抛 物 线 导 出 平滑 公式 


己 之 


3 欠 一 7 人 和 一 区 他 兴 ， 
【推导 过 程 要 作为 一 个 补充 题 ,) 应 用 该 公式 于 表 21.1 的 数据 , 它 是 否 提供 比 5 点 平 
请 公式 更 好 的 值 ? 
和 解放 在 表 21.t 中 可 以 加 上 6 阶 差分 的 “ 行 : 
40 -15 202 -242 





于 是 公 式 产 生 
3， 了 二 
2( 生 2.00 - 广 (- 0.05) - 站 (0.40) = 1 名 ， 


了 2 辣 
3{f9) xs 2220 一 了 7 了 (0.28) 3 1.15) Re 2.25， 


以 下 类似 吉 有 (6)ss2.46, (7)s2.65. 这 些 结果 比 5 点 公式 的 略 有 政 进 , 稍微 差 .一 些 的 ?54) 除 
外 ， 


正 交 多 项 式 , 离散 情况 


21.24 


21 .25 


21 .20 


对 于 大 的 六 及 闸 法 方程 组 可 以 是 严重 病态 的 .为 了 明白 这 一 点 ,可 证 明 对 从 0 到 1 
间 等 距 的 =, 其 系数 矩阵 假如 在 每 一 项 中 删 去 一 个 N 因子 , 则 近似 地 为 




















1 工 工 是 _1 
2 3 广 十 圭 
工 工 荆 ，. [ 
2 3 了 二 下 十 了 
1 1 工 1 
M 二 1 7 二 2 他 十 访 2783 + 工 
这 征 阵 是 mm+1l 阶 Hilbert 插 阵 . 
解 。E 对 于 大 的 在 y(z)= 玉 之 下 在 
与 1 之 闻 的 区 域 面 积 近 仆 好 为 N 个 矩形 之 和 ， 
( 见 图 21.2) 由 于 精确 的 面积 由 一 个 积分 给 出 ， 
所 以 我 们 有 
六 1 1 
广 半 一 | ed 一 + + 
因此 msNAE + T) ,而 删 去 N 后 我 们 立 得 0 机 
Hilhert 圣 阵 , 稍 后 将 证 明和 祸 征 阵 对 于 太 的 MY 特 
别 麻 烦 . 图 21.2 


怎样 才能 避 开 Hilpert 第 阵 ? 

解 上 上 -是 中 说 明 以 1,x,…, rn 为 基底 以 及 变量 等 熙 分 布 所 产生 的 法 方程 包含 一 个 烦人 的 
近似 Hilbert 此 阵 . 从 计算 角度 来 着 更 为 有 效 的 是 殷 到 一 个 正 交 基 使 得 相应 的 法 方程 变 成 平凡 的 ， 
在 下 题 中 和 将 构 凑 - -个 方便 的 正 交 革 . 有 起 的 是 注意 到 在 推导 这 个 基 时 我 们 将 直接 处 理 Hilbert 省 阵 
本 身 , 而 未 是 它 的 近似 , 并且 出 现 的 方程 组 将 被 精确 地 解 出 ,因而 避 开 了 计算 病态 方程 这 个 陷 坑 ， 
[同时 参看 第 二 十 六 章 ,) 

构造 一 组 次 数 为 阅 =0,1,2,… 的 多 项 式 使 得 


"213 ， 


:214 、 


数 息 分 折 





PsOP Nt)》 = 0， 妆 织 关 玫 ， 
这 类 多 项 式 称 作 在 自 变量 t 的 集合 上 正 交 的 . 
解 8 令 这 个 多 项 式 是 
PN = T+ciiyeat + 十 ea 


其 hh xz) 是 阶乘 10 1 (ti+1 .我们 首先 使 多 项 式 对 于 S=01…, 站 -1 正 记 于 (t+ , 它 
意味 着 我 们 要 求 


人 
SC + Powv(t)y = 0 


内 于 人 二 5 站 W 站 二 (二 + 二 二 和 二 ca 人 二 人 


对 变量: 求 和 并 用 题 4.10 就 得 到 
(TDP 人 CD) 
= 让 
NdyDErD (Nt ONLY 











s 十 工 + 1 3 十 衬 (mm 3 十 了 9 十 了 
它 应 该 为 弯 . 将 CN +s+1)2 0 因 于 移 开 ,这 个 和 就 变 成 了 
1 ， Jecl (ea 本 JVCe _ 
SSTT 3+2 5 十 3 +m~ 1 
并 令 Ne =, 方程 简化 为 
下 巡 上 们 2 加 
TY + 二 3 站 


当 5=0,1.…, 关 -1.Hiibert 先 阵 再 -次 出 现在 这 个 方程 组 中 ， 但 是 精确 地 解 这 个 方程 组 还 将 带 给 
我 们 -个 有 趣 的 算法 .假如 最 后 的 和 被 合并 成 单个 商 式 , 则 它 具 有 形式 QtsJ7(s+ 和 yt, 其 
中 虽 (s) 为 一 个 次 数 最 多 为 m 的 多 项 式 . 由 于 @(s) 必 须 在 mm 个 自 变 量 * 二 小 1， mm -1 处 为 零 ， 
大 我 们 必定 有 Qts) = Cst ,其 中 心 与 无关. 为 了 决定 5 我们 以 (~ 1 ) 杂 这 个 和 以 及 你 价 的 商 
式 ,我 们 有 


总 ， CC) 
0 


除了 分 母 的 零点 外 它 对 所 有 的 5 均 成 立 , 令 5= -二 我 们 发 现 C= 了 m! 7[( -1C-2)(- 六 让 = 
{- 1T). 在 我 们 有 





_ 刀 ! 
1 + 3 十 卫 





1 el ， . am 1) 
1T+ 
现在 用 产生 的 措施 来 产生 ae. 乘 以 (+ 由 +1T) 介 急 后 令 = 一 对于， 玫 得 到 
(TD Da = (1 《二 im 
一 《十 间 人 一 1 | 更 十 上 
接着 对 。 求解 = (一 DT (Di j” 上 
回忆 起 a, = cND, 所 要 求 的 多 项 式 可 以 写成 
本 
Pa = 站 ; | 
我 们 已 经 证 明 的 是 每 一 个 P。wft 正 交 于 天 数 
1 rr+1 (+T2)0r+1) 本 
但 是 在 题 4.18 中 ,我 们 已 看 到 笑 1 研 ，t 1 可 以 表示 为 这 些 函数 的 组 合 ,所 以 PN 也 与 


条 个 这 们 的 基 正 交 最 后 .四 于 (是 这 此 天 的 组 全 ,我 们 得 到 PP。wft) 与 Pux(t 它 们 自身 也 
是 正 交 的 .这 些 才 项 式 的 前 五 个 为 








Po w =1， 
际 
PN =1 一 AN， 
也 1 生生 人 = 
2 NGN 一 1 
P 了 300 -1 208( 一 10 一 2 
3 NT NIN-T NON- DON -2 





第 二 十 一 章 ”最 小 二 条 才 项 式 阁 近 


“2l5 








P,v -1- 20L 90 一 140 -1 人 -2 
册 全 NIN- NON-TDON -32) 


| 上 
MTV-TLIN 一 2IN 一 3) 


21,2 决定 系数 ar 使 得 
户 (了 了 ) = aoPoNft) TaPN[t) 十 +QmPo Nt) 
[ 取 *=(z 一 zolz] 成 为 对 数据 (zwm)i=01…,N 的 ma 次 最 小 二 乘 过 项 式 ， 
解 k 本 我 们 要 将 


所 


S>= 了 [wm -aoPon(e) 一 … 一 anPaN(t)] 
梓 小 化 . 令 对 十 ou 的 导数 为 零 ,我 人 有 
息 =-22[y -enPox(D -enPos(O]PnCO 0 


当下 = 加 1 …，, 闸 :但 是 由 于 正 变性 故此 处 的 大 多 数 项 为 零 , 只 有 二 项 起 作用 ， 





> Is PR TELEe NE 三 则 ， 
就 此 解 出 er, 我们 得 到 


站 
辫 > NT) 


0 
这 是 正 交 函 教 的 一 个 优点 ,系数 me 不 是 划 〉 在 -- -起 的 ， 每 一 个 都 出 现存 单个 的 法 方程 中 .将 as 代入 
请 (z), 我 们 便 得 最 小 二 乘 多 项 式 . 
直接 由 是 21,7 及 21.8 的 一 般 香 论 订 以 得 到 同样 的 结果 .标识 符 下 ,S, yw fooe) ,及 1a| 完 
全 如 前 ,现在 我 们 取 中 = 忆 wfi) 故 正 变 投影 仍 为 疡 = aoxo+ ai 第 站 个 法 方程 为 ( 几 ，o) 
ai=(yvah) 并 导出 我 们 已 经 获得 的 es 的 表达 式 . 我 们 的 一 般 理 论 , 现在 也 保证 我 们 真正 地 将 S$ 极 
小 化 了 ,并且 8 是 改作 一 个 用 一 阶 导 加 的 论证 也 以 确立 这 吉 | 介 二 本 


NM 
21.28 ”证明 S 的 航 小 值 取 > - wa 这 样 的 形式 ,其 中 古 | = > PN 人 Et) . 





证 gz 将 和 晨 开 便 得 
ae NT 


十 > > epsPi (DR NT 
0 


光 
忆 ， 


右边 的 第 二 项 等 于 _ 2 YYau(Wu) = -2 Wiai. 最 未 一 项 由 于 开交 性 除了 = 上 外 均 消 失 , 在 这 
出 “用 点 一 让 
种 情况 下 它 就 成 为 》\ Wua3 . 将 个 别 的 项 全 代 回 ， 


与 mn 二 了 一 > Wet 
T= 遇 上 = 目 
注意 当 允 近 多 项 式 的 次 数 m 增加 时 慨 小 值 S 会 发 生 什 么 情况 .由 于 S 为 非 负 的 , Sn 中 的 第 一 项 
明显 地 大 于 第 二 项 ,人 世 是 第 二 项 随 za 而 增加 , 误差 稳定 地 减少 . 当 m = 时 由 我 们 早 些 时 的 工作 斐 


悉 ,存在 着 . .个 配置 多 项 式 ,在 每 个 变量 := 0,1,…,N 处 等 于 y ,这 就 将 S 减少 到 等 ， 
21.29 ”应 用 正 交 函 数 算法 对 王 面 的 数据 寻找 一 个 3 次 的 最 小 二 乘 多 项 式 ， 














2186， 











解 8 系数 a 直接 由 上 题 的 公式 进行 计算 .用 手 和 的话 , Wx 及 Pi Nt 都 有 表 而 且 诬 该 加 以 利 
用 .虽然 我 们 有 "上 内 部 信息 "二 次 多 项 式 就 可 以 了 . 但 是 稍微 走 远 - 些 是 有 教 益 的 . -直到 请 =S 我 
们 得 到 

an = 2.2276,ai = - 1,1099,as = 0.1133,aa = 0.0119， 

二 0.0283,ay = -…0.0038; 并 以 了 = 

pe) = 2.2276 - 1.1099Pi an + 0.1133Pa an + 0.0119Pa.ao 

+ 0.0283P， 20 -0.0038P5.2n. 

由 正 交 函 数 展开 的 性 质 通 过 对 结果 的 截断 我 们 可 得 到 不 同 次 数 的 最 小 -- 乘 通 近 .此 种 从 “次 到 五 
次 煞 项 式 的 值 与 六 始 数 据 一 起 均 给 在 上 下面 的 玫 21.2 中 ,最 后 -- 列 列 出 yz) 【《 工 + 50)37105 的 值 ， 
所 用 的 数据 悬 由 这 些 值 再 加 上 一 个 大 小 直到 0.10 的 随机 误差 而 得到 的 .我 们 的 目的 是 通过 最 小 二 
猴 平 消 尽 我 们 所 能 消除 尽 可 能 多 的 误差 后 ,重新 回 到 这 个 三 次 式 .没有 上 先 验 知 识 说 明 一 个 :次 多 项 
武 是 我 们 的 所 求 , 在 选择 我 们 盘 近 式 时 存在 着 某 些 困难 .幸运 的 是 线性 训 近 后 而 的 那些 结果 并 没有 
扎 大 的 不 一 臻 .对 标准 莹 的 计算 表明 ,在 当前 情况 下 二 次 痪 近 比 三 次 通 近 要 好 ， 











1 2 3 4 5 头 始 数据 


1. 06 





站 .人 1 各 .0156 轿 .023 .人 23 由 .069 








防 2323.2 

工 给 定 的 1 2 3 生 5 役 下 的 

数据 缚 果 
1 1.22 1.12 1.231 1.243 1.27 1.27 1.250 
1 1.41 1.23 1.308 1t.313 1.31 1.31 1,327 
2 1.38 1.34 1.389 1.388 1.37 工 .38 1 .406 
3 1 .42 1.45 1.473 1.469 1.45 1.45 1.489 
4 1.48 1.56 1.561 1.554 1 .54 1.54 1.575 
S 1 ,38 1.67 1.652 1.645 1.63 1.63 1.663 
6 1.84 1.78 1.737 1.340 1 .94 1.73 1.756 
9? 4 .79 1.89 1 845 1.839 1 .中 1 .84 1.852 
有 2.03 2.01 1.943 1. 电 3 1.%5 1.95 1.951 
9 2.04 2.12 2.053 2.01 2.07 2.07 2.054 
10 2.17 2.23 2.162 2.162 2.1 2.18 2.160 
11 2.36 2.34 2.275 2.277 2.29 2.29 2.270 
12 2.30 2.45 2.391 2.395 2.31 2.4j 2.383 
13 2.57 2.56 2.511 2.517 2.52 2.52 2.500 
14 2.52 2.67 2.635 2.642 2 ,64 2 ,64 2.4621] 
15 2.85 2.78 2 .762 2.769 2.76 .35 2.746 
区 6 2.93 2.89 2.892 2.899 2.88 2.88 2.875 
17 3.03 3. 史 3.027 3.034 3.01 3.01 3.008 
18 3.07 3.12 3.164 3.165 3.15 3.15 3.144 
19 3.31 3.23 3.306 3.301 3.30 3.30 3.285 
20 3.48 3.34 3.451 3 .439 3.47 3.47 3.430 
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连续 数据 ,最 小 二 乘 多 项 式 


2 .3 


21 ,31 


21 ,32 


决定 系数 s,, 使 得 


1 
了 工 - | yz) 一 40P0(r) EDP1z) 一 anP(z)]?dz 
为 极 小 , Prz) 为 点 次 Legendre 和 多项式， 
解 E8 文 儿 杰 极 小 化 的 不 是 一 个 平方 和 醒 是 “个 积分 ,而 甩 数 据 也 不 再 是 离散 的 yw 值 而 是 - 
个 连续 变 基 zx 的 哺 数 fx) .使 用 lcgendre 密 项 起 是 十 分 方便 的 . 正 像 在 前 节 中 一 样 它 将 把 用 来 快 
定 “, 的 法 方程 简化 为 :个 十 分 简单 的 方程 组 .同时 ,由 于 任何 多项式 均 可 表示 为 Legendre 多 项 式 
的 绢 合 , 所 拟 实际 上 我 们 是 对 连续 数据 解 最 小 二 猴 才 项 式 问题 . 邻 通 常 的 导数 为 零 ,我们 得 到 


1 
交 = 一 ?50z) - angPtz) 一 -crPatcijPetzjdz = 0， 


全 
当 上 由 =0, ma, 任 异 这 些 多 项 式 前 正 交 性 , 这 些 方 种 立刻 简化 成 





1 
上 | btz)- aaPdz)]Ptz)ar = 0 
每 个 方程 具 包含 一 个 ver 故 


1 
| yz)Pa(z)dz _ 2 


2 





本 一 


人 yz)Ptr)az. 
| PS 了 )d 1 

此 处 再 一 次 下 实 用 下 面 这 些 标识 符 我 们 的 问题 是 题 21,7 和 是 21.8 的 特殊 情况 

互 :在 -1sSst 上 的 实 值 函 数 的 空间 . 

5: 放 次 或 低 于 可 次 的 多 项 陈 . 

3 数据 函数 y( 了 )， 

(on ma) :标量 积 | vi(z)za(z)dz ， 

1 :在 寺 [ve - (z)]zdz， 

JJ 一 1 

疡 :eaPo[ Te 

人 
因而 这 些 题 保证 了 我 们 的 解 p(z) 为 疏 - 一 的 ,并 旦 的确 使 积分 工 航 小 化 . 
找 出 在 区 间 (0, 1 上 以 一 条 直线 对 y(= 刀 的 最 小 二 滋 衣 近 . 
解 和 生 这 里 我 们 以 一 段 直线 去 通 近 - 段 锰 物 线 弧 .首先 令 := (+1)72 来 使 得 自 变 量 x 的 区 间 
为 (- 1.1). 客 使 得 v=1z+1)274, 由 于 Pi(r)=1 太 Pifz)= 了 ,系数 an 及 al 为 


1 并 了 3P 工 革 
De 


而 最 小 一 滋 直 线 是 y ~- 二 Ptz)+ 二 Pi(z) - 于 + 去 z = 4 看. 

沥 物 线 误 及 言 线 均 家 示 在 图 21.3 中 .在 直线 上 与 在 抛物 线 上 ， 值 的 差 为 :+ 三, 而 它 的 机 
值 在 ; = 0, 二 及 1 处 其 量 为 6，- 1/12 及 t/6. 因 此 以 直线 代替 拢 物 线 时 所 产生 的 湛 益 在 端点 处 比 
在 区 间 的 中 央 要 和 精 大 些 . 这 误差 可 以 表 永 万 
二 x+ U- 二 Po(z]- 村 Pitz) = 让 Pa(z). 





转 





而 Pi(z) 的 形状 更 进步 证 实 误 差 的 性 态 . 
找 出 在 区 间 (0, zy) 上 以 一 个 抛物 线 对 y = sint 的 最 小 二 乘 通 近 
解 5 今 5-rfrill/2 来 得 到 对 变量 rz 的 区 间 ! -1,1). 于 是 v= sin[Lxf 了 二 + LUz2]. 系 数 为 
1 
G0 二 于 | sa[ ze 二 jd 三 三， 


之] 时 “ 





21.33 


21 .34 


恒 
全 
到 an 邓 z 二 | 二 Ge Ddz - 01 好 | 


开 





汗 











而 抛物 线 为 





+ [二 sz 0 


2 
+ 昌 | 1- -号 |[ 和 |， 到) 二 
为 


手 物 线 太 正弦 曲线 如 图 21.4 所 丰 , 梢 梢 有 点 失真 为 了 更 好 也 强调 盘 近 是 在 其 上 与 在 其 下 的 柠 征 . 





上 





图 21.3 疼 21.4 


什么 是 " 移 位 的 Legendre 禾 项 式 ”“ 
解 “是 这 些 结果 来 自 于 一 个 变量 的 变换 , 它 将 区 间 ( -- 1 1) 转移 入 (0,1). 令 上 = (1-x)72 来 实现 
这 一 变 搞 .熟悉 的 以 z 为 自 恋 量 的 Legendre 过 项 式 于 是 就 变 成 了 以 : 为 月 变量 的 ， 




















呈 o = | P, = 二 (3z2 -1) = 工 -6 +6r?， 
2 


P| =-z=-1-2，P;= 六 (5 .3r) = 工 -128+3002 -2083， 


等 等 .这些 多 项 式 是 在 (0,1) 上 正 变 的 ,因而 我 们 可 以 用 它们 作为 我 们 连续 烙 据 的 最 小 二 乘 分 析 的 
基底 以 圭 代 标准 的 Legendie 多 项 式 . 以 这 个 变量 变换 ,包含 在 我 们 公式 中 关于 系数 的 积分 就 变 成 了 


1 1 
| Po]d - 元 二， ou 《28 1 >(DPeCOd 


变量 变换 := (z + 1)72 也 可 以 使 用 , 改变 每 个 椅 次 多项式 的 符号 , 然而 所 采取 的 措施 与 题 21.26 中 
对 离散 情况 的 正 交 多 项 式 所 进行 的 推导 非常 相似， 

很 设 一 次 实验 产生 的 曲线 如 图 21.5 所 示 . 已 知 或 是 猜想 该 曲线 应 为 一 根 直线 .证 明 最 
小 二 乘 方 直线 近似 地 由 y=0.21t+0,11 给 出 , 在 图 中 以 卢 线 表示 . 




















图 21,5 


第 一 十 - 章 最 小 - 乘 多 项 式 寺 近 








证 二 不 去 将 区 间 还 原 到 ! - 1,1) ,我们 直接 用 变量 * 与 平移 的 Legendre 多 项 式 进 行 工作 . 所 需 
的 尊 个 系数 为 


1 ] 
au = | 30Ddb， | = 引 DG 25)di， 
由 于 多 不 能 用 解析 的 形式 ,这 些 积分 必须 以 近似 方法 加 以 估 值 .从 图 中 我 们 可 以 估计 y 值 如 下 : 














用 Simpson 法 则 现在 得 到 soss0.214 及 sse -0,105. 结 果 所 获 走 线 为 

-002340105 人 1 一 28) = 0,215+0.11 
它 出 现在 图 ?1.5 中. 解 这 个 问题 的 另 一 方法 可 以 包 售 把 关于 离散 数值 的 方法 应 用 于 从 图 中 读 出 的 
> 值 . 


狼 


连续 数据 , 一 种 推广 的 方法 


21 ,35 


21.36 


3231 .37 


以 一 组 在 区 闻 (a,8) 上 的 具有 非 负数 函数 wkz) 的 正 交 多 项 式 来 推导 最 小 二 乘 多 项 
式 . 
解 上 玉 细节 与 早 些 时 的 那些 推导 过 程 十 分 相似 ， 
我 们 要 通过 选择 系数 w 来 极 小 化 
= [eco -al0@QIz) 一 … -an@Qntc)] dxr， 
其 中 冰 数 @@(z) 满 足 正 交 条 件 
人 GoDaceyetdmaz = 0， 当 ) 二 
对 涉及 导数 的 完全 一 样 的 讨论 不 存在 什么 障碍 ,我 们 可 立刻 求助 于 题 21.7 和 21.8, 以 标量 积 
(oh = | wkz)oi(z)watz)dr 
和 其 他 表 显 的 标识 符 又 可 获得 
人 epyCoaxtmaz 





妇 一 


Teaeitz)de 
具有 这 些 w 的 最 小 二 乘 多 项 式 为 
疡 (7) 二 ane@aoftz] 十 十 gmQa( 工 ) 

a, 不 依 坊 于 和 的 事实 有 和 何 重要 性 ? 

解 及 这 意味 着 通 近 多 项 式 的 次 数 不 需 要 在 计算 一 开始 时 就 选 定 , as 可 以 逐次 地 次 定 而 且 对 所 
需 藉 教 的 决定 可 以 建立 在 所 计算 出 的 w 的 大 小 上 ,在 非 正 交 性 的 推理 中 次 数 的 变化 通常 要 求 重 基 
计算 所 有 的 系数 
证 明 T 的 最 小 值 可 以 表示 为 形式 


和 m 
| atz)w(z)dz 一 > az 其 中 多 ， = | afr)QECr)dzr， 








证 村 将 积分 显 式 地 写 出 就 成 为 


虽 
了 = (zs(z)az 一 2| 友人) 工 ]qd 工 
卫 二 = 有 旦 


凡 下 
1 zamQ CDGendz， 


了 上 一 


右 全 的 第 二 项 等 于 - 2 es 人 ee) =- 2Y Wua2. 最 后 一 项 由 于 正 交 性 除 ) =& 外 者 等 于 零 , 当 / 


2218 





"220 " 


数 亿 分析 





= 天 时 它 变 或 >， 7 将 各 部 分 一 起 回 代 , 有 JTnn 一 eemyztrdz 阿 Wi ， 
有 = 站 a 大 


Fr 日 
21.38 证 明 Bessel 不 等 式 > We <| 丽人 3 )dz 
上 下 如 





证 版 假设 如 (rr)? 基 0 出 此 得 了 4 喜 Ressel 不 等 式 是 上 是 的 一 个 直接 结果 . 











21.39 证 明 级 数 > Wu 为 收 伍 的 ， 


证 暑 这 是 -十 正 硕 级 数 其 部 分 利 是 , 以 Ressel 不 等 式 中 的 积分 为 夺 界 的 ,这 保证 了 风化 .当然 ， 
这 -… 寺 是 假设 在 我 们 分 析 中 出 现 的 积分 是 存在 的 . 换 吉 之 ,我们 所 处 理 的 范 数 在 区 亲 {a,b)} 上 是 可 
积 的 . 

21.40 当 况 趋 了 无 穷 时 Jo 值 赵 于 零 是 真 的 吗 ? 
解 上 本 对 道 堂 所 用 的 正 交 示 数 帮 , 符 案 是 肯定 的 .这 个 过 程 被 称 作 平均 收 敏 , 而 这 个 正 交 函 数 集 
称 作 是 完备 的 .证 遇 的 邹 节 比 起 将 在 这 里 试图 作 的 要 更 加 广泛 . 


用 Chebyshey 多 项 式 的 通 近 
21.41 Chebyshev 雪 项 式 在 - 1 所 tr 宏 1 中 由 了。(Y) = cog( 如 arccos 工 ?所 定义 .直接 从 这 个 定 
义 找 出 这 类 网 项 式 的 头 几 项 . 





解 IE 当 和 -0 及 1 时 立 得 To(z)=1,Ti(zi= 令 各 =arreos r, 则 
TifrJ)=eos24 一 2coe8A -1=2zr2 一 1， 
Tifzrj= ros3 上 = 4cos4 -3eos 凡 =4x3…3r， 等 等 . 
21.42 证 明 递 推 公 式 Ti(r)=27Tu(z)y 一 了 以 ) 
证 上 若 一 和 关 系 式 eosfn +1) 和 +cosfna 1) 呈 =2cosacosna 直接 转化 成 Try)T+ 了 IC 
一 2 了 了) 
21.43 利用 递 推 公式 再 推出 Chebyshev 多 项 式 的 接 下 去 的 少数 几 个 成 员 ， 
解 姑 从 :=3 开 始 ， 
T4(zr =2z(4zr3-37])-(2z2 一 1 一 8zr 一 8x +， 
Ta(rJ=2xr(8r4+1)-(4r3-3r)=16r5-20.r3+5x， 
Titzl=-2zril6xzs -20z3+Sr]-(8z4-8r+1)=3276-48z4+18z2 一 1， 
Trij=24132z8 一 48z4+18x2 1)-(16r5 一 20zr3+Szr) 
= 64.47 一 1127 7 +S6r3 一 了， 等 等 . 
21.44 证 明正 记性 





门 


YY 一 立 


1 了 CT (Ca 必 ， ja 天 三 
| 二 dz = 3mrp2， 而 二 天 天 00， 
-1 

和 由 三 刀 二 有. 
证 草 棕 令 =eos 册 如 前 ,上 面 风 和 分光 雪 尖 记 时 盛 洗 


于 _ sinaf 克 十 四 本 sin 三 一) 和 天 
上 ees majtees H4)a4 [20 了 = 0， 

若 站 一 呈 = 由 应 得 结果 为 二 . 若 和 = 天 0 积分 为 
1 | sa esaa + 4 | = 于 


了 王 襄 加 








ka |> 


| onaz4 | 
241.45 以 Chebyshev 安 项 式 点 示 了 的 笑 . 
解 gg 我 们 得 到 


1 
1 =-T， = Th 习 = 二 (To+ TD)， = 才 人 GT + 7T3) 


第 -二 章 最 小 二 乘 多 项 式 通 近 





41 .46 


21 .和 47 


21 .4 


1 _ 
= 六 (3 +41T2+ 了 4)， 3 一 5600T + 5 了 ;+ 工 :)， 


折 


-FE ”二 354107n + 15T: + 5Ti + 了 Th， 7 一 十 (035T + 21T， + 7Ty + 二 
等 等 .很 明显 , 这 个 过 程 可 以 .- 直 持续 到 任何 短 . 
找 出 将 积 





”1 
| -天 0D(z) -coTi(z)-… -anTo(z)]?dz 


vV1L 一 
极 小 汪 的 最 小 二 乘 多 项 式 . 
解 ” 哮 ”和 攒 借 前 节 的 结果 系数 us 为 


| wz)s(z)Titz)dz 





在 上 


-| 22DeDu。 
| ， 


V 1T 一 


下 


人 tmDTiz)dz 
P1 
ao 除外 ,an = 二 | ， -人 dr， 最 小 二 乘 多 项 式 是 coTofz]) + … + anTa()， 


证 明 了 ,fxz ) 在 区 则 ( -1,1) 内 部 有 ”个 零点 而 没有 - -个 在 区 间 之 外 .什么 是 "等 波 辫 
(equalripple) "性 质 ? 


证 人 出 于 Tifz)= ceosnb, 取 了 = cosfg 及 一 trS1 我们 可 以 不 失 一 般 性 地 要 求 0 委 bsSm, 事 
宰 上 它 便 和 与 zx 之 间 的 关系 更 加 确 避 .显然 当 = (2i+ 1)r/2z 时 ,或 者 说 消 
Cez+lLr ;0 


| 二 Pog 2 | 


时 工 (z)》 为 零 .这 些 是 在 -1 与 1 工 之 间 的 个 不 同 的 点 ,因为 Titz) 只 有 = 个 车 点 ,所 以 在 区 间 外 
部 就 不 可 能 再 有 替 点 .由 于 在 区 间 ( - 1 二 中 就 等 于 余 划 函 数 , 故 在 那里 Ts(z) 在 幅度 上 不 会 超过 
1. 它 在 包括 端点 在 内 的 "+ 1 个 点 处 还 到 这 个 最 大 的 幅度 ， 


Ttz)=(1D 在 re = cos 证 处 ， -0.1 aa. 


在 极目 之 间 的 这 种 等 振幅 振 贰 被 称 作 等 波纹 任 . 这 个 性 质 在 图 21.6 中 可 以 Tz(z) Tatz) Tt7) 
及 了 (Cr) 为 例证 ， 



































图 21.6 


等 波纹 性 以 什么 方式 使 得 最 小 二 乘 吉 近 
(Te tnTofz) + 二 EnTakz) 

优 于 用 其 他 多 项 式 枢 不 是 用 Ti(z) 时 所 作 的 类 供 的 冰 近 ? 
解 上 5 作为 前 提 , 我 们 鼻 设 对 所 涉及 的 v(zr) 而 言 已 得 到 的 级 数 当 mm 趋向 无 限时 它 收 名 于 
xfzy 还 候 设 它 收 敏 得 足 人 驶 快 , 以 致 于 

3 -anTotr) 一 … -enmTn(zr) se QnrtJari) 
换言之 , 截断 该 级 数 所 道成 的 误差 基本 上 就 是 略 去 的 第 一 项 .由 了 于 Tifz) 有 等 波纹 性 , 我 们 遂 拓 
式 的 误差 站 穿 束 个 区 间 ( - 1, 1D) 时 是 在 ai 与 - aw+1 之 间 起 优 .该 误差 将 不 会 在 区 间 的 一 部 分 比 
起 在 另 -部 分 来 得 实质 性 地 大 . 误差 的 的 匀 性 可 以 看 作 是 在 积分 中 采用 了 不 愉快 的 权 困 子 记 7 


“2 数值 分 析 





V 1 一 袜 的 一 种 回报 . 
21.49 使 用 权 画 数 17v1- 关 在 整个 区 间 (0,1) 上 求 关 于 y(b= 刀 的 最 小 二 攻 直 线 ， 


解 上 变量 变换 1={z+1)/2 将 区 间 转 搞 到 变 草 x 的 区 间 { - 1,1) 并 且 使 得 y= 二 (22+27+1)， 
根 如 我 们 首先 注意 基本 结果 
五 疡 三 昌 ， 





了 人 了 j 必 ， 声 = 1， 
这 dc -= | (cos4a)ra4 = 
| -Ed ff， 让 =2， 





卫 ， 丰 = 了 3 


则 系数 co 就 变 成 了 (参看 申 31 .46)ao= 二 | 工 +0+ 1| = 羡 , 并 由 于 y(z)Ti(z) 等 于 玫 (z3+ 2z? 


+ xz), 我 们 便 有 al= 二 (0+ 2+0)= 二 .因此 ,最 小 二 乘 多 项 式 为 





关 To(z)+ 立 工 Tif{z) = 总 六 


二 一 果 而 有 前 间作 的 迁 径 得 到 这 个 结果 用 题 21.45 中 的 结果 ， 


~- 工 | 上. 
SUT) = 二 | 立 六 二 


十 


六 T 十 2 了 十 Tu 


3 1 
一 全 了 0 + 信人 十 


1 
有 全 了， 


如 

将 它 从 线性 项 后 截断 , 我们 立 得 刚 获得 的 结果 .此 
外 , 我 们 发 现在 这 种 二 次 冰 数 y(z) 的 情况 下 , 误 孝 
正好 是 等 波纹 函数 Ta(zrJ78. 这 当然 是 Chebyshev 
案 项 式 中 断 于 这 一 项 的 结果 .对 天 煞 数 函数 而 言 这 
个 误差 将 只 近似 地 是 第 一 个 被 省 略 的 项 , 因此 只 是 
近似 地 为 一 个 等 波纹 误差 .把 这 上 的 极端 退 关 


那些 在 题 21.3t 中 为 





[ 言 ， - 言 志 | 与 
| 工 ，- 二 ,二 | 的 相 比较 ,我 们 发 现 加 以 等 波纹 性 
图 21.7 眼前 的 这 个 吉 近 式 牺 牲 了 在 中 心 部 分 的 某 些 精 度 

而 改进 了 在 极 值 处 的 精度 . 一 条 线 邦 西 在 图 21.7 上 . 

21.50 求 以 Chebyshey 多 项 式 对 yz)=sinz 进行 三 次 通 近 、. 
解 “ 辐 为 了 得 到 最 小 二 乘 多 项 式 的 系数 所 必须 计算 的 带 有 权 函 数 4z)= 1 1- 妆 的 积分 在 
这 种 情况 下 太 复 杂 了 , 代 之 我 们 将 以 例子 说 明 多 项 式 城 缩 的 过 程 .从 

sinz se 了 一 下 区 直人 


开始 ,使 用 题 21.45, 我 们 和 将 xz 的 早 代 之 以 它们 的 用 Chebyshev 多 项 式 表 示 的 等 价 物 ， 





， 1 。- 1 
sin T se 了 - 2 (3 六 + 本 5) + 区 项 (0T 十 5ST3 + 了 T3) 


169 5 
=19271 误 T + FT 


芝 里 的 系数 不 完全 是 古 21.46 中 的 ,因为 来 自 详 统 级 数 中 的 更 高 次 知 会 对 Ti, T; 及 Ts 项 作 
出 进一步 的 贡献 .但 是 这 些 贡 献 相 对 地 小 ,特别 对 前 面 的 Th 项 . 例如 , xz: 项 对 Ti 次 的 改动 少 于 
1 有 ,而 7? 项 对 它 的 改动 少 于 0.01 双 .相反 xs 对 T; 次 的 收 动 约 为 6% ,尽管 xz 的 贡献 只 有 0.02 蝎 
的 额外 量 .这 就 提示 了 ,截断 我 们 的 展开 式 将 给 我 们 对 最 小 一 科 三 次 式 的 一 个 好 的 逼 近 . 据 此 对 我 
们 的 通 近 取 


sin ss 1 T1 一 一 -了 3 人.9974z 一介 . 1562r3. 


训 
估计 这 通 近 的 精 产 时 要 注意 我 们 曾 作 了 二 个 "截断 误差 ”第 一 个 是 在 sinz 的 者 级 数 中 只 取 3 项 而 
第 二 个 是 于 弈 了 T5 .两 者 都 影响 第 四 位 小 数 . 自然 , 也 可 以 用 更 大 的 精度 , 假如 我 们 寻求 次 数 更 高 
的 最 小 二 乘 多 项 式 , 然而 即使 是 我 们 已 有 的 这 个 逼近 就 有 可 与 我 们 以 它 开 始 的 5 次 Taylor 洛 项 式 
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“了 





相 比 美的 精度 .我 们 秽 在 的 3 次 多 项 式 的 误差 与 舍弃 x; 项 后 所 得 到 的 Tayior 三 次 多 项 式 的 误差 之 
比较 表示 在 财 21.8 上 .Tayler 三 次 多 项 式 在 靠近 和 零 处 较 好 , 但 是 (几乎 } 最 小 二 乘 多 项 式 的 几乎 等 误 
郑 性 质 是 明显 的 因而 度 与 Tstzr) 作 比较 ， 


误 壮 





图 21.8 
证 明 对 小 于 的 产 及 有 
1 0， 卫 天 天 ， 
Ttzi)To(zi) ==4NA2， 了 二 天 天 00， 
yy， 诅 二 六 王 


其 中 二 = cos4;,= cos[(21+1)r2N 01 一 | 
证 “上 ' 由 Chebhyshev 过 项 式 的 三 角 定 义 ,我 们 直接 得 到 














扣 -1 六 -1 
Tafz)Ta(e) = >cosmAicosnA， 
工 品 

2 := 
由 于 eai = 了 mm 于 | [Asinz[ -可 ] | 履 二 个 全 纺 和 可 以 被 纺 旺 .然而 ,更 为 简单 的 是 ,注意 
到 和 4, 为 和 与 x 之 间 等 间距 分 布 的 .除了 当 办 + 或 和 一 为 零 立 外 每 -个 和 坝 册 于 对 称 性 而 为 


[cost mm + 4 + cost mm 一 人 ) 册 ]. 





过 这 忆 经 证 明了 当 同 天 n 时 的 结果 , 若 由 = na 天 0, 第 二 项 和 的 贡献 为 > ,而 若 m = = 0 时 二 个 
和 总 起来 贡献 为 N_ 应 该 注意 到 在 求 和 号 下 的 Chebyshev 宅 项 式 与 求 积 号 下 的 … 样 是 正 交 的 .这 党 
党 是 一 种 实质 性 的 好 处 ,因为 对 于 复杂 函数 来 说 求 和 远 比 求 积 容易 得 多 , 特别 当 因 了 17 Te 
出 现在 积分 中 而 不 在 求 和 中 时 ， 














21.52 选择 什么 样 的 系数 ex 将 会 使 


> [oz 一 CTofri 一 anTafzi 有 
极 小 化 , 其 中 *; 为 上 题 中 的 自 变量 值 ? 
解 “ 上 以 适当 的 标识 符 , 直接 由 题 21.7 及 21.8 可 知 由 


加 > y(zJTe(eo) 
和 TOzD) 


所 岂 定 的 正 交 投影 p = csTo+ … + anT。 提供 最 小 值 .利用 题 21.51 系数 为 
如 0 一 记忆 (zy， 4 二 六 忆 >(z)Titzy， 开 一 1 
当 m=N-1l 时 我 们 有 关 了 NM 点 fxiyafz 力 的 配置 老 项 式 ,并 且 最 小 和 为 检 . 





* 译注 :原文 为 “1 -3 ， 


,224 ， 


数值 分 折 





了 .3 


21.54 


2 .5$ 





用 题 21.52 的 方法 找 出 在 区 间 (0, 1) 下 对 y= 刀 的 最 小 二 乘 直线 . 
解 上 我 们 已 经 找到 - 彤 极 小 化 题 3.46 中 积分 的 直线 .为 了 极 小 化 是 21.52 的 和 , 选 上 -fr+ 
1)72 如 前 .假设 我 们 只 用 二 个 点 , 开 是 Ne 2. 这 二 点 必定 是 ro= eosr/4 一 1 及 zi=eos3x/4- 一 
1A2 .于 是 ， 

un = [二 G +2v2) + 全 (3 -2.2] -3 之 


了 工 
之 
- 工 
el 各 


(3 + 2v2) 儿 睛 | + 二 (3- 2v.21 [- 万 | -去 ， 


而 直线 为 p(z)= 卫 To+ 二 Ti= 半 + 广 x 折 给 出 .这 是 与 以 前 同 祥 的 - 根 直 线 并 且 当 用 -个 更 大 


的 N 时 它 还 是 会 被 再 现 , 它 可 以 简单 地 解释 为 》 本 身 可 以 表示 成 y= auTo+ eliT+a2T2, 并 且 因为 
T, 对 积分 及 对 和 式 都 是 正 交 的 , 克 在 二 种 意义 下 最 小 二 乘 直线 也 都 可 以 由 截断 得 到 (参看 题 21.8 
的 最 后 - 妖 .) 

通过 航 小 化 题 21.52 的 和 拱 出 在 (- 1,1) 上 对 yY(zr)=xr” 的 最 小 二 滋 直 线 ， 

解 “ 鳞 在 这 个 问题 中 我 们 得到 的 直线 将 稍微 依 球 于 所 用 的 点 数 .首先 取 N = 2, 这 喜 味 着 像 以 前 
-- 样 我 们 用 xp= - ri1=1A2. 于 是 

an 一 方 (x+ zi=0 ii= 说 +zt=172. 
选择 N=3 我 们 得 到 zo=v3A2,zt=0 及 za= -372. 这 就 使 得 
] 


了 
= 二 (0 4 


取 N 点 的 一 般 情况 , 我 们 有 -= cosA, 并 由 王 A, 在 第 一 和 第 一 象限 中 的 对 称 忻 . 
-1 
如 0 一 六 半 cos4， = 几 ， 
还 有 


由 上 上 这些 A, 是 角 </2N,3r/2N (2N 一 Dr/2N, 其 省 角 为 w/N,3r/N,…,(2N - Dr/N 央 而 这 
些 倍 角 是 围绕 着 整 个 圆周 对 称 地 分 布 的 ,cos2 4, 的 和 国 此 为 零 . 除 N = 2 外 ,cos4A, 的 和 也 为 堆 , 所 
以 允 于 N 关 2* ,= 立 . 汉 N 趋 于 无 穷 时 ,我 们 因此 有 对 直线 P(z)= 3T/4- 3z/4 的 显 见 的 收 
伍 ， 

假如 我 们 采用 的 是 极 小 化 积分 的 处 理 办 法 , 则 我 们 可 竺 








1 光 3 了 站 4 3 
20 一 二 二 0， Q1 一 |， 亲人 ”了 

它 导出 的 是 同 - : 根 直线 ， 

眼前 的 这 个 凤 子 可 以 用 来 作为 题 21.352 算法 的 一 个 更 加 基本 的 说 明 , 但 是 只 要 注意 到 > 二 
= 了 Ti + Ti; 就 更 穿 易 得 到 和 理解 这 个 结果 ,并 旦 后 “次 求助 了 题 21.8 中 的 推论 通过 截断 玉 得 
到 3x/14 或 37/4, 蕊 断 过 程 当 NM= 时 不 成 立 , 因 为 从 这 时 开始 , To Tb Ta Ts 不 是 正 变 的 .{ 枯 看 
题 21,51.》 
通过 极 小 化 题 21.52 中 的 和 找 出 在 (一 1,1) 上 对 y= | x1 的 最 小 二 委 直 线 . 
解 ” 喇 当 N-2 时 我 们 立刻 得 到 so=1A32,ei-0. 取 -3 得 结果 wo- 1A3,al=0 也 是 极 容 易 
的 ,对 任意 的 M 


工 -1 0 开 ， 
习 0 一 辣 24 cos 各 ;| = 六 2eos4， 
其 中 了 对 奇数 N 为 {N -3)72, 对 偶数 六 为 LN_ 2/2 这 个 二 角 和 笋 可 以 用 缩短 法 或 其 他 方法 加 以 
计算 ,其 结果 为 


# 译注 :原文 为 后 = 2. 
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“ 2325， 





_ sinlrtT+l |] 


呈 生 





Nsinfr2M) 
对 所 有 的 N,al=0, 这 是 对 称 性 的 进一步 的 结 昌 . 当 N 赵 于 无 穷 时 有 结果 为 
litman = hitm 1 -= -< 
Jsinr72MN 开 “ 


当 点 用 得 越 来 越 沁 时 , 就 越 璨 向 极限 店 线 .转向 极 小 化 积分 的 处 理 办 法 ,我 们 当然 预期 这 问 一 囚 间 
线 .计算 的 结果 为 





1 | 芋 了 
好 必 一 | 克 
开 。 -1 ] 一 工 





2 .了 LT UL - 
Tv1-32 


因此 正如 我 他 所 望 .极限 直线 为 图 21,9 中 的 实 线 ， 


下 1 一 











图 21.9 


21.56 应 用 前 面 那 些 题 中 的 方法 于 图 21.5 中 实验 得 到 的 曲线 . 
解 8 同 对 十 这 伴 -- 种 具有 来 知 解析 特征 的 冰 数 , 我们 的 任何 -种 方法 必须 包含 在 某 些 点 处 的 离 
散 化 .我 们 为 了 使 用 Simpson 法 则 已 经 选择 了 函数 值 的 一 个 离散 集 人 台 , 因此 至 少 在 精神 上 保留 了 极 
小 化 - .个 积分 的 思想 .我 们 能 用 刘 变 量 的 同 等 距 集 合并 极 小 化 一 个 和 式 .然而 ,以 得 到 一 个 更 接 
近 等 波纹 误 佐 的 想法 ,现在 我 们 选择 自 变量 x, = cosa; = 26 -1. 用 前 面 用 过 的 11 个 点 , 自 变 基 z, = 
cosa,= eos[(2i+1)r/22] 与 相应 的 # 连同 ,从 曲线 上 该 出 的 w 信 如 下 : 








ri 虽 .99 站 .91 和 .了 鸡 上 - 5 和 口 .28 0.00 -0.238 -0.54 -0.353 一 0.91 一 0.99 











ao = 十 对 * 一 0.22， ai = 二 忆 xm0.H， 
悟 得 直线 p(zy=0.22+0.1le =0.22t4+0.11, 它 与 早先 的 结果 几乎 没有 什么 区 别 . 束 据 的 不 精确 


性 没有 造成 额外 的 失真 . 
补 充 题 


21.57 在 一 个 4 击 润 处 有 不 同 障碍 的 高 尔 去 球 被 记录 的 平均 得 分 如 下 : 











找 出 关于 这 个 数据 的 最 小 二 乘 直 线 ， 


22 





了 
31 
了 1 
2] 


321 . 
了 1 ， 


2 


1 


21， 


21 


31 


21 


31 


31 


21 


31 
21 


.个 
-5 
.0 
| 


让 | 


-有 7 


,0 和 


.1 


-了 


:了 1 


.了 72 
2] . 


73 


.7 二 
.75 


用 上 征 中 的 最 小 二 乘 直线 来 平 消 被 记录 的 数据 . 
估计 每 单位 障碍 平均 得 分 的 增长 率 . 
对 题 21.57 中 的 数据 找 出 最 小 二 雏 抛 物 线 . 它 是 赂 与 刚才 所 得 到 的 直线 有 显著 的 不 同 ? 
当 zr, 及 者 受到 大 玛 相 同文 小 的 误差 时 , 曾经 论证 过 , 要 极 小 化 韵 是 到 一 根 直 线 牌 直 距 离 的 平方 和 
而 不是 纵向 距离 的 平方 和 .证 明和 要 求 概 小 化 的 是 
S - 远大 (y - Mz, 、B)2， 
然后 找 出 法 方程 并 证 明 M 由 一 个 二 次 方程 所 央 和 证， 
应 用 上 题 的 方法 下 题 寻 .57 的 数据 .新 的 直线 是 否 与 在 那 感 中 所 得 到 的 直线 差 贡 很 人 ? 
以 题 21.1 的 方法 找 出 对 于 二 个 点 (zo, yo), (zu yi) 及 (za32) 的 最 小 二 急 直 线 , 三 个 数 y(z) - 
之 竺 号 的 真实 情况 是 秆 么 ? 
证 明 对 于 数据 











引进 ，=logP 并 计算 关于 数据 对 (rz,,y%) 的 最 小 二 乘 直 线 将 最 后 导出 己 -91.97 0 
对 数据 





找 出 一 个 型 如 正 = 4e 跨 的 函数 ， 
仿照 题 21. 人 2 及 21.13 的 过 程 证 明 刑 于 7 点 的 最 小 一 滋 抛 物 线 导 出 平滑 公 趟 


(rz 交 -站 (004 + 2809。 


应 用 上 而 的 公式 对 表 21.1 中 央 的 4 点 y 俏 进 行 平滑 .与 正确 的 方 根 值 进行 比较 ,并 指明 这 个 公式 所 
产生 的 结果 是 否 较 5 点 公式 的 为 好 . 
使 用 7 点 抛物 线 公 式 来 导电 近 人 微分 公式 

3 5 3 汰 证 2 人 1 二 1 二 238+2 十 33t+3) 
有 从 来 自 慌 21.1 的 y 情 , 应 用 上 面 公 式 对 zx-=4,5,6 耻 7 了 估计 y (zc). 这 些 结果 与 那些 由 5 点 拆 构 线 
所 得 到 的 由 比 情 况 如 何 ? 【参看 是 21.19) 
下 面 别 出 的 是 vf(zy=x2z 带 有 附加 从 -0.10 到 0.30 的 随机 误差 的 值 《 误 差 是 通过 从 一 副 去 掉 人 头 
牌 后 的 普通 牌 埃 中 抽出 而 得 的 ,时 花 代表 加 红 花 代表 减 . ) 玲 确 值 T 也 列 在 内 . 











应 用 题 21.13 与 21.15 的 平滑 公式 , 比较 原始 值 与 平滑 值 的 标准 差 ， 

应 用 题 21. 的 微分 公式 于 中 央 的 了 个 自 变 基 值 .同时 庶 用 由 Sitirling 多 项 式 所 租 的 公式 (参看 题 
21.19). 哪 一 个 产生 对 yy (z)=2z 的 更 好 盟 近 ” 注意 在 本 例 中 “真正 * 函 数 实 际 是 锰 物 线 , 所 以 除了 
引入 的 随机 误差 外 ,我 们 会 有 精 将 结果 .最 小 二 雏 物 线 是 否 已 欢 散 误 差 到 任何 程度 和 马 产 生 关 于 
真正 光 {z) 扰 信息? 

十 么 是 关于 题 21.70 的 数据 的 晶 小 二 溢 抛 物 线 ? 将 它 与 y(z)= 2 比较. 

刹 用 是 21,20 的 公式 来 估计 在 题 21.70 中 世 给 出 的 数据 表 端 点 附近 的 y 《>) ， 

入 你 计价 所 得 的 w(z) 值 来 估 让 《六 上 

下 面 列 出 的 是 sinz 带 有 附加 有 失 -0.10 到 0.10 的 随机 误差 的 值 . 找 出 最 小 二 蒋 抛 物 线 并 用 它 证 算 平 
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21 .706 


31.77 


21 .78 


31.79 


21 ,30 
21.81 
21 .82 


21 .83 


21 .84 


--ee。 扣 on 


请 人 , 同 时 各 用 题 ?21.13 的 方法 来 下 请 数据 , 该 方法 是 对 每 一 点 用 了 一 个 不 同 的 最 小 二 乘 抛 物 线 . 叫 
一 种 方法 更 好 ? 








一 个 简单 而 嗓 十 老 的 平滑 化 方法 , 它 依然 是 有 败 的 , 那 就 是 移动 平均 法 (mowng averages) .在 这 个 方法 
中 每 个 ” 值 均 被 它 和 它 附近 点 的 平均 值 所 代替 .例如 ,假如 在 两 侧 各 用 二 个 邻近 点 , 会 式 就 是 


产 二 半 (3a 和 1 十 秆 一 其 41 十 +2)， 
其 中 户 为 y 的 平 请 过 的 苇 代 值 .应 用 它 于 上 题 的 数据 .设计 一 圳 平滑 端点 值 的 方 污 , 对 这 种 值 来 说 有 


- 侧 缺 少 一 个 可 用 的 邻 点 值 . 
对 题 .75 的 数据 应用 移动 半 多 法 , 在 每 侧 只 用 一 个 邻 点 .关于 内 变量 的 会 式 将 是 


















































1 
万 二 了 (31 + 区 十 3 


设计 一 个 对 端点 值 进行 下 清 化 的 公式 . 
应 用 上 感 的 公式 对 下 面 yz) = zi 的 值 .得 到 的 户 值 被 列 出 . 








0 1 2 3 下 5 6 7 
上 
了 0 1 8 27 64 125 216 343 
户 3 12 33 72 135 228 














证 明 这 些 ， 值 属于 -个 不 同 的 二 次 函数 .应 用 移动 平均 公式 于 访 值 来 得 到 第 二 代 平 滑 依 . 假 定 在 二 
端 ， 值 的 供应 可 以 无 限制 地 扩张 .你 能 说 电 在 计算 代 又 一 代 平滑 值 时 会 发 生 什 么 情况 ? 
未 用 移动 平均 法 来 平滑 下 面 给 出 的 振 苏 数据 ， 























如 果 苞 止 境地 计 和 甸 一 代 又 - 代 平 滑 值 时 会 发 生 什 么 情况 ? 容易 发 现 过 多 的 滑 化 会 完全 改变 数据 
喜 的 特征 . 

利用 正 交 多 项 式 去 寻找 在 题 21.2 中 获得 的 同一 最 小 二 乘 直 线 . 

利用 赤 交 多 项 式 去 子 找 在 题 21,10 中 获得 的 同一 最 小 二 乘 搜 物 线 . 

利用 正 交 多 项 式 去 寻找 一 个 用 于 题 21.14 中 平方 根 数据 的 4 次 最 小 二 乘 多 项 式 .利用 这 单个 多 项 式 
去 平滑 数据 , 计算 被 光滑 值 的 标准 差 . 与 那些 在 题 21 .17 中 所 给 出 的 进行 比较 ， 

下 看 是 sr 划 有 附加 从 0.10 到 0.10 的 随机 误差 的 值 . 利 用 正 交 多 项 式 寻 找 最 小 一 乘 二 次 式 ,这 个 三 
次 式 有 多 精确 ? 
























































下 面 是 Bessel 函数 Jufz) 带 有 附加 从 - 0.10 到 0.10 的 随机 误 盖 的 数值 .利用 正 交 多 项 式 寻找 一 个 最 
小 二 乘 允 近 ,选择 你 认为 恰当 的 次 数 .然后 将 数据 平滑 与 同时 提供 的 准确 结果 进行 比较 . 
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人 |.994 0D.361 是 -225 一 站 .353 一 站 .400 0.170 0U.161 0.301 0.177 -0.94 -0.240 





准确 民 | 1.00 0.765 0,224 -0.260 -0397 0.178 10.131 0.300 0.132 一 0.090 一 0.246 





找 出 关于 y(z)= zz 在 区 间 ! -1 ,1 的 最 小 一 飞 直 线 . 

找 出 关于 wz]=x 在 区 间 ! - 1,1) 上 的 最 小 二 乘 直线 . 

找 出 甘于 y(xry= rs 在 区 间 ( -1， 1 上 的 最 小 二 琵 抛 物 线 ， 

Simpson 法 则 对 积分 进行 佑 算 ,近似 地 找 出 关于 图 21.10 中 机 数 的 最 小 二 丧 抛 物 线 , 这 根 曲线 应 该 
想象 成 是 - -个 实验 结果 ,理论 断定 它 应 当 是 一 个 抛物 线 . 























猎 21.10 


直接 进行 系数 积分 , 汪 明 关 于 arcstmne 的 Chebyshev 级 数 为 





arcsinr = < | Tt+ 工 , + 专 T， 二 坝 T | ， 
在 T; 后 如 以 截断 来 得 到 该 函 数 的 最 小 二 屁 一 次 式 .计算 这 个 三 次 式 的 实际 误差 并 与 赂 去 的 第 一 项 
(Ts 项) 进行 比较 .注意 该 误差 的 (几乎 ) 等 波纹 性 态 ， 
寻找 关于 y(z1- xz 在 区 间 ( -1,1) 上 带 权 通 数 w(z) = ! V1 于 的 最 小 二 飞 让 线 , 将 这 根 直 线 与 
在 葛 21.85 中 非得 的 那 根 进行 比较 . 那 一 根 且 有 等 波纹 性 ? 
寻 按 关于 (zj = Ta 在 区 间 ( - 1,D) 上 带 权 函数 m(z)= 17 Y1- 到 的 基 小 二 乘 抽 物 线 .将 它 与 在 是 
21.87 中 获得 的 抛物 线 进行 比较 . 
重新 将 ,(z)=e * 以 其 直至 r? 项 的 者 级 数 米 表 示 . 对 于 工 千 近 1 处 这 个 误差 在 第 5 个 小 数位 上 .将 
这 个 和 重新 安排 汶 Chebyshev 多 项 式 .应 该 取 多 少 项 才 不 会 严重 地 影响 第 四 位 小 数 ” 重新 安排 这 个 
被 截断 的 案 项 式 为 杯 准 形式 .( 这 是 多 项 式 缩短 的 另 一 例 . ) 
证 明 对 于 yfz) = To(z)= cos(narcroszy = cosmA 可 得 出 y (= (nsinnA ysit 加 后 证 明 (1 - 
T2y” -1 +mn2y= 由 这 是 Chebyshey 多 项 式 的 经 典 的 微分 方程 , 
证 明 SCz) = sinf marecosz) 也 满足 题 21 .93 的 微分 方程 ， 
令 UtrJ=Si(rJyvT- 垃 并 证 明 递 推 公式 Urlitr7 = 2 Do-itz， 
台 证 Unf(r) 0, Ui(z)= 1, 然 尼 应 用 递 排 公 趟 验证 Fatz) 一 2， Litzr])=d4zrz-1Latr)=8Sc 一 
4r,Ustrz)=16z4-i2r2+1l, Unfcr)-32>3 - 32z3+6ry bfrz-64r6 的 六 + 24r2 一 1， 
证 明 下 , (e+ Ta az) 二 QT 了 (zh 然后 令 六 一 得 到 
Tsfzy=-2T2tz 一 |， 
利用 题 21.97 的 结果 来 求 得 了 5 Ti6 及 工 2 
证 明 工 7 -2T，i+ IT-2 然后 推出 
Ti 一 2(20 TOCTan+Tan-s+ 信 十 了 十 1， 
T 二 2(027 人 Ta + 了 了 2-3 二 全 十 工 ， 























.100 证 明 Ti = 了 (27T3 -2T3，+2Tan-4+ 全 土 了 0)， 





道 过 重新 安排 成 Chebyshes 多 项 式 将 结果 In(1+ 了) 一 <: 六 - 了 人 碱 顷 ,然后 仅 
| 


保留 二 次 项 .证 明 最 后 结果 In(1+ js 二 + 是 z -二 妆 与 原始 通 近 的 4 次 部 分 只 有 人 至 相同 的 精 
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241.111 


度 . 


将 多 项 式 y(z)= 1+z+ 二 x+ 二 zs+ 二 扩 减 缩 ,首先 将 它 表 未 为 Chebyshev 多 质 式 的 一 个 组 


合 , 然后 在 两 项 后 加 以 截断 .将 这 个 结果 与 1+ .e+ 二 可 进行 比较 ,将 两 者 考虑 为 ez 的 过 近 , 哪 一 个 
是 较 好 的 台 近 ? 在 何 种 意 尽 环 ? 
证 明 变量 变换 * =2+ -1, 它 将 区 间 转 化 成 :的 (0, 卫 区 间 , 同 时 将 Chebyshevy 多 项 式 转 化 成 下 面 的 
形式 ， 

Tofz) = 1 TYIzy = 2 一 1， 妆 (xz)=8t-8t+1， 

T(z) = 3201 一 48 上 + 刘 : 一 1， 等 等 ， 
假如 区 和 间 (0, 1) 被 认为 是 更 为 方便 . 它 可 以 用 来 埋 代 经 典 多 项 式 . 还 可 证 明 递 推 会 臣 
开打 一 (4 一 27T (一 了 


证 明 | Tu(zjdz = Ti(z),|Ti(zldz = 村 Ta(z)， 以 及 当 a>1 时 


了 了 Ta | 
[ea = 于 王 ITL- 


证 果 在 题 21.53 中 取 N = 2 时 所 得 到 的 直 钱 对 慎 意 的 N 也 会 出 现 相 同 的 . 

利用 题 21.52 的 方法 来 得 到 在 { -1 IJ 上 取 N=3 时 对 ywfz)= 瑟 的- -条 最 小 二 乘 抛 物 线 .证 明 对 
伍 意 N 以 及 用 题 21 .91 的 机 小 化 积分 的 方法 所 得 结果 相同 . 

寻找 在 区 司 ( - 11) 上 并 且 对 任意 N,y(xr)= |z!, 的 最 小 二 乘 怨 物 线 , 同时 证 明 当 N 一 oo 时 该 抛 艾 
线 欧 于 极 小 积分 掀 物 线 . 

应 用 是 21.52 的 方法 于 图 21.10 的 实验 数据 ,用 这 结果 计算 >= -1(9.2)1 处 ?(z) 的 平滑 值 . 

通过 拟 合 一 个 最 小 二 乘 5 次 多 项 式 来 平滑 下 面 的 实验 数据 ， 














4 1 5 1 1 
3 0 0.127 0.216 0.286 0.344 0.387 0.415 0.437 0.451 0.460 0,.466 
|” ”一 -一 -一 一 一 


下 面 的 表 给 出 在 一 门 考试 中 成 绩 为 x 的 学 生 数 .用 这 些 结果 作为 一 个 标准 模式 .将 ， 数 用 下 面 的 
平滑 化 公式 

= 二 (- 3s0+ 1231+ 17y + 1293 -334) 
平滑 二 次 ,假设 对 没有 列 出 的 > 值 ?=0， 

















对 下 面 的 数据 找 出 最 小 二 乘 二 次 多 项 式 , 然后 获得 平滑 过 的 值 - 
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离散 数据 


通过 多 项 式 的 极 小 化 极 大 通 近 的 基本 思想 可 以 对 离散 数据 表 .r,, y 的 情况 加 以 说 明 , 其 
中 =. 令 站 7) 为 一 个 不 大 十 革 次 的 多 项 式 ,并 用 令 它 与 我 们 数据 点 之 回 的 篇 离 量 为 
上 = 六 (zi -人 , 令 互 为 这 些 “ 误 差 " 中 最 大 的 一 个 : 极 小 比 极 大 多 项 式 是 指 那个 特殊 的 ( xz)， 
对 它 而 言 五 为 极 小 . 极 小 化 极 天 肿 近 也 定 称 为 Chebyshev 通 近 .主要 的 结果 如 下 
1. 存在 性 与 惟一 性 ”对 任何 给 定 的 慎 , 极 小 化 极 大 客 项 式 的 存 华 惟一 性 可 以 用 下 面 描 
述 的 变换 方 疾 (exchange method)y 加 以 证 明 . 只 对 z=1 的 情 交 提供 细节 . 
2. 等 误差 性 质 是 一 个 极 小 化 极 大 多项式 的 标识 性 特征 . 记 该 多 项 式 为 PCzj, 以 受 最 大 误 
差 
= max 1 下 (zz)) 一 如 上， 
我 们 将 证 明 P(z) 为 和 公有 的 一 个 多项式 ,对 它 而 言 P(zri) -wyfzro) 以 交 蔡 的 符号 , 取 极 
值 鞋 五 至 少 z+2 次. 
3. 交接 方法 是 一 种 通过 它 的 等 误差 性 质 寻 找 P(x) 的 算法 ,选择 某 个 食 有 +2 个 变量 
x, 的 初始 子 集 , 对 这 些 数 据点 找 出 一 个 等 误差 多 项 式 . 若 这 个 多 项 式 在 整个 所 选择 的 
子 集 上 的 最 大 混 差 同时 是 它 的 全 程 极 大 值 互 , 那 它 就 是 P(z) .车 丰 然则 子 集中 的 某 
个 点 被 换 成 外 部 的 一 个 点 然后 重复 这 一 过 程 ,最 后 将 被 证 明 收 笋 于 P(z)， 


连续 数据 


对 于 连续 数据 , 习惯 上 几乎 都 是 从 回忆 一 个 到 典 的 被 称 作 友 eierstrass 定理 的 分 析 定 理 开 
始 , 它 陈 述 的 是 对 于 一 个 在 区 间 (a, 6) 上 的 连续 医 数 y(z) 存 在 着 一 个 多 项 式 记 (z) 使 得 
| 疡 (了 一 3 | 委 < 
在 {fa,B) 中 对 任意 的 正 数 e 成 立 .换言之 ,存在 着 一 个 多 项 式 . 它 以 任何 所 要 求 的 精度 一 致 各 
近 y(z) .我 们 用 Bernstein 多 项 式 来 证 明 这 个 定理 , 它 的 形式 为 


Bi(z) = 盖 puy| 一 |， 
炎 一 由 











其 中 zz) 是 一 个 给 定 的 函数 而 
户 u 二 1jrd 一 位) 
我 们 对 三 eierstrass 定理 的 证 明 包 括 证 明 limBs(zy=y(z) 当 瀣 于 无 穷 时 一 致 地 成 立 . 
Bernstein 多 项 式 的 收敛 速度 往往 是 令 人 失望 的 ,在 实践 中 精确 的 一 臻 逼近 还 常 是 由 极 小 化 圾 
天 方法 获得 . 
极 小 化 极 大 方法 的 基本 事实 或 多 或 少 与 离散 情况 的 那些 相 平 行 . 
1. 对 Y(z) 的 极 小 化 极 大 通 近 ,是 在 所 有 不 大 于 次 的 多 项 式 中 , 对 给 定 的 区 间 (a ,器 ) 极 
小 化 max| 疡 (zz) 一 区 )|. 
2. 它 存在 而 生 惟 一 . 
3. 它 具 有 等 误差 性 质 , 是 这 类 多 项 式 中 公有 的 , 对 它 而 言 (rz) 一 y(z) 在 (a, 约 中 的 于 + 
2 个 或 更 多 的 变量 处 取 符 号 交错 .大 小 为 焉 的 极 值 . 虹 此 极 小 化 极 大 多 项 式 可 以 用 它 
的 等 误 善 性 如 以 识别 .在 简单 的 鲍 子 中 它 可 以 完全 地 被 显示 出 来 , 当 Y(z)>0 时 极 小 
化 极 大 直线 为 其 一 例 . 这 里 
Pfr) = Wfz + 卫 ， 
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取 。 M= 芝 的 =， _2Ke)+y(za) (e+za)[y(C6) 一 (Ca 


了 之 2 一 总 }》 
而 x: 由 
人 下放 十 中 《 区 放 


3 


所 确定 ,三 个 极 值 点 为 ae,ry 及 卢 . 然 而 ,通常 精确 结果 不 是 轻易 能 达到 的 ,因而 必须 使 
用 交换 法 来 得 到 一 个 多 项 式 , 它 接近 于 等 误差 性 态 . 





.Chebyshev 多 项 式 级 数 , 当 它 被 裁 断 时 , 时 常 产生 具有 几乎 等 误差 性 态 的 适 近 .因此 此 


类 过 近 为 几乎 极 小 化 极 天 的 . 兰 它 作 本 身 不 是 完全 适合 的 , 则 它们 可 以 用 作 交 换 方 法 
的 初始 输入 ,因此 可 望 它 比 大 一 个 更 加 任意 的 出 发 要 收 敏 得 快 ， 





无 穷 范 数 


本 章 的 根本 主题 是 极 小 化 范 数 


1 y 一 志 || w， 


其 中 y 表示 给 定 的 数据 而 户 表示 遇 近 多 项 式 . 


题 解 


离散 数据 , 极 小 化 极 大 直线 


22.1 


证 明 对 于 具有 不 同 自 变 量 zx; 的 任何 三 点 (jz ) 确 存在 一 茶 直 线 它 对 所 有 三 个 点 的 
偏离 值 大 小 都 相同 而 符号 是 交错 的 .这 就 是 等 误差 直 线 或 是 Chebyshev 直线 ， 
证 恢 令 y(z)= Mz + 日 表示 一 条 任意 的 直线 并 令 甩 = y(zr)- 世 = 盖世 为 在 三 个 雪 据 点 处 
的 * 谨 差 ”. 一 个 易 行 的 计算 表明 , 因为 % = Wz,t 是, 故 对 任何 一 条 直线 都 有 
{z3a 一 zy- (ra 一 Troyaz+ftzrz 一 lo3 = 人. 
定义 有 =-4aB=za-lBa=r2 xz 上 面 的 方 径 变 成 
Bi31 一 启 3 十 站 3 
我 们 可 以 把 它 取 成 ri< ra< zs 所 以 三 个 外 均 为 正 数 .我 们 要 证 明 有 一 条 直线 ,对 它 而 言 
有 = 

使 三 个 误差 为 大 小 相同 但 是 符号 交错 .( 这 就 是 那 条 将 被 命名 为 "等 误差 "的 直线 . ) 贡 在, 苦 一 条 具有 
这 种 性 质 的 直线 确实 存在 , 那么 

JU 三节 二 才 ， 32 半 一 丰 33 一 了 3 十 看， 





将 它 代入 上 式 得 
BY 十 站 ) 一 让 (7 一 下 ) 十 830Y3 十 天 ) 一 必 ， 
就 疡 解 出 





_ 自 有 二 3 


“二 局 + 有 ps 


这 已 你 证 明了 最 多 只 有 有 -条 等 误差 直线 存在 , 对 于 刚才 计算 所 得 的 上 六 值 它 必 定 通过 二 个 点 :xi Yi 
+ (ray Ya -zayYs+ 丰 ) .虽然 在 正常 情况 于 人 们 要 求 一 条 直线 只 通过 二 个 指定 的 点 , 易 见 
在 眼前 的 这 种 特殊 情况 下 ,这 三 个 点 都 要 落 在 同 了 


1 者 


“条 直线 上 . PP: 和 PPi( 其 中 了 1 Pa>， 卫 3 为 
从 在 到 右 的 三 点 ) 的 疼 率 为 
和 一 中 有 Yi 一 了 + 2 
证 了 一 六 评 3 一 民 

利用 我 们 早 些 时 的 方程 易 证 它们 是 相等 的 .所 以 
精确 了 地 有 - 概 等 误 善 直线 ,或 者 Chebyshev 直线 . 
对 数据 点 (0,0),(1,0) 及 (2,1) 乒 出 等 误 
差 直线 、 图 22.1 








22.3 


22.4 


22.5 


数 僵 分析 


解 E 榨 首先 我 们 找 出 内 =2-1=1,8=-2-0=2. 人 -1-0=1, 然 后 计算 


交 《LO - (202+(l 1 
+ 立 二 人 








法 直线 通过 | 0, - 十] | 1 工 ] 及 | 2, 羡 |, 于 是 具有 方程 y(>) -二 > 
上 . 
证 明 对 这 三 个 点 (zx Y;) 而 言 等 误差 直线 也 是 极 小 化 极 大 直线 . 
证 “二 等 误 卷 直线 的 误 萎 为 A，- 六 有. 令 Ahay as 为 对 任何 其 他 直线 的 误差 .同时 令 下 为 
Lil. azl,14a| 三 者 中 的 最 大 者 . 状 后 利用 我 们 前 面 的 公式 

_ 名 十 请 了 3 BT 一 一 印 (oa 一 天 二 Ba 人 33 一 关 ) 








让 十 让 有 + 让 + 应 
其 中 , ,ya 此 时 是 归 洛 于 "任何 其 他 直线 ". 将 它 重新 整理 为 
同和 (Biyt 一 Baya+ 册 y3) 一 《BiAi 一 避 Aa + BR) 
让 + 记 + 记 ” 
第 - 项 为 零 我 们 得 到 等 误 莽 直线 的 上 与 另 一 条 直线 的 上 ,HAa, 上 3 之 间 的 关系 ， 
一 站 玫 ; 一 背 2 及 :十 站 3 
有 + 记 + 
出 于 诸 及 均 为 正 的 , 老 我 们 将 请 ,ha ps 分 别 换 成 日 , -五 有 瑟 , 则 上 式 右 端 骨 定 会 增加 ,因此 | 天 1 
五 ,并 且 大 小 为 让 的 Chebyshev 直线 的 最 大 误 兰 从 天 不 会 大 于 其 他 任何 直线 的 最 大 误差 . 
证 明 没 有 别 的 直线 可 能 有 与 Chebyshev 直线 相同 的 最 大 误差 ,所 以 极 小 化 极 大 的 直线 
是 惟一 的 ， 
证 “ 恨 设 在 我 们 最 后 的 络 果 中 等 式 成 立 , | 天 1 = 五 .这 就 意味 着 以 产生 这 个 结果 的 瑟 ，- 王 , 互 
代入 后 并 不 会 实际 地 卉 加 Pi 天 - ppa + 8343 的 太 小 .但 是 这 -点 充当 同 ,Aa,pas 它们 本 身 大 小 都 相 
等 并 且 有 交错 的 符号 时 才 会 成 立 , 而 这 些 特 性 带 给 我 们 的 三 点 是 Chebyshev 直线 所 通过 的 -点 ,肯定 
不 会 有 二 杀 直 线 通 过 这 三 个 点 .这 就 证 明了 等 式 | 天 | = 玫 等 同 于 Chebyshev 直线 ， 如 今 我 们 已 证 明 关 
于 二 点 的 等 误差 直线 与 极 小 化 极 大 的 直线 是 同 “条 . 
通过 对 下 面 数据 的 应 用 来 说 明 交 换 法 (exchange methed) ， 











解 。 上 是 我 们 将 简短 地 证 明 对 N 个 点 存在 着 惟 -的 -- 条 极 小 化 极 大 直线 .证 明 用 了 交换 法 , 它 也 
是 _ 个 对 计算 这 条 直线 而 言 为 航 好 的 算法 , 基于 这 一 点 将 首先 说 明 这 个 方法 , 它 包 含 了 4 个 步骤， 

第 1 步 选择 数据 点 的 任意 三 个 { 三 个 数据 点 的 这 种 集合 将 被 称 作 -个 二 元 组 (tiple) .在 这 一 - 
步 上 简单 地 选 -个 初始 二 元 组 . 它 将 在 第 4 步 中 被 改变 ,) 

第 2 步 对 这 个 三 元 组 找 出 Chbepyshev 直线 .关于 该 直线 的 上 值 当然 在 这 个 过 程 中 加 以 计算 . 

第 3 步 “ 对 刚 找到 的 Chebyshev 直线 计算 所 有 数据 点 的 误差. 记 这 些 玉 值 中 { 取 绝对 伪 ) 晤 大 的 
为 日. 若 | 让 | = 天 则 导 查 结束 ,关于 当前 的 这 个 三 元 组 的 Chebyshev 直线 就 是 对 N 个 点 的 整个 集合 
前 极 小 化 宜 大 的 直线 .( 我 们 将 简短 地 证 明 这 一 点 .) 若 | 站 | 雪 也 则 前 进 到 第 4 步 ， 

第 4 步 这 是 交换 的 一 步 .选择 一 个 新 的 三 元 组 如 下 .在 老 的 三 元 组 上 加 上 一 个 数据 点 ,在 该 点 
处 出 现 友 小 为 五 的 最 天 的 误差 . 然后 在 先前 的 点 中 去 除 一 点 ,按照 保留 的 三 点 其 误差 有 交错 的 符号 
前 方法 . (短暂 的 实践 将 表明 这 样 做 总 是 可 能 的 . ) 以 新 的 三 元 组 返回 到 第 2 步 和 第 3 步 . 

为 了 说 明 这 一 点 我 们 洗 初 始 三 元 给 为 

00 (0 人 (1 


由 头 三 个 点 所 组 成 .这 是 题 22.2 的 三 元 组 ,对 它 而 言 我 记 己 经 找到 Chebyshes 直线 为 >= 广 z 一 1 


到 有 = - 二 . 它 完成 了 第 一 步 和 第 二 砂 . 前 进 到 第 3 步 我 们 歼 得 在 所 有 5 个 数据 点 二 的 凑 才 二 ， 
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1 3 Le 、 
- 才 , 填 ， 二 . 它 使 得 妞 = 且 = 半 . 这 条 Chebyshev 直线 在 它 已 有 的 一 元 组 上 是 -个 等 误差 直线 ， 


和 和 
但 它 情 离 第 4 个 数据 点 比较 多 .( 参 看 图 22.2 中 的 卉 线 .) 














图 22.2 


因此 转向 第 4 步 , 现在 我 们 将 第 4 点 包括 进来 而 去 掉 第 一 点 来 获得 新 三 元 组 
(10)》 (2 划 《62) 
在 它 上 面 老 Chebyshev 直线 的 误 莽 确实 有 所 要 求 的 交错 符号 | 才 ，- 十 ,十 】 .以 这 个 三 元 组 我 们 返 
回 到 第 2 步 并 找到 一 条 新 的 Chebyshev 直线 . 从 计算 
Bl=6-2=-4 记 =6-1=-5 房 =2-1=1， 
(CD +Gi2) -3 
4+5S+1 10 





开始 ,于 是 直线 必须 通过 | 1, 呈 | ,| 2. 辣 } 及 | 6, 全 | 这 三 点 .找到 的 这 条 直线 为 9= 们 了 - 站 ,重复 





第 3 步 我 们 得 到 - 十, 十 ,- 车 , 语 , - 站 这 5 个 误差 ;并 由 于 志 = 10 = | AL, 作业 便 完 成 了 


对 于 这 个 新 的 二 元 组 的 Chebyshev 直线 是 关于 整个 点 集 的 极 小 化 极 大 直线 . 它 的 最 大 误差 是 
全. 新 的 直线 是 图 22.2 中 所 示 的 实 线 .注意 我们 新 直线 的 iA| 值 | 区] 大 于 第 一 杀 直 线 的 | 十 j .但 


是 在 整个 点 集 上 最 天 误差 从 宇 减 至 说 ,因而 它 就 是 极 小 化 极 大 误差 ,将 对 一 般 情况 证 明 这 一 点 ， 


证 明 交 换 法 第 3 步 的 条 件 |#| = 吾 最 终 会 被 满足 ， 所 以 方法 将 停止 .( 设 想 我 们 永远 可 
以 作 交换 ,) 
证 上 天 回忆 任 尾 何 特定 的 交换 后 老 的 Chebyshev 直线 在 新 二 元 组 上 的 误差 其 大 小 为 |h| ,1A|， 
所 同时 回 厦 ' 必 |< 三 (或 者 是 我 们 已 经 停止 ) 以 及 二 个 误差 有 不 同 角 符 号 .于 是 对 这 个 新 的 三 元 组 找 
到 了 Chebyshev 直线 . 称 它 的 在 这 个 新 的 三 元 组 上 的 误差 为 站，- A” ," .返回 到 题 22.3 中 关于 上 
的 公式 ,用 老 Chebyshev 直线 推演 "任何 其 他 直线 "的 角色 .我 们 有 

1 有 Ai 二 总 六 十 3 

Bi+ 记 + 记 

其 中 六 ,ha 是 基 有 交错 符号 的 产 , 产 ,五 ， 困 为 符号 的 交错 , 故 在 分 子 中 的 所 有 三 项 有 相同 的 符号 ， 
久 而 








久 1 上 1+ 房 和 1+ 站 如 

有 + 太 + 让 " 
这 旦 我 们 候 设 误 莽 万 正 是 在 所 指定 的 第 三 点 上 《 它 走向 哪个 位 置 没 有 实际 差别 . ) 在 任何 情况 下 因 
为 里 故 | 121. 新 的 Chebyshev 直线 在 它 的 三 元 组 上 有 比 老 的 在 它 的 组 上 更 大 的 误 盖 ,这 
个 结果 如 念 提供 了 极 好 的 服务 . 若 它 的 出 现 是 一 个 惊讶 的 话 ， 那 就 这 样 来 看 待 它 . 老 的 直线 在 它 自 己 


的 -元 组 上 给 出 了 极 好 的 服务 | 在 我 们 的 例 中 到 = 到 | 但 是 在 其 他 地 方 服 务 得 不 好 [ 五 = 才 | -新 的 





| 直 ”1| = 





直线 在 它 自己 的 二 元 组 上 给 当 了 好 的 服务 | = 二 | .并 且 在 其 他 点 上 也 吉 同 样 好 的 服务 - 
现在 我 们 可 以 证 明 交 换 法 必定 有 个 终了 时 刻 . 因为 只 有 这 公 多 个 二 元 组 .而 且 没有 一 个 三 元 组 
会 被 二 次 中 选 ,因为 正如 刚才 证 明 过 的 ,# 值 要 持续 增长 .在 某 个 阶段 上 上 呈 5 | 一 五 终 将 会 圾 满足 . 


“233 ， 





. 234 ， 


数值 分 析 
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22 .8 


证 明 以 变换 法 最 后 计算 得 的 Chebyshev 直线 是 对 区 个 N 点 集合 的 极 小 化 极 大 直线 . 

证 BE 今 产 为 最 担 的 Chebyshev 直线 在 它 自 己 的 元 组 上 的 等 误 善 值 . 于 是 在 吾 个 点 集 上 上 的 最 大 
误 益 其 大 小 为 末 = | 站 |, 和 否则 我 们 还 需 通过 血 一 次 交换 进行 到 另 :个 二 无 组 和 别 - 一 条 直线 . 令 Ai， 
6 为 对 于 任何 一 条 其 他 自 凑 的 误差 .于 是 14 <max| 态 | 其 中 心 限 才 最 后 :个 三 匹 组 的 “ 
个 点 ,因为 维 有 一 条 直线 在 它 自己 的 三 苑 组 上 充当 一 条 Chebyshev 直线 .但 是 这 人 么 一 米 对 于 不 加 限制 
的 六， 南 言 肯定 地 志 有 | 天 | 去 maxim| ,因为 包 售 和 点 中 剩 下 的 那些 点 只 会 使 右 人 册 甚 至 更 人 : 些 . 同 
此 万 = 号 | 雪 max| 天 | 而 最 后 的 Chebyshev 直线 的 最 大 误 善 是 所 有 移 最 大 温差 中 最 小 的 .总 而 言 之 ， 
关于 闻 个 点 的 集合 上 的 根 小 化 极 大 的 直线 是 一 条 在 适当 选择 的 二 元 组 上 的 等 误差 直线 ， 

应 用 交换 法 来 蓝 得 关于 下 面 数据 的 极 小 化 极 大 的 直线 : 

















解 。# 本 可 用 的 三 元 组 的 数目 为 C(31,3) = 4495, 所 以 要 找到 准确 值 人 们 可 以 将 它 与 海底 捞 针 相 


比拟 .然而 , 交换 法 在 无 意义 的 三 元 组 上 花 的 时 间 十 分 地 少 . 从 在 了 = 们 ， 1,2) 处 的 非常 天 的 三 元 组 
开始 , 只 需 三 次 交换 就 产生 极 小 化 极 大 的 直线 >(z)=0.38z -0.29, 它 的 系数 害 售 人 成 两 位 .逐次 的 
带 有 乒 与 互 值 的 三 元 组 如 下 : 

















三 元 组 在 z= 《1 人 10, 1,241 (1,24,30) (9, 24,30) 
人.250 0.354 -1.759 一 1.857 
忆 5.250 了.896 2.448 1.857 














注意 在 本 例 中 发 有 一 次 把 不 需要 的 点 带 入 三 元 组 中 .需要 革 个 点 ,三 次 交换 就 达到 目的 .还 要 注意 到 





像 预告 的 那样 | 六 | 稳步 地 增长 .这 31 个 点 , 极 小 化 极 大 直线 ， 以 及 最 终 的 二 元 组 ( 虚 的 垂 线 表示 等 误 
差 ) 画 在 图 22.3 上 . 


了 
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离散 数据 , 极 小 化 极 大 多 项 式 
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22 ,上 





将 交换 法 推广 到 对 下 面 的 数据 寻找 极 小 化 极 大 挑 物 线 . 























解 ” 呵 当然 数据 是 来 白 啤 数 ， -= |zrl, 但 是 这 个 简单 的 玫 数 将 作为 例子 ,用 来 说 明 交 换 法 的 基本 
刀 想 是 如 何 从 刚才 处 理 过 的 直线 问题 推 向 去 发 现 一 个 极 小 化 极 大 多 项 式 . 这 类 多 项 式 的 存在 性 , 惟 
一 仁 以 及 等 误 莽 性 质 只 是 我 们 为 极 小 化 极 大 直线 所 作证 明 的 准 广 ,因此 木 在 这 里 给 出 .算法 更 在 册 
状 一 个 "初始 四 元 组 "开始 , 并 且 我 们 将 头 四 点 肾 作 了 = -2 -本 0,1. 对 这 个 四 元 组 我 们 寻找 -个 等 
误 养 抛物 线 ,譬如 说 它 就 是 
pz = ar+pxr +cre 
这 意味 着 我 们 要 求 交替 地 有 #(z) - 呈 = 圭 h, 或 是 
一 2254r -了 三 用 
一 百 -P 一 1= 一 丘 ， 
站 -站 = 下 
已 十 上 + -II 二 一 天 ， 


解 这 员 个 方 各 , 我 们 得 到 <= 二 ,5=0c= 了 ， , 医 而 i(z)= 于 + 卫 妇 .这 就 完成 了 等 价 的 





第 1 及 第 2 消 ,然后 我 们 转向 第 3 本 5 个 数据 点 处 的 误差 ,它们 是 二 ，- 
.本 而 在 整个 集合 上 的 最 大 误差 { 号 = 二] 等 于 在 我 们 四 元 组 上 的 最 大 误差 





图 22.4 


找 出 关于 7 个 点 y= zlz= -3(01)3 的 极 小 - 极 大 抛物 线 . 
解 “ 同 亡 在 我 们 前 面 的 数据 表 的 两 端 各 加 上 一 个 点 .假设 我 们 选择 初始 四 元 组 如 前 .那么 我 们 


再 _ 次 获得 上 题 中 的 等 误差 议 物 线 Pi(z), 在 新 的 数据 点 处 的 误差 为 - ,所 以 现在 忆 = 才 而 | - 


工 . 混 此 我 们 引入 “个 新 点 进入 四 元 组 并 舍弃 z= -2 在 新 的 四 组 上, 老 抽 物 线 具有 误差 玫 ， 
工 , - 二 ,了 它们 确 有 交 符 的 符号 . 作 了 这 种 交换 后 ,一定 会 蓝 得 “个 新 的 等 训 益 锰 物 线 


户 z 攻 开 ] 二 如 2 十 帮工 1 ear2， 


数 入 分 本 





如 在 上 二 中 那样 做 法 我 们 立刻 得 到 等 误差 hy = 一 3 及 抛物 线 za( 了 7) = 广 (1+ 2). 它 在 7 个 数据 点 





上 的 误 益 为 二 ， 翅 ,- 荆 ,二 -村 卫 ,二 ,因而 王 =1A1= 到 算法 终止 -该 抛物 线 户 (了 ) 是 要 
修 化 家 关 多 商 线 所 有 误 关 都 有 一举 的 天 小 骨 是 -个 意外 的 收 这 对 括 小 化 模 大 乡 项 击 计 并 
一 般 佬 的 特征 , 正 像 刚 解 出 的 声 线 回 是 所 展示 的 那样 
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证 明 ot -naz) =- 0 其 中 pe=| 闻 je 
证 “上 ' 关于 整数 " 及 上 的 二 项 式 定理 
《 吉 + 9) = ee 
龟 户 和 9 的 : -个 全 等 式 .对 户 微分 得 列 
5( 记 + Ge = 的 忆 生 1 
以 桶 它 轨 后 令 训 -xz,9=1-r, 它 就 变 威 wz = 六 妨 . 用 同样 的 及 g 于 二 项 式 定理 本 身 胡 
珀 1 -= >1p5， 于 是 最 可 得 导 


了， 访 红 1( 开 FT) 二 Hz -nr 十 . 
县 二 


人 述 证 了 明 pt 一 Hi 二 Mr- 工 ). 





证 二 对 加 的 二 次 微分 得 到 
nn -1 六 9 一 六 7 一 1) 乓 2， 
以 2 乘 它 然后 令 p= rd=1-z 它 就 变 成 


站 (1 
-站 


内 它 我 们 得 到 
风 开 天 pt og = [一 zx 二 ar， 
最 后 我 们 计算 
pt -2 


二 = 站 


= 故人 了 2 trLL - 工 ). 


证 明 苦 4 >0 旦 0 过 sl 则 

忆 和 么 < 
其 中 交 "是 对 满足 10 ) 一 了 | 六 妨 的 上 求 和 .( 这 是 有 名 的 Chebyshev 不 等 式 的 一 个 
特殊 人 情况. 》 
证 《本 将 上 上 题 的 和 分 成 一 个 部 分 

(LE = 全 下 9 人 一， 
其 中 习 " 包 含 了 在 袜 ' 中 来 由 现 的 二 . 国 而 
xf 一人) 2 直 语 (下 一 mr 
六 2) 人 估 ms， 

这 里 第 -- .个 不 等 式 成 为 可 能 是 由 于 工 " 为 非 负 的 ， 第 二 个 则 因为 在 习 " 中 我 们 有 由- mrl 关 哎 . 以 
maef2 通 除 上 式 ,我 们 便 得 到 所 要 的 结果 ， 
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22.44 导出 对 症 及 > 的 这 些 估计 : 


了 1 和 1 
2 2 二 4pd2， 之 区 时 关上 可 现 : 


解 上 两 数 cl1-7) 在 . r= 六 处 取 它 的 最 大 直 并 医 此 当 1< 所 1 时 站 过 了 (1 一 <) 六 二 .已 的 
结果 是 上 磺 的 立刻 可 得 的 结论 .而 因此 > -1 写 人 1-(174ac27) 








22, 和 后” 证明 若 六 rz) 当 0Sx 扫 1 时 为 连续 的 , 则 当 ”趋向 无 穷 时 im >， FRRAa = jz) 
一 致 地 成 立 ， 
证 是 生计 下 人 和 和 
于 (er) = 1 


将 证 明 到 eerstrass 定理 .这些 多 项 式 被 称 为 关于 拓 .的 训 Bernstein 多 项 式 .证 明 从 选择 一 个 任意 的 
正 数 s 开始 ,于 是 当 1zr" -cl 和 dz 时 有 


Fe -Ar 人生 
并 且 总 由 于 天 xz) 的 … 枚 连续 性 而 与 无 天 . 然 万 以 M 表示 | FAz 中 的 最 大 值 ,我 们 有 
1 Ba 开 ) -| 了 2[ 欣 二 | -rz 

所 之 p 世 !| [二 | -Fa 
+ 和 寻 

过 2MDRI2 人 + 二 e 忆 人 名， 
这 到 &yja 在 习 的 部 分 份 演 了 ' 的 简 色 , 袜 " 的 定义 保证 了 :7 -六 革 . 手 是 对 王充 分 大 的 站 

1 


1 有 < 1 5 + 半 s 





几 [车 1 -Ai| 





工 工 . 
委 了 E 十 2 


这 部 是 所 要 训 的 结果 -对 于 提 (0，1) 的 其 他 区 间 可 以 通过 “个 条 时 裕 人 人 
23.46 证 明 人 在 六 z)= 工 : 的 情况 下 , B (zz)=T+zfl-T)An 所 以 Bernstein 多 项 式 并 不 
明 对 rr) 的 给 定 次 数 的 最 佳 鼻 近 . [肯定 地 说 对 f(zy=xz2 的 最 佳 一 次 道 近 就 是 了 
自已 .] 
证 “吐出 寺 让 四 22.12 7” 中 已 获得 和 卫 且 放 , 故 





， ，， 所 人 1 ， 
玉 , | 二 | = 十 9jT] 
上 工人 一 二) 
提 


就 是 所 要 求 的 . 当 趋向 无 宅 时 -- 致 收 禹 是 显而易见 的 ,但 是 ,显然 B,(zr) 并 不 能 完全 复制 rz“ .我 
们 型 在 转向 更 好 的 一 类 一 致 遇 近 多 项 式 .， 


连续 数据 , Chebyshey 理论 


22.17 证明 若 y(z) 在 wa 委 zx 扫 训 中 连续 , 则 存在 着 一 个 不 大 于 次 的 多 项 式 P(z) 使 得 
inax| 了 (zy…y(z)i 在 区 间 (a,5) 上 是 一 个 极 小 ,换言之 ， 没有 别 的 这 和 祁 类 型 的 多 项 
式 会 产生 一 个 更 小 的 极 大 . 

证 有 令 Pzr)=a0+dIE 二 二 ri 为 任何 次 数 不 大 于 ”= 的 过 项 武 .此 叶 
Ma = max 1 Dr) YI 





。 译注 ;原文 为 22.2. 





22.18 





依赖 于 所 选 定 的 才 上 项 式 pfxr) ,也 就 是 涪 , 它 使 赖 于 我 们 以 去 作为 标记 的 系数 集合 (aoyai，…,an》. 
由 下 Mtfz) 是 去 的 :个 连续 函数 而 且 是 非 负 的 ,所 以 它 有 -个 最 大 的 下 界 , 记 这 个 界 为 了 . 必须 要 
证 明 的 是 对 某 个 特定 的 夭 数 祭 合 4,(P(z) 的 系数 ) ,下界 工 是 真 止 达到 的 , 即 MAJ)= 工 ,作为 对 
比 , 本 数 六 和 =17 对 正 的 + 最 大 的 下 界 为 灾 , 估 是 没 痛 -一 个 自 变 量 值 * 使 六 旨 真正 达到 这 个 界 ,: 
的 范围 无 界 自然 是 名 许 这 种 情况 由 更 的 -个 因素 .在 我 们 的 问题 中 系数 集合 去 也 有 无 根 的 范围 ,但 
是 我 们 现在 证 明 ,还 是 有 MI(A) = 工 .作为 开始 ,对 := 0,1 ,人 镶 ai= C5 使 其 满足 己 夺 = 1 我 们 
也 可 以 记 和 = (2 .考虑 第 二 个 极 数 

pt) 二 max | 入 0 十 而 了 十 …… 十 目 ra 1 
其 中 max 是 指 像 通常 的 在 区 间 (a,) 上 才 项 式 的 扳 大 值 .这 是 -个 在 单位 球 卫 如 = 工 上 的 连续 函 
数 . 在 这 样 一 个 集合 上 { 闭 是 有 界 )-- 个 连续 函数 的 确 能 取 到 它 的 最 小 信 . 记 这 个 极 小 值 为 上 .清楚 
二 pr320. 俱 这 个 鹤 值 是 不 可 能 的 , 因为 只 有 p(z)=0 才 会 产生 这 个 极 小 值 ,而 加 在 乌 上 的 某 件 临 
时 将 这 个 多 项 式 排 除 在 外 了 .内 此 z>0. 其 抽 

玉生) 二 naX Tan 十 己 [ 工 十 -十 丰 rr | 

二 max | 疡 (3 | = Cr 人) 闻 Cun， 

自在 回 到 MIz)= max| pfc) 一 fx)|, 并 利用 差 的 绝对 值 超过 绝对 值 的 差 ,我 们 得 到 


(区 一 max 1 六 过) | 











六 [ 人 一 max|l (zy |， 

车 我 们 选择 C> (TEL+T1+maxlaeyljrz = 及 , 则 立 得 Ma 之 L+1. 回 忆 起 工 是 ME) 的 最 大 的 
下 办 , 我 们 看 到 Mtej) 当 如 > 民 时 比 工 要 天 而 它 在 约束 C 委 民 之 下 的 坟 大 的 于 界 将 同样 是 这 个 工 . 
但 是 这 个 约 桌 等 价 了 工科 玉 , 故 如 今 又 出 现 这 样 的 情况 :一 个 连续 函数 MI) 在 一 个 有 界 闭 集 上 
《一 个 实心 的 球体 ,或 球 ) .在 这 样 的 :个 集合 上 最 大 下 界 是 真正 可 以 取 到 的 , 辟 如 说 在 去 = 上 处 . 因 
此 14) 就 是 工 , 击 四 7) 就 是 概 小 化 极 大 多 项 式 ， 
令 Ptz) 为 在 区 间 (a,5) 上 在 所 有 次 数 不 大 于 ” 的 多 项 式 中 通 近 y(z) 的 -个 极 小 化 
极 大 才 项 式 . 令 上 上 =maxlyfty) 一 王 ( 工 ) | ， 并 很 设 yfzr) 本 和 贞 不 是 一 个 次 数 不 大 于 所 
的 多 项 式 ,因此 互 >(, 说 明 蔚 少 有 一个 自 变量 , 对 它 来 说 y(z)- P(z)= 互 成 立 ,并 
且 对 -三 类 们 地 或 立 . [我们 继续 假设 y(z) 连 续 .] 
解 儿 本 由 于 y(r)- Pr) 在 过 rz 所 由 连续 , 它 一 定 会 在 某 处 达到 土 E 之 一 .我 们 要 证 明 二 者 

定 都 会 达到 . 假设 在 {a,b) 中 任何 地 方 都 不 等 地下 .此 时 

max[yfte)- Ptzr)] = 达 一 可， 








其 中 了 是 王 的 ,于 是 有 
-了 乓 MP) S 下 一 二 
而 这 可 以 写成 


弛 ， 


_ [| 
-E+ 二 4d 去 yc) - | Per -二 ds -六 


生 五 


图 22.5 
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它 断 然 地 声称 P(z) 了 通 近 ywfz) 以 一 个 开 - 到 的 最 大 误 荆 .这 与 最 初 假设 P(z) 本 身 是 
个 其 有 最 大 误 益 下 的 航 小 化 极 太 多 项 式 相 矛盾 .因此 -已 z) 必 定 在 (aa) 中 的 基 个 地 方 等 于 
王 , 一 个 十 分 类 似 的 证 明 来 指出 它 必 定 也 等 于 -下 .图 22.5 说 明了 这 个 证 明 的 简单 思路 . 对 于 极 小 


化 极 大 多 项 式 而 襄 其 吝 益 不 可 能 有 如 实 线 所 示 的 性 态 , 因为 将 曲线 升 商 六 4 就 会 囊 米 一 个 新 的 误 





差 曲 线 (虚线 所 示 } 其 有 -个 校 小 的 最 天 绝对 入 马 ”- d, 而 这 是 一 个 予 盾 ， 
继续 上 题 ,证 明 对 于 2 =1, 即 以 线性 多 项 式 迁 近 , 必定 存在 一 个 第 三 点 , 在 该 点 处 极 
小 化 极 大 Pfz) 之 误差 1y(z)- Ptz)l 取 它 的 最 大 值 王 . 
证 盯 令 J(e- Ptry=E(x) 并 将 (e,b) 分 成 子 区 间 到 足够 小 ,使 得 对 在 任何 子 区 间 内 的 >)， 
村 都 各 

: E(zi) . E(za] | 馆 广 民 
由 于 FEt7) 在 ax 委 xc 中 过 续 , 故 上 式 肯 定 能 成 立 . 在 一 个 子 区 间 中 , 称 之 为 万 ,我们 知道 误差 达 
到 瑟 , 辟 如 说 在 = y ,处 .由 此 得 出 在 整个 子 区 间 中 


1E(z) -ECzi) ,=1E(z) -下 1 多 六 


使 得 B(z)3> 二 .类 似 地 ,在 一 个 子 区 间 中 , 称 之 为 1:, 我 们 获得 亚 (z - )= “下 ,从 前 1 妃 (z)1 窑 
- 寺 E. 因 此 这 两 个 区 间 不 可 能 是 相 争 的 , 上 是 我 们 可 以 在 它们 之 间 选 择 一 点 “1 假设 工 在 [的 
左边 (在 相反 的 情况 下 讨论 几乎 是 完全 相同 的 ) 于 是 xi - z 与 在 所 考虑 的 两 个 子 区 间 的 每 一 个 中 
都 与 上 (=) 有 相同 的 符号 . 令 民 = maxl ai 一 工 | 其 白 r 在 (a,5) 中 ， 

现在 假设 不 存在 第 三 个 点 ,在 该 点 处 误差 为 上 已. 主 是 在 所 有 的 子 区 间 中 除了 刚才 所 考虑 过 的 
二 个 区 间 外 我 们 一 定 有 

max 了 kz 1 执 天 ， 
而 且 由 于 有 有 限 多 个 子 区 间 
maximax | EC(c]1] = 已 "< 了 ， 

自然 地 下 * 之 十 因为 这 些 子 区 间 会 扩展 到 7 和 的 端点 , 计 那 里 | 下 (>) | 立 蕊 .考虑 P(z) 的 


下 而 的 替代 品 , 它 还 是 一 个 线性 多 项 式 : 
Pr = PITr] TEL -了 工 )， 





若 我 们 选 。 充分 小 使 得 中 < 下 -已 * 挟 十 杞 则 已 '(z) 变 成 一 个 比 P(z) 更 好 的 洒 近 .因为 

1 3fz) 一 PCz1i=1 ET 一 Rat 一 1， 
所 以 在 族 中 误差 是 减少 了 但 仍 为 正 的 ,同时 在 D: 中 误差 增加 了 但 保留 为 负 的 ;在 这 二 个 子 区 间 中 
误差 的 大 小 呈 减 下 来 了 .在 别处 ,虽然 误差 的 大 小 可 能 增长 , 它 不 可 能 考 过 已 " + e 有 < 五 ,因而 也 
(z) 玫 -个 比 P(z) 更 小 的 最 大 误 状 . 这 个 矛盾 说 明 一 个 具有 误差 土 E 的 第 三 点 一 定 存在 .图 22.6 














图 22.56 
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数值 分 生 





22 .2 


22 .21 


22 .22 


22 .23 


说 明 在 这 个 正明 背后 的 管 单 黑 路 . 误 葡 曲线 EL) 不 可 能 有 实 的 曲线 那 大 的 性 奋 .5 只 有 了 两 个 = 于 
点 ) . 基 为 如 上 了 线性 校正 项 efal- 站) 到 Pr 上 就 将 误差 减少 了 这 个 同 梓 的 其 ,引出 “个 新 的 误 
差 曲 线 ( 用 上 线 表示 ) 具 去 较 小 的 最 太 绝 对 什 . 
证 明 对 上 题 中 的 P(z), 必定 存在 着 三 个 点 在 这 些 点 处 其 误差 大 小 为 王 而 符号 交错 
地 出 现 ， 
证 ke 上 是 的 证 明 已 肥 很 充分 了 .例如 , 如 果 符 导 是 +, +,- ,那么 就 选 xl 在 相 邻 的 + 和 一 之 
间 我 们 的 P*(z) 也 就 比 P(z) 好 .完全 相同 的 说 明 也 适用 于 模式 +，-，-， 只 有 符 导 交错 才能 避免 
丰 盾 . 
证 明 , 在 一 般 情 况 下 不 大 于 = 侈 的 极 小 化 极 大 的 多 项 式 肯 定 存 在 a +2 个 具有 交错 符 
号 的 误差 最 大 的 点 ， 
证 “ 败 ' 它 的 证 明 可 通过 处 理 m =2 的 情况 加 以 说 明 . 令 Ptz) 为 “个 不 大 于 2 次 的 极 小 化 极 大 的 
多 项 式 ,由 题 22,18 它 肯 人 定 地 至 少 有 二 个 最 大 误差 点 . 题 22,19 与 22.20 中 的 论点 现在 除了 以 二 次 
药 Ptzr) 来 代 赴 线性 的 之 外 别 无 更 改 ,于 是 证 明了 “ 定 存 在 第 三 个 这 种 点 而 且 符 号 - 定 古 交错 的 ， 
譬如 说 +，-， + 风 好 就 是 要 定 的 .现在 假设 没有 第 呆 处 最 大 误差 出 现 .我 们 重复 题 22.19 的 论点 ， 
在 出 现 误 益 + 上 上 的 区 间 , [3 及 T3 之 问 选 择 二 点 aa 及 zi, 并 利用 校正 项 etal-ritaz-z), 它 在 
符号 上 与 这 些 子 区 间 中 的 RE(z) 一 致 .不 需要 作 其 他 的 改变 .二 次 的 P*(z) 糙 有 一 个 比 已 Cr) 更 小 
的 最 天 误差, 而 这 个 秘 盾 证 明了 第 四 个 上 正点 必定 存在 . 管 号 的 灾 错 由 用 在 题 22.20 中 的 相同 论点 
来 完成 , 而 推广 到 更 高 的 ” 值 基 汉 全 类 似 的 . 
证 明 对 每 个 ” 只 有 一 个 极 少 化 极 大 的 多 项 式 . 
证 同 息 设 有 二 个 Pitz) 及 Paztr), 则 

- 王 拉 3fz) -PIT) 过 王 ， -下 过 办 az) Pzfr)s 下 . 











令 Pi(o)= 立 (Pi+ P)) 则 

- 下 过 Th Pr 扫 工 ， 
因而 P, 也 有 是- -个 极 小 化 家 大 多 陆 式 . 册 题 22,21 攻 定 菠 一 个 下 十 了 个 点 的 序列 ,在 这 眠 ， 
yy - Pi(zr) 交 错 抽 取 +PF, 令 Pi(z.) 下 , 则 在 工 .处 我 们 有 > - 忆 一 已 , 或 是 

fy - 忆 y+fy 一 Pi = FF， 
朵 为 左边 没有 -项 能 超过 互 , 每 项 都 攻 须 等 二 三 ， 阿 此 Pitz = Pzfzry) :类似 地 有 PIT-) = 
P:(e ). 因 此 窗 项 式 P 及 P 忆 在 a+2 个 点 土 偶合 ,因而 它们 就 是 重 等 的 ,这 就 证 明了 极 小 化 极 大 
多 质 式 对 循 人 ”的 惟一 性 ， 
证 明 一 个 次 数 不 大 于 的 多 项 式 训 ()》 对 它 而 言 误 益 y(z) pr 在 n+2 个 点 的 
一 个 集 台 上 取 交 错 的 角 值 上 +e, 它 必定 是 极 小 化 极 估 多项式 . 
证 上 用 这 将 证 明 只 有 极 小 化 极 大 多 项 式 才能 有 这 种 等 误差 性 质 , 因而 它 对 寻找 和 识别 庆 类 多 珊 
式 是 有 用 的 .我 们 有 

max | wz 一 由 (Cr 1 之 有 = maxl ee 

Pty 是 惟一 前 执 小 化 极 大 客 项 式 .假设 之 焉 .此 时 由 于 

P- 记 = 人 yy 加) 《PP-Aw)， 
我 们 看 到 ,在 y- 户 和 能 +2 个 慨 植 点 上 , 荆 已 -= 户 及 > 一声 有 相同 的 符 她 ， 《 右 册 的 第 - -项 在 这 些 点 
上 等 地 * 于 是 就 超出 第 二 颜 .) 但 是 ?所 的 符号 在 这 全 音 合 上 是 交错 的 ,所 以 P - 户 的 符号 也 如 
此 .这 全 部 有 w+1 次 变 续 , 它 意 味 着 己 - 疡 有 ++1 个 零点 .四 P 户 是 不 大 于 ?次 的 , 它 必定 恒 
等 于 零 ,其 结果 为 = 了 与 已 =e. 这 与 我 们 的 很 设 > 下 矛盾 ,因而 留 络 我 们 内 有 -种 选 返 , 即 "= 
已. 该 光 项 式 ax) 因而 是 ( 惟 -的 ) 极 小 化 枯 大 党项 式 已 (4 


3LT 


寺 








连续 数据 ,级 小 化 极 大 多 项 式 的 例子 
?2 和 证明, 在 区 间 ( - 4, 1 二 关于 yz) = 的 次 数 个 大 工 a 的 极 小 化 礁 大 和 多项式 可 以 


通过 和 将 za 吉成 一 个 Chebyshev 多 项 式 的 和 立 旧 用 去 7 10r) 硕 ， 
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22.25 


22 .206 


22 .27 


22 .28 


证 败 全 


相 十 二 


和 
这 时 误 莽 为 
EI7) = -有 了 二 arrlTaiCr). 
我 们 还 看 到 这 个 误差 在 T ,1= + 的 呈 +2 个 点 处 有 交错 的 极 值 + ev. 这 些 点 是 zu = cos[RmAtmn 
+ 人] ,=0.1 ad+1. 比 较 上 面 二 侧 xz*+1 的 系数 , 我们 还 发 现 wii = 2 ”". [Tsitzr) 的 最 高 项 
系数 为 2" .参看 是 21.42 用 21.43.] 现 在 应 用 题 22.23 的 结果 并 证 明 pf(z) 为 概 小 化 瓜 大 多项式 ， 
以 王 =2 ?作为 例证 可 以 截断 题 21.45 中 的 和 来 得 到 


， 人 
并 一 了 ms 十 Tn， 肖 差 = 学 ; 
号 ， 了 
首 二 立 2 误 养 = 二 
1 、 了 工 4 
嫩 一 3， 04 冶 (3To+ 4 了 Tz》， 误差 = 全 1 
、 工 5 
一 和， 去 (10T + 5T9)， 误 卷 = 16， 


等 等 .注意 在 每 种 情况 下 极 小 他 大 耕 机 (不 大 了 # 次 的 ) 实 际 上 是 ”~ 1 次 的 . 


证 明 在 任何 一 个 Chebyshev 密 项 式 级 数 2。 T(z) 中 ,每 一 个 部 分 和 3 是 关于 下 
一 个 各 S, ,1 的 次 数 不 大 于 n 的 极 小 化 极 大 多 项 式 . [区 间 再 次 取 ( -1,1).1 
证 E 本 正如 与 上 题 一 样 ,只 是 了 歌 y(z)= Si0z) 及 和 (z)= (Th 我 们 有 

Efzy = Si(z) Sr = anc1T+ 放 )， 
再 - :次 应用 古 22.23 的 铺 果 .然而 ,还 要 注意 到 S。- ifz) 可 以 不 是 次 数 不 大 于 = - 1 的 极 小 化 裤 大 多 
项 式 , 因 为 上 了 T, + aviT,:1 不 一 定 是 -个 等 波纹 函数 . | 因为 es 为 零 . ) 
利用 题 22.24 的 缚 果 , 对 于 区 间 ( -1, 1) 将 多 项 式 >(z)= 工 一 人 z :+ xz 缩减 为 一 
个 三 次 多 项 式 ， 
解 “上 克 5 它 实际 上 是 在 站 21.50 中 已 完成 , 但 是 我 们 现在 以 -个 新 的 眼光 来 看 待 这 个 结果 ,因为 

















了 工 了 工 - _ 雪 9 本 
xz 1 
将 Ts 戎 裁 断 留 给 我 们 的 是 关于 yz) 的 不 天 于 四 次 的 极 小 \ 化 概 天 多 项 式 , 即 
169 5 
喇 { 了 二 192z 一 [和 (4z 一 3r)， 


还 只 是 近似 地 为 关于 sinz 的 同 次 的 极 小 化 极 大 多 项 式 .进一步 城 断 ,把 了 项 略 去 , 不 会 产生 关 
二 yz) 能 航 小 化 极 大 多项式 ,在 任何 情况 干 不 是 精确 的 - 
在 区 则 fa,5) 上 ,对 满足 Y(z)>0 的 尊敬 y(z)， 寻找 次 数 不 大 于 1 的 极 小 化 极 大 多 
解 上 E5 令 该 多 项 式 为 己 (z)= Mr+ 甩 ,我 们 必定 在 (fa ,的 中 找 出 3 个 点 41 袜 工 2 区 3 在 这 些 点 
上 EUzy= yzy- P(z) 以 交错 的 符号 达到 它 的 极 值 . 这 就 将 xs 区 到 (ea,5) 的 内 部 并 要 求 上 《za2) 
为 零 或 是 站 (za) = 对 .由 于 交 > 中 故 闻 为 严格 增加 的 并 且 只 能 有 -次 与 M 相等 ,这 喜 味 着 rz 能 
厂 且 惟一 的 内 部 极 值 点 .因此 xit=a 及 xx=t. 最 后 由 等 波纹 性 

yf(e)- Pa =-[y(z3)- Pzz 一 6- 王 (5) 

















解 之 ,我 们 香 





五 ) 一 全 双 Ke + 其 2 《ea 二 [YE -3 
Mr- ba 2 - 2(5 


其 中 的 xi 由 y(z2)7= [3y(6) -fa)]/ ba 所 决定 ， 
在 区 间 (0, r/2) 上 应 用 上 题 于 y(zr)= 一 sinz. 
解 E 本 首先 我 们 得 到 M = -27r: 然 后 从 3f7aM 有 Tx 一 arccos(27r) ,最 厂 ， 








22 .29 


22 .30 


22 .3 了 
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号 一 一 ) 有 一 和 十 、 areeos 
并 且 从 P(z)= Mz+ 电 我 们 得 到 
- 工 1 六 4 1 
smn7 和 + 1 局 十 arceos 
这 个 逼近 式 就 是 和 小 化 慨 大 直线 . 


证 明 P(z)= xz2+ 读 是 在 区 则 ( -1,1) 上 对 yz)= zl 的 极 小 化 极 大 三 次 (或 更 低 次 
的 ) 通 近 ， 


、 ， 四 1 ， 1 ， 1 1 
证 B 殉 误 益 为 (rz) = 开 | 工 于 并 在 x 一 工 ， 村 ,0, 本 ,上 肾 极 什 ” 遇 有 “ 


工 
8 
工 .这些 在 a +2= 5 个 点 上 其 有 符号 交错 并 取 大 值 为 上 = 访 的 误 卷 保证 了 (出 古 22.23)P{r) 是 
一 个 次 数 = 3 或 更 低 次 的 极 小 化 极 大 多 项 式 . 
利用 在 区 间 { -1,.1) 上 的 函数 y(x)-ez 作为 例子 来 说 明 用 来 寻找 极 小 化 极 大 直线 的 
交换 东 . 
解 8 罗 题 22.27 的 方法 会 产生 要 小 化 极 太 直线 , 但 是 作为 第 一 个 简单 各 例证 ,我 们 暂且 牧 略 那 
个 方法 并 仿效 题 22.5 中 的 过 得 来 进行 变换 .由 于 我 们 是 在 探求 -条 直线 ,所 以 我 们 需要 具有 最 大 
误差 为 土 五 ,1 +2=3 了 个 点 .党 斌 将 = - 1,0,1 作为 初始 二 元 组 , 相应 的 交 Cr) 慎 约 为 0.368,1, 及 
2.718. 易 得 关于 这 个 二 元 组 的 等 误差 直线 为 
Pr) ms 1.1757 + 1 232， 

在 这 三 元 组 上 具有 误 益 大 = +0.272. 在 二 元 组 之 外 在 长 度 为 0.1 的 诸 区 间 上 计算 误差 发 现在 工 = 
0.2 处 有 天 小 为 吾 =0.286 的 最 大 误差 (而 且 是 负 的 ) , 据 此 我 们 形成 一 个 新 的 “元 组 ,把 老 的 自 变 
量 =0 换 为 新 的 zx=0.2. 它 保留 误差 符号 的 交错 , 这 是 在 早 些 时 提供 的 交接 法 的 第 4 步 所 要 求 
的 , 现在 我 们 就 来 仿效 它 . 在 新 的 三 元 组 上 yx) 近似 地 取 0,368,1.221 及 2.738. 得 到 的 等 误 关 线 
为 














Batfz) = 1.1757 + 工 .264， 
在 这 三 元 组 上 具有 误差 儿 -= +0.278. 在 二 元 组 之 外 , 预期 最 大 误差 在 * =0.2 附近 ,我 们 以 0.01 的 
区 间 长 检查 这 个 邻 域 并 且 得 到 在 > =0.16 处 的 误差 为 0,279. 由 于 我 们 只 用 三 位 数 进 行 计算 , 所 以 
这 耳 我 们 可 以 期 望 的 最 好 的 情况 .平移 到 一 元 诅 “= -10.16.1 后 实际 上 将 再 次 得 到 pzfz) 
现在 让 我 们 来 考察 题 22,27 的 方法 是 怎样 运作 的 .以 a= -1 及 避 =1 立 刻 得 出 M= (2.718 - 
0.368172=1.175. 这 时 方程 yfra)=m=1.175 导 出 rasx0.16, 随 后 直接 可 得 BE =-1.264 的 结 
直线 表示 在 下 面 的 然 向 尺度 经 过 压缩 的 图 22.7 上 . 








图 22.7 


使 用 交换 法 时 找 在 (-1,1?》 上 yz)=e 的 根 小 化 极 大 一 次 多 项 式 ， 
解 “ 睫 回忆 起 Chbebyshev 多 项 式 级 数 的 截断 通常 导致 相当 于 咯 掉 第 一 项 的 近 平 等 波纹 误 蓝 , 故 


我 们 取 了 ifz ?的 4 个 概 值 点 作为 我 们 的 初始 四 元 组 ,它们 是 二 十 1, 二 二. 交错 地 以 + 久 请 下 而 
4 个 点 的 礼物 线 ， 
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它 出, 36 玖 和 .6 四 白 1 .6487 之 .TS3 


证 明 在 -0.56 处 有 它 的 最 大 误差 .新 的 四 元 组 { - 1,，- 0.5,0.56, 1 导出 第 二 个 抛物 线 在 > = 
-让 . 双 处 具有 最 大 误差 .下 -个 四 无 组 为 (-. 1， 0.44,0.56, 1 并 证 明 为 我 们 量 终 的 那个 . 它 的 精 
确 到 5 位 小 数 的 等 波纹 旭 物 线 是 

下 [了 ) = 0.55404z 二 .130187 + 日 ,98904， 
市 它 的 在 四 元 组 内 外 的 最 大 误差 则 为 本 =0,.04302. 


补 充 是 
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22.38 
22.39 


22.40 


证 明 对 是 22.2 中 的 三 个 数据 点 的 最 小 二 乘 直 线 为 y(z) = 广 z - 厨 -证 明 它 在 数据 点 上 的 误差 为 
二 -二 ,二 .所 得 到 的 Cheiyshev 直线 力 y(z) = 立 < - 二 ,各 有 误 卷 -人 二 ，- 二 -验证 
Chcbyshev 百 线 确 有 较 小 的 最 大 误差 而 最 小 一 乘 直线 具有 较 小 的 误差 平方 和 ， 

对 是 21.2 叫 的 平均 高 尔 夫 记 分 应 用 交换 法 ,产生 极 小 化 极 大 直线 ,用 这 条 直线 计算 被 平滑 的 平均 记 
分 .这 个 结果 与 那些 由 景 小 二 溢 方 所 得 到 的 相 比 情况 如 何 ? 

应 用 交换 法 于 是 21.5 的 数据 ,获得 极 小 化 或 大 直线 以 及 相应 的 指数 函数 PCz)= Ac 

推出 对 任意 三 元 给 fi ytzrayy2) zyyi) 的 
Chebysbhev 直线 的 公式 y(z) = Mz + 且 , 这 样 的 
公式 对 编制 交换 法 的 机 闫 计算 程序 是 会 有 用 的 . 
证 明 慨 如 白 变 量 *, 不 是 皇 异 的 , 则 极 小 化 极 大 
直线 可 能 不 足 惟 “确定 的 . 例如 , 考虑 三 个 点 


《0.0 to.D 基 (00) 并 证 明 所 有 介 于 >= 广 及 3 























-之 间 的 直线 都 有 可- .( 参 看 网 





对 曲线 y- sinz 的 4 个 点 (0,.0)， | r/6, 寺 | ， 


(r/3 372) 用 (ng2,1) 找 出 等 误 盖 抛物线 ， 

对 y=- ra,z= 中 | 十 }1 的 5 个 点 找 出 极 小 化 极 大 抛物 线 , 

对 y= soszvx=o(x/l2)x/2 的 7 个 点 使 用 交换 法 求 得 极 小 化 极 大 抽 物 线 . 这 搜 物 线 的 最 大 误 莽 14 | 
是 什么 ?将 它 的 精度 与 Tayior 抛物 线 1 - xz2 的 精度 作 比 轻 . 

福 广 交换 法 对 = sinz,z_0(xyl2)x/2 的 7 个 点 求 得 极 小 化 极 大 三 次 多 项 式 . 这 个 三 次 式 的 最 大 浊 
头 |j| 是 什么 ? 将 它 的 精 麻 与 Taylor 一 次 式 =- 十 x? 的 精度 作 比较 ， 





























连续 数据 
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22 ,43 


322.44 
22.4S 


在 区 间 ( -1, 1 上 对 yz- 于 找 出 次 数 丰 大 于 5 的 极 小 化 极 广 才 天 式 .误差 是 什么 ? 

什么 是 关 工 yzr)=To+T+ 了 :十 了 3 的 次 歼 不 大 上 2? 的 氢 小 化 极 大 多 项 式 * 它 的 误差 是 什么 ? 通 
过 证 明 其 衣 近 误 益 不 是 等 波纹 的 而 证 明 Tu +r 了 无 论 如 何不 是 关 三 yfz) 的 极 小 化 极 大 直线 ， 

对 yz)=1- 二 e+ 十 z- 须 虽 找 出 次 数 不 大 于 5 的 极 小 化 服 大 多 项 式 , 它 的 误 关 是 什么 [区 
是 三 1 - 1,1).] 

应 用 题 22.27 在 区 间 (0, r/2) 上 对 吕 工 ) = cosz 求 得 极 小 化 极 天 直线 ， 

题 妆 .27 中 的 方法 能 否 适 用 于 在 (-1, 1) 上 的 >(z) 一 |z 1, 或 者 基 否 由 于 六 fr) 中 的 间断 使 得 方法 
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22 .46 


22 .47 


32. 生 


22 . 49 


Z2 .5 


22.51 
22.52 


22.53 


22.54 








不 能 被 应 用 ? 
在 区 间 (0, r72)? 上 使 用 交换 法 来 获得 关于 y - rose 的 极 小 化 极 大 直线 ,以 二 位 小 数 进行 计算 并 与 是 
22.44 中 以 其 他 方法 所 得 结果 进行 比较 . 
在 区 间 {@, r/2) 上 使 用 交换 法 来 获得 关于 y= cos 的 极 小 化 极 大 抛物 线 , [ 你 可 能 起用 Ti(z) 的 极 值 
点 ,可 通过 -个 变量 变换 .将 它们 转换 到 区 间 (0, rz2) 上 ,作为 一 个 初始 四 匹 组 . ] 
找 出 一 个 最 小 次 数 的 才 项 式 它 在 区 间 (0, r/2) 上 以 最 大 误 兰 0.005 明 近 yfz) = cosz.: 当 然 , 售 人 误 
差 会 限制 精度 ,多 项 式 可 以 惕 这 个 精度 而 定 . 
证 明 在 床 有 的 首 项 系数 为 1 的 ” 风 多 项 式 中 ,逼近 f(z)=0 的 极 小 化 极 大 多 项 式 是 2 "了 To(z) ,过 
近 区 间 取 作 ( - 1.1). 这 已 经 为 题 22,17 到 22.23 所 洱 盖 ,但 还 是 未 施行 下 列 历史 上 论证 的 细节 , 令 
素 ] = 开 十 CT 1 十 十 Ge 
是 任何 一 个 具有 所 述 类 型 的 多 项 式 .由 于 Tufz) = cosf marecoszj 我 们 有 
max ,2tTUOz)》1= 2 7 
注意 这 个 多 项 式 在 点 上 = cos&atn ,二 =0,],…,a 处 交错 地 取 它 的 极 值 夺 2 "假设 某 吉 项 式 满足 
max | 四 zz) 扩 20"， 
并 念 卫 () 一 声 () 2 TI 
这 时 已 (6z) 不 大 于 ma-1 次 而 且 它 不 会 恒 等 于 零 ， 国 为 这 会 要 求 max| 产 (z) 寺 一 21 ". 基 虑 值 已 (re). 
由 于 Az) 在 这 些 点 上 是 被 21-*,(z) 所 超过 ,故我 们 看 到 (zi) 有 交错 的 符 叶 ， 由 于 连续 性 PEz) 
头 而 必须 有 个 堆 点 处 在 相继 的 xy 之 同 . 然 而 ， 对 -个 不 恒 等 于 零 的 次 数 不 大 于 ” - 1 多 项 式 而 言 
这 是 不 可 能 的 .这 就 证 明了 maxi 加 (zz)| 闵 24 7. 
yy=e072304 的 慎 在 下 面 的 表 中 给 出 ,寻找 关 于 这 个 数据 的 航 小 化 极 大 抛 特 线 . 极 小 化 极 大 误 郑 是 
什么 ? 























在 区 和 间 { - 1,1) 上 以 木 大 于 0.005 的 最 大 误 差 通 近 斑 的 多 项 式 的 最 小 次 数 是 光 少 ? 
在 区 间 10,1y 上 ln(1+ z) 的 Taylor 级 数 收 敛 得 如 此 地 悍 , 为 了 达到 5 位 精确 需要 几 百 项 .在 同一 区 间 
上 








pt) -0.999902y - 0.49787572 + 0.317650x” 
0.193761r4 + 0.085569x5 0.018339z8 
的 概 太 音 差 是 什么 ? 
以 一 个 具有 最 小 次 数 的 多项式 来 通 近 y(z)-1-z+xzz-za+rz-a5+ce 在 (0,1) 中 其 误 兰 不 趣 
过 0.005. 
继续 上 题 , 产生 一 个 最 小 次 数 的 通 近 束 项 式 具 有 不 超过 0.1 的 误差 ， 


第 二 十 三 章 ”有 理 函 数 逼 近 


天 竺 


有 理 冰 数 是 多 项 式 的 商 , 因 而 构成 比 多 项 式 要 丰富 得 多 的 函数 类 ,这 个 更 大 的 函数 类 为 精 
确 通 近 增 加 了 希望 ,例如 , 带 有 极点 的 隔 数 ,简直 不 能 期 望 在 多 项 式 方面 的 努力 有 好 的 回报 , 因 
为 多 项 式 并 没有 奇 点 .这 种 函数 是 有 理 遇 近 的 主要 目标 .但 是 即使 对 非 奇 异 函 数 , 也 存在 宁 电 
选取 有 理 道 近 的 可 能 竹 . 

将 要 讨论 两 种 类 型 的 近 近 , 其 过 程 类 他 于 用 于 多 项 式 禹 近 的 那些 .在 预先 给 定点 上 的 配置 
是 选择 有 理 通 近 的 一 个 基础 , 正 像 对 于 多 项 式 那样 . 连 分 式 和 倒 差分 是 所 用 的 主要 工具 .所 涉 
及 的 连 分 式 取 如 下 形式 


二 一 交 1 





女 》 一 十 
3 : 1 国 





十 
6 本 一半 3 





一 十 
Da Ji 一 


4 站 2 
如 果 需 要 的 话 它 还 可 以 继续 下 去 .不 大 难 发 现 这 个 特殊 的 分 式 可 以 重新 整理 为 两 个 二 次 多 项 
式 的 商 , 也 就 是 -个 有 理 酝 数 . 系数 被 称 为 售 差 分 , 它们 被 选 成 要 使 得 能 实现 配置 ,对 眼前 的 这 
个 例子 ,我 们 将 得 到 





23 一 BRL 十 


2 一 立 | | 
P1 一 1 2 一 3+ 一 ， 
32 31 3 一 TI 2 一 1 


33 ”了 凡 1 32 ”31 
对 ps 与 pi 有 类 似 的 表达 式 , 倒 莽 分 这 个 术语 并 没有 不 自然 的 地 方 . 


极 小 化 极 大 


极 小 化 极 大 有 开通 近 在 应 用 中 同样 赢得 重要 地 位 .它们 的 理论 ,包括 等 误差 性 以 及 一 个 交 
换 租 法 ,平行 十 多项式 的 情况 , 例如 , 能 够 找到 一 个 有 理 函 数 


1 
吕 二 六 rr” 


它 交 蔡 地 以 二 太 恼 离 三 个 指定 的 数据 点 (zi yw). 当 

Tax | 民 ( 一 如 [= 和 
比 用 其 他 相同 形式 的 有 理 本 数 来 代替 R(z) 所 取 的 最 大 值 为 小 时 , R(z) 是 在 这 种 意义 下 称 作 
是 对 纵 定 点 的 极 小 化 极 大 有 理 函 数 ,. 如 果 指 定 的 点 超过 三 个 的 话 , 则 用 交换 算法 确 定 极 小 化 
极 大 R(z). 它 与 极 小 化 极 大 多 项 式 的 相似 性 是 明显 的 ， 











及 (zy 一 


Pade 逼近 
它们 其 有 形式 

卫 。z 

包工) 

其 中 P， 太 吕 ,分 别 足 mm 及 次 多 项 式 .习惯 上 , 规格 化 Q (0 =1 为 各 近 一 个 给 定 的 函数 
y(z),Pade 提议 使 y 与 Re 在 某 个 指定 点 处 它们 的 值 连同 头 N 次 导数 都 相 一 致 , 其 中 
NE 上 1 这 就 提供 了 N +T 个 条 件 来 决定 P。 及 总 。 中 余下 的 N+1 个 系数 .问题 中 的 点 通 
常 取 作 “=0 .人 稍 若 需要 的 话 可 以 通过 变量 的 - -个 适当 平移 来 实现 这 -点 , 它 与 y(z) 在 =0 
处 的 Taylor 多 项 式 的 平行 性 是 显然 的 , 耐 事实 上 Tayler 多 项 式 是 并 vo. 正如 训 看 到 的 , 对 一 个 
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给 定 的 N 通过 选 问 =a+1 或 站 = 蒜 .可 达到 吕 高 的 精度 , 也 就 是 说 分 子 和 分 母 的 多 项 式 的 次 
数 要 胸 成 大 致 相等 ， 


题 解 
配置 有 理 阴 数 


33.1 寻求 有 理 函数 y(z)= 1/(a+ 拭 ) 已 知 y(1) =1 及 y(3)= 广 . 


解 E 代入 后 要 求 s+6=1 及 a+35=2, 它 过 使 -8= 本. 所 要 求 的 函数 是 >(z) = 27(1+ 
2) 这 个 简单 的 问题 说 明 这 样 的 事实 , 即 由 配置 来 时 找 一 个 有 理 函 数 等 价 十 解 一 组 关于 未 知 系数 的 
线性 方程. 

23.2 还 要 寻 技 有 理 函 数 wm(z)= Mr+ 及 yzr)=e+ az, 它 们 也 满足 y(ti=1 及 y(3) 


上 上 
， 
解 ke5 通过 观察 可 以 找到 线性 函数 yx(z) = (5 - >)/4. 对 另外 -个 我 们 需要 去 满足 系数 方程 " 
4 -13c+d- 二 而 这 意味 着 c= 本 ,4= 才 ,使 %i(z)= (z+3)14z. 现 在 我 人 有 汪 个 有 理 画 数 , 它 
们 通过 两 个 * 给 定 的 点 .肯定 还 有 其 他 的 ,然而 在 车 种 意义 下 这 些 是 最 管 单 的 .在 > = 2 处 这 一 个 
数 提供 给 我 们 的 插值 为 全, 立 和 -5 ,在 区 间 (1,3) 内 部 三 者 在 一 定 程度 上 徙 此 相近 似 .在 区 间 外 它们 


有 巨大 的 差异 . (参看 图 23.1) 有 理 函 数 间 的 差异 性 超过 多 项 式 的 ， 这 非常 有 巧 于 掌握 所 需要 的 有 理 
函数 类型 的 知识 . 











图 23.1 


23.3 ”假设 己 知 y(z) 的 形式 为 y(z)=《a+ pz2yAfe + er2) ,以 要 求 yD0) = Tt = 全 ， 


y(2) = 司 来 决定 Y(z)， 
解 上 代入 后 得 到 线性 方程 组 


下 二“《， a+6 = 二 (era at 4 于 (c+40， 





。， 泽 江 ,原文 为 三 个 . 
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和 由 二 包 含 的 只 基 二 个 多 项 式 的 比 , 有 一 个 系数 可 以 取 作 1 除非 后 来 被 证 明 它 为 零 . 党 试 取 吕 =1 .这 
时 我 们 发 规 a ==e= 二 ,因而 3fzr)=fl+zrfl+2r2). 河 意 , 有 理 国 数 wafr)=10A10+6x - 
xz2 也 包含 这 二 个 点 ,yatz)=(r+3)703Cr+1)] 也 如 此 ， 








连 分 式 与 倒 差分 
23,4 计算 下 面 连 分 式 在 =0,1 和 2 处 的 值 ， 
这 
昌 二 了 十 - 
了 一 了 
一 3 十 了 
3 
解 es 直接 计算 表明 >(0) =- 1, y(1)= 二 和 >(2) = 读 .这 些 还 是 上 是 的 值 .这 里 的 要 点 是 这 一 美 
连 分 式 之 结构 使 这 些 值 等 于 分 式 的 逐次 " 攻 近 值 ", 即 在 项 之 前 和 + - 1 项 之 前 茂 断 分 式 所 得 到 的 
部 分 值 ,当然 还 有 末端 的 值 .人们 容易 发 现 这 个 分 式 也 可 重新 糙 理 成 我 们 的 ya(z)， 
23.5 在 


在 0 十 全 1 十 癌 2 
曙 0 十 而 1 十 己 :区 


的 情况 下 , 推出 有 理 函 数 与 连 分 式 之 间 的 联系 ， 
解 ee 我 们 遵 插 另外 -条 历史 途径 . 令 5 个 数据 点 (zy) = 二 5 为 已 知 的 .为 了 在 这 些 点 
上 的 色 置 ,对 每 对 z,,% 有 


丰 昌 一 再 0 入 十 妇 1 定 一 看 1 十 名 2 一 站 3 一 间 . 





3 


行列 式 方程 
1 3 开本 区 
1 3y1 xi xl91 了 
1 3 zz 292 于 
1 33 33 7T333 之 


1 34 Z4 3Td3a 于 


ny 和 
[ 
避 
的 
人 





1 3 75 535 95 

明 亚 地 具有 大 要 求 的 性 页 .第 二 行 通过 下 面 的 运算 约 化 为 1, 和 0,0,.0,0: 
从 第 二 列 减 去 第 一 列 乘 以 %1- 

从 第 门 列 减 去 第 三 列 乘 以 ?1. 

似 第 六 列 碱 去 第 五 列 乘 以 . 

从 第 五 列 减 去 第 二 列 乘 以 r1， 

从 第 三 列 减 去 第 - - 列 乘 以 xi 


此 时 行列 式 为 下 面 的 替代 物 所 置换 ， 
1 y-y za zy-mn rz-zr) Te 一 3 
1 自 站 心 用 心 


1 34 372 二 21 zf(33 一 31 工 [ 一 之 划 z2y2 一 341) 
1 3 一 3 2 一 1 于 jy3 一 y1) 工 弥 3 一半 ) (33 一 31) 


1 如 -有 下 dd- 3 az TI) MD 








1 3 5 zs 一 91) 工区 5 一 1 工 吉 35 一 2) 
按 行列 式 的 第 二 行 展 开 然后 : 

以 ?3 除 第 一 行 . 

以 mw%t 除 第 : 行 ,对 ;=2,3,4,5， 


引入 符号 lf(zz)= 二 一, 方程 现在 可 以 写成 





2 数值 分 析 





三 ar DEEP 








zz 开工 2 工 201(T2T1)》 三 
i pfz3TI) 3 -30311 5 - 昨 ， 
1 itzdrly 了 了 T4P1TT4TD | 
1 frseI) 了 5 了 SS .3 
现在 重复 这 个 运 鼻 ,使 第 二 行为 1,0,0,0,0， 
从 第 二 列 喊 去 第 一 列 乘 以 olf .razh. 
从 第 四 列 减 去 第 三 列 乘 以 ptfzazzn， 
从 第 五 列 减 去 第 三 列 溢 以 za. 
从 第 二 列 减 去 第 一 列 乘 以 rz， 
这 时 行列 式 具 有 形式 : 
1 arzi 一 站 (rt 了 -2 Tarriy -PICzart (一 工 2 | 
0 0 必 0 


1 oilzrsrD -和 (razD .cz riorkzzri) -pfzrazD za 一 Y2)|， 
1 pfz4z) -pfzarl) zz 一 ea [ptr 一 pfararil af2d 一 22 
1 of(zszi -plarazri 52 TIotrsz] -pifzari] zs0rs 一 321 | 

接 第 二 行 展开 ,然后 

以 PC 一 aifzazT) 除 第 -~ : 行 ， 

以 PIC 一 otfzazl) 队 第 zi 行 ,对 :=2,.3,4. 

在 这 里 是 传统 性 交 加 的 - ' 步 ,目的 为 了 保证 要 定义 的 量 e 的 对 称 性 质 .( 参 看 题 23.6) 

以 yw 雪 第 一 列 并 加 到 第 二 列 上 . 

以 ” 乘 第 三 列 并 加 到 第 四 列 上 ， 


引入 符号 mafzzyxa)y= TCD r ,现在 方 各 简化 三 





了 Pafyrlraz] 和 pi Er1d2] 
1 pa(xariz) 3 spat(T3T1Z2) | 


1 af 4] 工 21 人 本 4 站 革 交 4 荆 1 开 2 








1 六 交工 5 工 1 底 2 了 5 宛 5028 TST1T2 











另外 的 相似 的 简化 产生 
11 pa.erlczT3]) 区 
1 pifrd4riz2r3) 4 | 一 由 
11 af TST1 王 2.E3 Ts 
其 中 
立 一 下 5 、 
Prt72z3)】 二 CR) Cs 十 疝 坟 了 1 了 2 
最 终 , 最 后 的 简化 式 为 
1 PCzmrtr2T3zd) 
pifzscizazaza]] 
其 中 
or PR 


我 们 推 得 pf zzlzazrsze)= pttzszizsz3izd). 风 刚 引 进 的 各 个 p; 称 作 : 阶 伴 差分 ， 而 这 四 阶 惕 差分 
的 等 式 等 价 干 我 们 所 开始 的 行列 式 方程, 并 县 就 是 我 们 正在 找 的 有 理 画 数 ， 
倒 差 分 的 定义 现在 以 一 个 自然 方式 导出 一 个 连 分 式 .我 们 逐次 地 状 得 


工 一 了 1 工 一 1 
二 和 








二 YL 十 
了 3 下 一 江 了 > 


2 
Aitzaz) pa(zr1z2 蚊 


= 第 二 十 三 章 ”有 了 巢 清 数 送 近 





23.N0 


23.7 











三 史 十 二 - 艺 
证 一 区 
al raz1] + 一 < 
了 工 了 3 
18202331 一 了 1 一 
pa(zritar3j ~ PiY1Y2] 
=y 十 一 了 一 开 
三 六 
站 下 一 工 : 
pl za 了 iT 一 一 





了 了 3 
p2fza7172) 一 31+ 国 汪 一 
pat4r17273] 一 MT1 工 3 二 (zsrlrarazd) 0 
其 中 ,在 最 后 一 个 分 母 中 , 作为 我 们 大 量 行列 式 简 化 之 终点 的 四 阶 差分 等 式 , 最 终 被 用 上 了 .这 就 是 
那个 使 得 上 面 的 连 分 式 成 为 所 放 求 的 有 理 函 数 的 等 式 .( 在 所 有 这 些 计 算 考 后 的 是 这 样 的 假设 , 即 数 
据点 确实 属于 这 们 一 个 有 理 函 数 , 以 后 代数 过 程 不 会 在 某 个 点 上 中 止 .参看 关于 例外 情 训 的 例子 .} 


证 明 倒 差分 是 对 称 的 . 
证 歧 对 . 阶 差 分 来 说 这 是 立刻 就 明白 的 , elf rtzz)= pl(zazl》. 对 二 阶 莽 分 人 们 阁 先 验证 











了 3 一 工 3 此 一 工 1 
一 一 十 Y1 二 一 国 十 32 
区 区 本 还 人 了 上 了 工 3 证 了 坟 1 -了 > 
3 3 2 1 3 1 32 


已 2 二 并 1 





十 93， 
了 2 二 工 3 工 1 ”了 3 3 


3z 一 光 3 1 一 3 


由 它 可 得 在 oj(zvzyzi) 中 立 可 以 用 任何 顺序 进行 排列 ,对 更 高 阶 的 差分 来 说 证 明 是 类 似 的 . 
应 用 余 差 分 从 表 23,1 的 头 两 列 中 的 数据 r, y 重新 得 到 y(z》=1ACL1+z2). 











表 23.1 
工 浊 
0 上 1 
了 工 了 
人 二 _ 志 一 上 
3 0 
了 访 如 
] 对 d0 
3 轨 0 170 0 
工 7 了 T4f0 
雹 ]7 442 46 
工 号 
3 26 





解 “4 王 各 阶 倒 差 分 也 出 现在 这 个 表 中 .例如 ,4 这 个 项 就 是 从 带 圈 的 项 以 下 式 得 到 的 ， 


4 二 1 
3 TS3T4TT5 一 T 1 1 1 
人 雪 | 1| 
工 s 一 学 > - 
本 2 工 3 45 一 af 工 23Pd4] 


由 题 23.5 中 给 出 的 定义 ,第 三 阶 伏 分 应 该 是 





+ 一 4140) = 和 





+ 记 区 工 34》 


王 2 一 和 
pazf zzz37T4) 一 02 工 3T34 
但 是 由 对 竹 性 , 这 与 我 们 上 面 思 的 是 相同 的 .其 他 的 差分 可 以 用 同样 的 方法 获得 . 
连 分 式 由 区 对 角 线 构成 


一 二 十 





3(T2zz3.4325] 二 + DI(T34)， 
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工 2 
1 30 和 
了 工 
20 
1 
2 10 3 
上. 全 
与 号 
3 
] 5 一 全 自 
工 
- 世 1 
4 3 一 全 
0 
oo 
导出 的 连 芬 式 汶 
_- 一 上 
2 二 罗 _ 工 二 工 一 卫 
20 _ 10 .了 =3 
3 33 工 一 4 
20 了 功 


它 约 简 成 *(7)=607Z[zfzr+Ii]. 
极 小 化 极 大 有 理 函 数 


23,11 ”怎样 才能 找到 一 个 有 理 函 数 RUzr)=170a + bz), 它 偏 商 三 个 点 (xi y1) (za 3y2)， 
及 (xya) 变 错 地 为 土 疡 ? 
解 ut 生 这 三 个 菜 件 为 ， 








1 
3 一 点， 一 下 ;页 当 一 12,3. 


可 以 写 戌 
Qi 一 砍 》 十 可 (3 -71 一 1 = 由 
afK32 十 下 二 百人 2 十 丰 )T2 一 1 
Qt 一 由 ) 十 下 (33 -下 73 一 二 
消去 。 及 5 我们 得 知 上 是 由 二 次 方程 
31 一 由 《31 一 下 1 -了 1 





1 
书 : 


+ Oo+tRhz -1 -0 
2- 由 《ya 一 下 )xz5 -外 
所 决定 的 .选择 有 较 小 绝对 值 的 根 , 我 们 将 它 回 代 而 得 到 sa 此 加 (不 难 证 明 , 实 根 总 是 存在 的 . ) 
23,12 ”应 用 题 23.11 的 过 程 不 这 样 三 个 点 :(0,0.83),(11.06)，(2,1.25) . 
和 解 ” 几 二 次 方程 恋 成 482 -4.128 -0.130= 小 因而 抽 间 求 的 根 为 训 - -0.03. 十 基 系 数 a 友 
满足 0.86a -1=0,1.03u+1.035-1=0 从 而 它们 为 es1.16 及 ss -0.19， 
23.13 ”将 上 题 加 以 推广 , 应 用 交换 法 来 寻找 一 个 极 小 化 极 太 有 理 画 数 , 其 形式 为 只 = 
1Afe + rz) 对 这 些 点 :(0,.0.83),， (1,1.06)，(2,1.25)，(4,4.15)， 
解 8 我 们 的 问题 是 与 先前 的 交换 方法 十 分 相似 ,上 题 的 :元 组 当 作 一 个 初始 一 元 组 .对 这 个 
三 元 组 所 获得 的 等 误 芋 有理 画 数 为 Rifzr)=1701.16-0.19z). 在 这 四 个 数据 点 上 可 以 计算 得 它 
的 误 莽 为 -0.03, +0.03, -0.03.1.65 .我们 发 现 Rifzr) 在 =4 处 很 荤 .我 们 选择 后 三 点 为 新 的 三 
元 组 , 来 保持 交错 的 误差 符号 ,新 的 二 次 方程 为 
6j2 一 21.245 + 1.43 = 昌 ， 
使 产 =0.07.a, 如 所 满足 的 新 方程 为 








， 252 ， 数 信 分 锦 





w 工 百 = .00 二 25 一品 75S8， 十 465 = 昌 .245， 

值 wse1.265 太 pss -0.255. 在 四 个 数据 点 上 的 澡 莽 现在 为 0.04.0.07， 0.07,0.073 面 且 由 于 我 
们 现 赤 的 二 元 组 中 设 有 -一 个 误 益 超过 0.07, 所 以 我 们 到 此 为 止 , 搁 受 

1  .- 

1.265 一 曲 ,255 了 


为 极 小 化 极 大 扣 近 .这 是 - :个 变换 算法 的 典型 展示 .我 们 的 结果 自然 只 精确 到 一 位 ,而 数据 本 身 只 
昆 两 位 精确 . 折 以 进步 的 努力 看 来 是 没有 根据 药 , 有 有 趣 的 旦 注意 到 该 计算 是 十 分 敏感 的 .例如 , 在 
我 们 的 Rx(r)? 中 含 去 在 第 三 位 上 那些 9, 就 能 改变 Ra(4) 几 平 半 个 单 实 .这 种 敏感 是 由 于 极点 在 了 
-5 附近 . 民 ,fzr) 及 Ri ) 都 在 图 23,2 中 给 出 . 





屎 革 ff) 一 





图 23.2 


23.14 “上 题 的 数据 点 是 对 v(c)=4/(5- 了 ) 加 上 一 个 不 超过 5$% 的 随机 "嗓音 "得 来 的 . 用 
R:(>) 来 计算 平滑 信 并 与 准确 值 以 及 原始 数据 进行 比较 . 


解 上 所 变 米 的 慎 如 下 , 还 加 上 工 =3 处 的 值 : 














腺 痛 * 只 竟 " 数 据 ， .83 1.06 1 25 一 4.15 
Rafzr) 的 值 0.79 .99 1 了 2. 扣 4 .08 
afz) 的 闪 靖 优 0.80 1 1 .33 2.00 4.00 





只 音 基 =4 区 的 识 吾 是 大 的 ,但 它 已 经 几乎 被 减少 了 一半. 在 极点 =5 处 的 影响 是 显然 的 .以 甸 项 
式 进行 的 遂 近 会 更 如 不 成 功 ， 
23,.15 对 Pade 有 理 明 数 























Ptz) 
玉 woCz) 一 Qtz) 
其 中 Pu(zr)=a0+ai+asT + 十 Con ， 


@Q,fz) 一 1+pr 十 太 3 区 十 二 
导出 加 在 诸 系数 上 的 条 件 , 使 得 它 当 N = mm+7 时 满足 
RUNO) = YNO) 二 二 由 1 Ni， 


假设 (xz ) 有 级 数 表 达 式 
3 一 E0 填写 | 之 十 2 十 
解 ME 我 们 有 
| Se] ap] 一 > “= 





of) - Rao(z) = 








第 一 十 二 章 ”有 理 函 数 拥 近 


如 果 右 侧 的 分 子 没有 比 z~” 托 的 项 ,我 们 就 已 经 达到 了 所 要 的 目 款 , 为 此 我 们 载 要 


好 有 一 记 orb， 右 ] 二 nc1 十 右 1 妈 2 一 看 1 十 占 171 十 上 256 
上 
- 般 电 ai Ni 
1 = 看 


受 而 =1 约 束 的 限制 且 


23.16 ”应 用 上 题 于 y(z)= 寻 , 取 问 = 三 2. 
解 E 对 这 个 函数 我 们 有 co= Le =1,cz= 二 ,cs 








4 ci= 二 导出 的 方程 为 


站 
荆 
an0 二 于， 台 | 二 十 十 而 1， 4 二 +， 
上 ， 十 _ 工 ,十 工 
0 = 站 上 人 和 1 二 克 2， 0=34+ 再 01+ 了 加， 





它们 的 解 是 su= lei= 二 ,az= 证 ,各 = -二 以 及 2= 证 ,将 它们 回 代 , 我 们 最 族 对 Pade 逼近 有 


， 垃 +6zr 二 辽 
Ratz) ”12 一 6z + az 


在 区 间 ( -1.1) 上 它 的 绝对 误 营 从 中 心 处 的 堆 赵 到 在 了 = 芋 处 为 0,004. 有意 立 的 是 注意 到 这 种 通 
近 反 上 映 了 指数 函数 的 一 个 基本 性 质 ,所 以 ，z 圭 代 xz 便 产生 它 的 倒数 ， 
23.17 对 yzr)=e 拓 显然 








1 
Ra 一 1+z+ 了 7 


不 过 要 用 题 23.15 的 方法 来 寻 拷 Roskz )， 
解 4 道 当 的 方程 组 包括 ao= 1 接 下 来 二 角形 方程 组 


了 + 工 十 和 ，+ 
6 





0 三 1+ 吕 ， 

0 = 广 + 生 + 芭 ， 

0 = 十 十 广 国 + 反 +b 

荆 ， 工 工 
0 = 5 6 Pi + 2 0 二 3 二 4 
1 
民 o( 了) 二 一 全 1 3 1 
1 人 + 隐形 


这 式 子 的 分 母 是 对 内 了 ) 之 倒数 的 一 个 5 项 通 近 .这 大 概 已 经 是 所 期 望 的 ， 
相对 于 尽 而 言 ,在 ( -1,1) 上 Rn 在 左 半 芭 间 更 接近 ,而 在 右 半 区 间 就 离 得 更 还 了 . 民 4 自 
始 至 终 不 如 RR， 并 且 这 是 Pad 通 近 的 普遍 真理 .mm 等 于 或 几乎 等 于 的 那些 抽 近 是 最 精确 的 . 











补充 题 
23.18 像 在 题 23.1 中 那样 ,直接 好 求 .个 函 教 y(z)=1(a+ 红 ) 使 >(1)-3 以 有 y(31=1, 我 们 的 连 分 式 
方法 会 产生 这 个 函数 吗 ? 
23.19 直 搂 求 _ 个 画 数 J(z)=1/(a+ +cz2) 满 足 X0) = 1320)= 二 以 及 >(C10)= 二 .我 们 的 过 分 式 广 
法 能 产生 这 个 函数 吗 ? 











23.20 利用 连 分 式 方法 来 求 一 个 有 理 函 数 具 有 下 面 的 值 : 








253 


254 ， 





了 3 2 


3 .22 


23 .2 


23 .24 


23 .25 


23 .2 
23 .27 


23 .2 


23 .29 


数值 分 析 
利用 连 分 式 方 法 来 求 一 个 有 理 丙 数 基 有 下 面 的 值 : 


全 ] 9 19 





YY 8 证 4 .1 18.05 


寻找 -个 有 理 函数 具有 这 些 信 : 








由 山 和 十 名 
,二 | 
寻找 -个 有 理 尘 数 具 有 这 些 值 : 
了 和 1 了 下 1 
了 一 全 土司 了 雪 ] 


(记号 + ee 涉及 到 .个 极点 在 那儿 晴 数 改变 符号 .) 
求 一 个 兵 有 下 面 痊 定 值 的 有 理 画 数 .对 y(1.5) 进 行 插值 ,这 个 两 数 的 “ 报 点 "在 有 娜 些 地 方 ? 





求 关 于 函数 (rz)-= zz-1 人 在 区 间 ( - 1, 1 上 的 极 小 化 极 大 函数 
并 
站 十 FT 


在 区 间 避 ,3) 上 使 用 交接 法 求 对 如) =r 的 要 小 化 极 太 通 近 尽 (z) 二 170a+ 好 ) 
对 上 点 梨 (z ,其 中 计 = 1 RN 推出 -个 变换 法 ,用 于 寻求 个 极 小 化 极 大 通 近 郴 煞 RR(z)I=(a 
+Rryrtt+edzr) 将 它 应用 于 下 面 的 数据 : 





下 (rr) = 











zz | 日 1 2 3 4 5 
- 一 一 
站 0 了 030 06 020 02 0 


使 用 R(z) 来 平滑 ， 值 .它们 与 y(z)= 一 [5 接近 的 程度 如 何 ? 这 些 带 有 随机 说 老 的 数据 是 源 于 这 


个 函数 的 ， 
寻求 - -个 有 理 函 数 它 包 依 了 这 些 点 : 
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23 .30 


23 ,31 


2 ,33 
23.34 





寻求 一 个 有 理 丽 数 包 含 了 下 面 的 点 ,这 个 函数 有 任 后 实 概 点 吗 ? 




















了 一 2 -1 0 1 2 3 
4 名 14 
了 3 “ “ 3 7 13 


用 一 个 有 理 通 近 函 数 以 下 面 的 表 对 y(1.5) 进 行 播 值 : 











2 3 






二 









57.298677 28 .553705 ] 呈 .107321 14 33535588 














以 和 =3,.2=1 对 题 23.1t6 进行 工作 . 
以 和 =11=3 对 题 23. 让 进行 工作 . 
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离散 数据 


正 终 函 数 和 祭 纺 函数 它们 具有 多 项 式 的 许多 好 的 性 质 . 纤 借 着 快速 收 合 的 级 数 它们 容易 
被 计算 .他 们 的 逐次 导数 仍 是 正 弦 函 数 与 余 芝 末 数 , 对 积分 同样 的 情况 也 成 立 , 它们 也 有 正 交 
的 性 质 以 及 当然 的 周期 性 , 这 一 点 多 项 式 并 让 具备 .因而 在 盘 近 理论 中 这 些 熟悉 的 三 角 孜 数 的 
使 用 就 是 可 以 理解 的 了 ， 

一 个 配置 预先 给 定 的 2L +1 工 个 ， 后 三 角 和 ， 它 可 以 用 


(7) = 六 ca + > 亲 二 丰 | 


这 种 形式 来 得 到 ， 卫生 上 为 偶数 人 人 的 形式 稍 有 不 同 . 这 些 正 荡 函 数 和 余弦 函数 的 一 个 正 
交 性 质 是 





aeos 万 古 T 十 占 5 





ysin -2m_ sin -2 天福 二 ， 共计 坟 
SN+l N+l (N+1)/2， 苦 j = 大 天 0 
N 
-3X 2 
之 sin 玉 机 T37eos F T 三 隐 . 
交 | (， 藻 ) 关 上 
了 mm 和 荐 /一 上天 0 六 +1， 
N+l， ， 若 )=R=0N+L 
使 其 系数 容易 地 被 确定 为 
2 
CR 二 元 和 1y(z)es 于 人 1 姑 开 = 日 1…… 了 ， 
2 4 - .， 
本 汪 亲生 jy(zjan3 Ar R 三 12 了 工 . 


这 些 系数 提供 了 具有 指定 形式 的 惟 -- 的 配置 足 数 , 对 于 偶数 个 配置 点 , 壁 如 说 2L 个 相应 的 全 
式 为 


放 全) 二 六 十 了 | we 十 Paesin 了 kz| + 六 areosrz， 


了 一 
其 中 引 一 二 守 (zjcas 了 Rz 号 三 个,1 工 ， 
站 


二 了 2 (7)sin 了 he 三 1…, 工 -】. 
对 相同 的 离散 数据 进行 最 小 二 乘 方 通 近 ,使 用 相同 类 型 的 二 角 和 .可 简单 地 由 将 配置 和 蕉 
断 而 得 到 .这 是 一 个 既 有 和 名 又 方便 的 结果 . 凸 如 在 题 21.8 中 观察 到 的 那样 , 用 正 交 肯 数 的 另外 
的 表达 式 它 也 是 成 立 的 .在 (2L+1T) 个 自 变 旺 的 情况 下 ,这 里 要 被 极 小 化 的 是 
2 
S = 2 [y(z) 一 全) 王 ， 
其 中 Ttz) 是 缩短 的 和 (M 比 工 小 ) 
ThMwrfr) = 六 An 十 >| [Aueos 末 人 1 亲 且 本 


便 才 陈述 的 这 个 结果 说 明 村 将 3 展 小 ,化 我 们 必 颂 选 取 A4x = alty 甩 = 名 ,S 的 极 小 值 可 以 表示 
为 

















皮 T 十 吾 和 Sin | ， 


和 





了 《ee 让 训 > 


中 二 ML 


人 min 一 
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当 M=L 时 它 会 变 成 稚 , 这 简直 不 是 一 种 惊 这, 因为 从 此 我 们 再 一 次 得 到 配 连 和， 

周期 性 是 二 角 和 的 一 个 明显 的 性 质 . 如 果 -个 数据 丽 数 不 是 基本 上 为 周期 的 , 它 还 是 可 以 
用 于 构造 一 个 三 角 台 近 , 假如 我 们 考虑 前 只 是 一 个 有 限 区 间 的 话 , 给 定 的 y(zr) 十 是 可 以 想象 
为 在 区 间 外 以 一 种 方法 将 它 延 拓 为 周期 的 . 

奇 函 数 与 偶 函 数 通常 用 来 作为 一 种 延 本 函数 .一 个 奇 珊 数 具 有 性 质 y(- 工 ) = - y(Cz) .经 
费 的 例子 是 y(z)= sinz ,对 于 一 个 具有 周期 P=27 的 奇 函 数 , 我 们 三 角 和 的 系数 简化 为 

ak = 用， zx = 生 y(z)sin 人 
za 
而 -个 偶 函 数 则 具有 性 质 y%( - r]= yz). 经 典 的 例子 为 y(zr)=cosz. 对 寺 一 个 周期 为 己 = 
2 的 偶 冰 数 , 系数 变 成 
ak 二 所 fy(0) + 3( 工 )cos 有 rr] + 生 (zjcos 和 kr， 久 = 0. 

这 些 简 化 解释 了 奇 函 数 和 侦 苑 数 为 什么 会 受 欢 迎 ， 
连续 数据 


当 供应 的 数据 为 连续 的 , Fourier 组 数 就 上 符 代 了 有 限 三 角 和 , 很 多 细节 都 是 类 似 的 , 对 于 定 
义 在 (0,2r) 上 的 yw(z), 级 数 形 式 为 
方 oa 十 > (akcos 有 十 入 sin&r ) 
正弦 函数 和 余弦 函数 的 第 二 种 正 交 性 质 是 


了 
| sinm 基 sin 克 划 t 一 | 




















0， 若 了 天 天， 
T 了 三 下 天 间 . 
2 

| sin 广 cos 天 df = 有 . 

， 0， 若 j 天 开 ， 

| eseosd= r， 和 落 三 = 友和 天 10， 
三 

2r， 车) = 下 = 昌 . 


它 的 Fourier 系数 容易 验 明 为 
ak 二 王 | (costtdt， 
记 = 工 | >(Dsinkedr， 
由 于 级 数 具 有 27 的 周期 ,我 们 必须 将 它 的 使 用 限 止 在 给 定 区 间 (0, 2r) 中 ,除非 y(z) 笠 巧 有 
同样 的 周期 . 非 周期 函数 在 一 个 有 限 区 间 上 也 可 以 被 接纳 的 ,如 果 我 们 想象 它们 被 延 拓 为 周期 
的 . 夺 和 偶 的 延 拓 还 是 最 常见 的 ,在 这 种 情况 下 , Fourier 系数 大 天 地 简化 成 像 上 上面 所 述 的 . 
Fourier 系数 是 与 配置 系数 有 关 的 . 取 一 个 奇数 自 变 其 的 例子 我 们 有 , 例如 


LT1 1 、\、 
册 二 二 | 二 >(0) 十 2f2L1 十 (ze 下 











3 
al 二 寺 |， y(zjcos 了 dz 


的 梯形 法 则 通 近 , 其 中 用 过 一 个 变量 变换 为 了 得 出 这 个 类 似 的 情形 . 
关 寺 连续 数据 情况 的 最 小 二 乘 方 通 近 可 以 通过 截断 Fourier 级 数 严 得 到 , 它 将 使 积分 


了 机 
1 = 上 [stop - TutDJdr， 
棚 小 化 , 其 中 


和 数 簿 分 村 





荆 
2 


换言之 , 要 使 了 极 小 化 我 们 必须 选择 4 = mm, Bi= 吧 ,1 的 所 小 侦 可 以 表示 为 


AT 
Tu = 二 40 + >》 (Ahkcoskl 二 BisinAr) 
点 = 





在 对 y( 纪 作 了 十 分 暗 的 假设 下 出 现 平 均 收 伍 . 这 意味 着 , 当 M 趋 于 无 穷 时 Jun 的 极限 为 


应 用 


在 数值 分 标 中 三 角 函 数 有 逼近 的 两 个 主要 应 用 是 : 

1, 数据 平滑 .由 于 通过 截断 可 以 这 样 方便 地 得 到 最 小 二 乘 通 近 , 这 个 应 用 看 来 是 自然 的 ， 
最 小 二 乘 原理 平滑 的 效果 类 似 于 在 多 项 式 情况 下 观察 到 的 那 祥 ， 

2. 近似 微分 .同样 在 这 里 , 的 约 可 见 背 景 中 的 三 角 郑 数 和 的 最 小 二 乘 外 观 有 时 应 用 一 个 
诸如 

















y(z) 十 -2 -2 -yz-D+yz+rD+2y(z+2)] 
的 公式 , 它 是 由 前 面 的 最 小 二 乘 抛 物 线 导出 的 , 其 结果 通过 三 角 范 数 和 可 得 到 进一步 
的 平 清 .必须 记 住 ,这 从 平滑 的 危险 性 , 它 会 抹 掉 目标 函数 的 基本 性 质 . 
复数 形式 
前 面 所 有 的 一 切 痢 可 以 表示 为 复数 的 形式 ,三 朋 和 变 成 
其 中 为 虚数 的 单位 , 因为 有 Euler 公式 


[有 


ea 一 enosz 十 SnLT， 






































了 
， - 包 ， ,。 ， 
它 等 价 于 了 十 2 (ercosjz 十 六 sinjz )， 
全 


其 中 旬 二 人 上 CC 六 一 ie) 
系数 8 Ci 可 以 是 实数 也 可 以 是 复数 . Fourier 级 数 变 成 
太一 人 2 ee 
具有 Fourier 系数 
1 2 _i 
= 去 | FU)erandz， 
有 了 限 和 
xl 
方 二 六 FCzn)e 
其 中 心 =2rmj/N 对 =0 到 有 -5 它 是 态 的 一 个 时 显 的 通 近 ,也 是 在 数据 点 r。 处 插值 f(z ) 
的 三 角 函 数 委 适当 的 系 烙 ， 
人 一 之 廊 eg， 
六 从 根本 上 来 说 就 是 被 称 作 离散 Fourier 变换 的 元 素 . 给 定 一 个 具有 分 量 wo 到 zw_1 问 直 ， 
Y 的 敲 散 Fourier 变换 可 以 宕 义 为 具有 分 量 


卫 一 条 
只 


形 二 由 


的 癌 量 Vv ,对 /=0 到 )=N-1l 而 ws 为 1 的 次 根 . 
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一 mi 
mw = 上 TEN 


这 些 不 同 的 关系 式 将 在 题解 中 得 到 考察 . 
它 意 味 者 通过 使 用 离散 变换 来 计算 Fourier 系数 广 的 近似 值 是 可 能 的 , 快速 Fourier 变换 
(FFT) 使 这 种 计算 变 得 有 效 甚 至 当 N 值 很 大 时 ,这 些 系 数 在 许多 应 用 中 都 是 重要 的 .由 于 它 


们 给 出 在 一 个 复 于 期 过 程 中 分 基 项 的 相对 分 量 . 











题 解 
以 配置 产生 的 三 角 画 数 和 
24,1 ”证 明正 交 条 件 当 + 魏 六 时 


人 ， 若 ) 关 有 或 了 = 天 = 人 


sn -ji sin -2 Ar = 
2 +1 Nr+l (CN+1)72， 若 j = 大 天 0 





win 2 ， | 24_5 -0 
之 人 5 玉 HT eos+1 . 








半 吝 由 
| 
和 
站 


> 27 2 ， 
， 元 
2 cos HT cos 机 二 RE = 3fN +1772， 
N +1， 
证 贱 它 的 证 明 可 以 通过 初等 三 角 . 作 为 例证 ， 


.28 .2 工 
sin Tie sm 疝 好 | es os 本 0 一人 zeos ce +z|， 


笃 个 余弦 画 数 和 为 零 , 出 于 所 包 售 的 角 对 称 地 分 布 在 0 与 2r 之 问 ,而 j = 《0 除外 ,在 这 种 情况 下 
第 一 个 余弦 丽 数 和 为 (N + 1)/2, 妆 两 个 可 用 类 似 的 模式 加 以 证 明 . 
24.2 ”关于 奇数 个 自 变量 zx =0,1 …,N=2L 上 的 配置 三 角 函 数 和 可 以 取 作 
上 
方 ao+ 疡 
利用 题 24.1 来 决定 系数 ak 及 久 ， 
解 5 为 了 竺 到 o 我 们 将 y(z) 和 以 ros Ps Tyr 并 求 和 ,我 们 得 到 


























2 2 ] 
atcos IJ + zz 十 pasin 5 二 IT 妇 ， 


1 
全 二 了 官 (re 这 汪 ii = 001, 工 . 
由 于 右 侧 所 有 其 他 项 均 为 零 .在 y(zr) 中 的 172 因子 使 该 结果 对 j =0 也 成 立 . 为 了 得 到 疡 我 们 将 


y(z) 乘 以 sm 于 Ti 并 求 和 ,得 到 





一 = 了 (zjsn 开 Si = 站 2,…, 工 . 
因此 只 有 一 个 这 种 表达 式 可 以 表示 一 个 纵 定 的 函数 y{z)], 系数 由 w(r) 在 =0,1,…,27L 处 的 值 惟 
-地 确定 ,注意 这 个 函数 将 以 N + 1 作为 周期 . 
24,3 证明 用 题 24.2 的 系数 , 当 工 =01,…,2L 时 三 角 和 箭 等 于 y(z), 这 将 证 明 在 这 些 点 


上 配置 y(z=) 的 这 种 英 型 的 和 惟一 存在 . 
证 上 旺 暂时 称 这 个 和 为 T(z), 并 令 了 为 2L + 变量 中 的 一 个 ,将 系数 代入 我 们 的 公式 导出 











忆 
和 - 了 2 了 于 
) [二 (ee ce 于 HTix es 于 + 和 
2 ， 
+ snm37 + 全 hr sn 了 Te | 


二 直 
-2 [ 却 + 补 eeiesietr-z 外 
其 中 求 和 记号 鹤 训 换 过 .现在 最 后 一 个 和 写成 
工 


开 
_ 2 寺 1 加 
Zeoe 开 HTEE 二 2 2 cos 3 全 Ttz “) 











7 3600， 








因为 余 引 罗 数 的 对 称 性 质 这 是 可 能 的 
{25 +1 一 Ar 一 了 开 ”). 





2T 、 

cas 了 TRY os 二 
将 关 =0 项 填 和 ,现在 我 们 得 到 

T(r” ) -= [5 下 kr-z| 


方 括 导 中 的 项 , 当 它 变 成 2L + 1 时 由 于 正 交 诈 杀 件 为 过 ,除非 zx= 工 .因此 Tryfr 小 它 就 


是 要 证 明 的 . 
24.4 ”假设 已 知 (zy 的 周期 为 3, 寻找 一 个 三 角 和 , 它 包含 了 下 面 的 数据 点 ,并 用 它 来 播 什 


中 二 及 直到 | 




















解 EEF 使 用 题 24.2 的 公式 ,我 们 得 到 








对 自 变 基 xz 为 俑 数 个 的 CN + 1=2) 其 配置 和 为 
T-1 ， 
3 ) 一 六 an 十 忆 | 杷 COS 了 kx 十 页 Si Tez | 十 六 arcosmz， 


.通过 -个 与 题 24.1 及 题 24.2 几乎 相同 的 论点 得 到 系数 为 


24.5 


解 ”是 共有 卫 置 点 工 =0.1…， 
325-1 


如 二 万 2y(z)ex 了 了 了 = 0,1,…,J， 


25-i 
上 一 -2 sm 了 = 1 1. 
孟 数 y(x) 还 是 看 作 具 有 N + 1 的 周期 .将 这 些 公 趟 应 用 于 下 面 的 数据 ,然后 计算 ?(z) 的 极 大 值 . 





1 1 1 
1) = 2 一 (1 





我 们 得 到 工 =2 于 是 co- 羡 (2) -1,ai= 二 





六 . 园 此 二 角 函 数 和 县 
中 六 - 洲 cos 二 re + -am 二 7， 


接着 由 标准 过 程 得 到 y(z) 的 极 大 值 为 
,| 引 - 





用 最 小 二 乘 方 求 三 角 函 数 和 , 离散 数据 


24.6 ”决定 系数 4, 与 Bu 使 平方 和 
- Ntc) -Ta(r) =- 裤 小 


了 = 昌 
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其 中 Ttz) 为 三 角 函 数 和 


、 全 开 2 

了 TY) = 方 4 十 Ai 上 + T&r 十 Bisin 7 二 二 kz|， 
而 闫 所 了 工 ， 
解 上 哑 由 于 题 24.3 我 们 有 


二 2 
3 一 2 Q0 二 wesi + sin |， 


它们 的 羞 为 


1 2r 
xy- Too = 村 (oo- at+ 定 [(a - ayem5P ia 


2 2 2r 
二 一 再 Jsin 开工 三 下 开 十 百 囊 工 | . 
1 六 tcos 3 + xs 2 + ] 
将 它 平 方 , 理 对 自 变量 rz 东 和 , 并 使用 正 交 条 件 便 得 
ZJ + 1 
4 

















2 
S= > [y(z)- Tafz)]2 - (ao - 盖 0 


U 工 
十 yw -AT 有] + 二 (at+ 5) 


2 如 二 = + 
只 有 头 两 项 依赖 于 ay 肪 ,并 由 于 这 些 项 均 为 非 俩 的 , 概 小 值 只 可 能 以 一 种 方法 实现 , 即 令 这 些 项 
为 零 .因此 对 极 小 而 言 , 有 
疝 一 Ri 县 一 柄 . 
并 且 我 们 得 到 重要 的 铺 果 ,即将 配置 和 T(zr) 在 上 = M 处 截断 产生 最 小 二 乘 方 三 角 画 数 和 了 Tuwfz)， 
{ 这 实际 上 是 在 题 21,8 所 得 到 的 一 般 结 果 的 另 :种 特殊 情 砚 . ) 我 们 还 得 到 


工 
Sn 一 和 十 >， (at 二 站) . 


2 





从 “个儿 乎 完全 一 样 的 计算 证 明 
_ 2L+1 二 1 ,2 二 1 二 
> [sw(z)]2 = >rreo < 二 (at 开 )， 


下 


它 述 可 以 雪 成 





- ,0 -和 2 + 有) 
的 形 起 当 ML 增加 时 这 个 和 条 定 地 减少 , 当 民 = 上 时 达到 稚 , 从 那 时 起 最 小 二 屁 广 与 配置 和 全 等 
对 偶数 个 自 变 最 的 情况 -个 多 少 有 点 类 似 的 结果 成 立 . 


24.7 ”应 用 题 24.6 于 题 24.4 的 数据 , 取 M =0. 
解 EF 截 断 导 致 To()= 壮 . 
奇 的 或 偶 的 周期 国 数 
24.8 ”假设 v(z) 有 周期 P= ?27 , 即 对 所 有 的 r,y(z+P)=y(z) 成 立 , 证 明 此 时 题 24.5 中 
关于 ea; 和 斑 的 公式 可 以 写成 
旭 = 五 2 (zjeos1 第 jr， 了 二 01,… 了 工 ， 
工 
号 二 于 六 yz)sin 全， = 1 一 1 
解 节 由 于 正 芒 函 数 与 余弦 函数 也 有 周期 ,使 用 变量 rz=-0,…,2L - 诗 或 是 变量 - 工 + 丰 ,二 
许 激 有 盖 别 . 任 避 这 种 己 个 连 遇 自 变量 的 集合 都 会 带 来 由 网 的 系数 . 
24.9 ”假设 v(z) 有 间 期 已 =2L 更 加 上 上 还 是 一 个 奇 丽 数 , 即 (了 ) = 一 中 工 )， 


证 明 

工 - 

y(z)un 移 
| 


le 


到 0， 
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证 对 据 周期 性 ,y(0) =yP)=w(-). 但 是 由 二 y(r) 是 -一 个 可 冰 数 ,六 - 王 ) = - WfP) 也 成 
立 . 这 隐 售 了 ?0)- 0. 以 同样 的 方法 我 们 得 到 y(L)=y(-L)= L)=d 于 是 在 关于 w 的 和 
中 ,每 一 个 在 正 zx 处 的 保留 项 与 它 的 在 负 * 处 的 对 子 相抵 请, 因此 氛 有 的 w 月 为 堆 , 在 有 关 吾 上 藤 和 
中 ,关于 zx 的 项 与 关于 ~ z 的 项 是 捍 等 的 ,所 以 我 们 在 正 的 x 上 取 和 的 二 倍 来 得 到 卢 . 


24.10 ”对 题 24.5 中 的 画 数 找 吕 一 个 二 角 国 数 和 , 假设 它 延 折 到 一 个 周期 为 了 =6 的 奇 哨 数 . 
解 8 据 前 题 所 有 oj = 小 并 且 由 于 工 =3, 得 到 








2 { sn 至 + sm 经] 了 
1 一 31sn3T+sin 3 = 广 ， 





2 2r 4 
由 一 于 | mm 3 5 3 ] 一 全. 
从 而 使 Tfy) = (2AA3)sin(rrA3)， 
24.11 车 y(zy 有 周期 忆 =27 而 且 是 个 偶 卫 数 , 即 ?( - z)= yz) 证 明 此 时 题 24.8 的 公 
式 变 为 


工 
2T . 
Q 二 [y(0) + 如 工 )Jcosjr] 十 生 yy(yjcos 2， = 01 了 工 ， 
下 | 也 


及 = 0. 
证 岂 公式 中 关于 +< 的 项 成 对 地 抵消 , 在 o 公式 中 基于 z= 0 及 z= 工 的 项 可 以 像 上 臣 那 
样 如 以 分 开 , 在 这 之 后 剩 下 的 项 对 + 上 zx 成 为 号 配 的 叉子， 

24.12 “寻找 关于 题 24.5 的 一 个 T(z) 假 设 它 延 拓 到 一 个 周期 为 6 的 偶 困 数 (通过 三 角 莉 数 
和 它 将 造成 该 数据 的 三 个 表达 式 , 只 是 形式 不 同 . 参 看 题 24.5 及 24.101 


解 ee 所 有 的 万 都 将 为 零 ,而 取 了 = 3 时 我 们 得 到 an= 3 ,al=0,az= 二 as 0 使 得 (x) = 








2|1-em 了 xc ， 


连续 数据 , Fourier 级 数 


24.13 证 明正 交 条 件 
0， 若 了 夭 入 ， 


2 

记 六 Sin 天 ui = | 
| sm 产 s 和 加 车) = 上 天 0. 
2r 
| sneos 全 生 = 0 
站 


， 0， 奉子 天 友 ， 
| sosz cos 好 昌 t 二 ( 车 ;= 大兴 0 
2r， 车 /| = 上 =10. 
其 中 六 开 =01,… 直 至 无 穷 ， 
证 ” 鳃 证 明 用 的 都 是 初等 微 积分 .例如 
sin 节 on 寻 = 二 [east 一 此 )8 一 cosf 站 二 开 )t]. 
由 于 积分 区 间 是 余弦 的 - -不 周期 ,因而 每 个 余弦 积分 为 零 , 当 j= R 夭 0 除外 ,在 这 种 情况 下 第 一 个 
积分 变 成 二 (2r). 另外 二 部 分 可 以 用 美 似 的 方式 进行 证 明 ， 


24.14 “导出 foutier 级 数 


3 = 六 aa + > (arcos 有 Li + 房 sin 起 ) 
k 1 


1 2 - 工 2 同和 
o = 区 | 3ft)cos 产 人 电 = | KEzjsin 产 0， 


第 二 十 吗 章 三 负 双 和 近 


“有 3 





24 .15 


24 .1 和 


34.17 


它们 被 称 为 Fourier 系数 . 涩 实 上 在 正 交 函数 的 和 或 者 级 数 中 这 类 系数 通常 称 为 
Fourier 系数 


解 ”E 本 证明 按 --- 条 熟悉 的 和 途径 ,以 cos 产 乘 y( 人 并 在 整个 区 间 (0,2r) 上 积分 , 右边 所 有 各 项 除 
-项 外 均 为 零 ,于 是 就 出 现 关于 m 的 公式 .在 ao 项 前 的 因子 守 使 该 结果 对 了 = 0 也 成 立 , 为 了 得 到 

及 我 们 以 sm 产科 y( 中 并 积分 .这 里 我 们 作 了 级 数 收 黎 于 ?(t) 以 及 逐次 积分 成 立 的 假设 , 它 在 关 

于 多 纪 光 滑 性 的 十 分 弱 的 假设 下 , 按 Fourier 级 数 的 理论 被 证 明 的 ,明显 地 , y(:) 肯 定 也 有 周期 3x、 

求 得 英 士 光 划 = | 一 rs: 委 天 的 Fourier 级 数 . 

解 HE5 令 (0 被 延 拓 为 -个 周期 为 2x 的 偶 函 数 .( 参 看 图 24.1 中 的 实 线 ). 在 我 们 的 系数 公式 

中 积分 限 可 以 移 至 ( - rr), 我 们 发 现 所 有 房 =0. 同 样 ao=mi 而 对 于 了 > 





卫 人 ， 24Cog j 瑟 一 | 
二 有 cos 并 dz 一 局 


SS 3 cos 3 
3 十 呈 2 





二 








图 24.1 图 24.> 


求 得 关于 y(D= 二 -rr<t<xr 的 Ferier 级 数 . 
解 和 我 们 将 xD 中 延 拓 到 -一 个 具有 周期 2x 的 奇 函 数 .( 和 参看 图 24.2). 再 一 次 将 积分 限 移 至 
{ -mr) 我们 得 到 所 有 m = 四 也 及 


开 _ 了 
局 = 二 | sinid = 引 - 且 一， 


了 





国 此 


， simn2rf Sn3t Sn 
y( 昌 = 2|snt 一 人 


注意 题 24.15 的 余弦 级 数 比 正弦 级 数 收 黎 更 快 .这 与 郊 六 在 那 题 中 是 连续 的 而 在 本 题 中 不 是 的 有 
关 . 光 中越 光 请 收 伍 就 越 快 ,还 注意 到 在 不 连续 的 点 上 我 们 的 正 范 级 收 茂 手 零 , 它 是 ?1 的 堪 , 右 
极 值 (r 及 -下 ) 的 平均 ， 

。 tf 一 0 ， 
寻找 关于 Y( 引 = ix _ is 的 Fouxier 级 数 ， 
解 ”& 将 该 函数 延 拓 成 一 个 周期 为 2x 的 奇 
函数 ,我们 将 结果 展示 在 图 24.3 中 ,注意 到 这 
个 函数 没有 角 点 ,在 :=0 处 它 的 左 导数 与 右 导 
数 均 为 吕 ,而 Yi 及 YY(- 丰 则 均 为 -因而 
即 贷 是 下 拓 的 周期 函数 都 没有 角 点 .这 个 额外 
的 平滑 化 会 反 屿 在 Fourier 条 数 二 ,使 用 积分 限 
〔【-r,r) 我 们 再 一 次 得 到 所 有 =1, 以 及 


饭 < | -tsmn 产 相 


= 








二 | 萎 一 立  ， 
二 cos 让 人 
T-0 上 


-| 元 于 包 二 尝 加 图 24.3 


0 
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24 .1 和 


24.19 


因而 这 个 级 数 是 


各 | ， sin 3 sin 5 ， 
YE) = 二 | sm + 和 十 3 二 


系数 如 负 3 次 方 似 地 减少 , 它 造 上 了 十 分 满意 的 收 策 . 琴 数 的 额外 的 绊 滑 化 证 明 为 有 用 的 . 
证 明 对 于 Bernoulli 函数 
Fr) = Bi0z)， 0< <1， Fr 上 斑 ) = ECY)， im 为 整数 

理 ,(z) 为 一 个 Bernoeulli 多 项 式 , 当 # 为 偶数 时 Fourier 级 数 为 

Fo = (Da 玉生 全 全， 
当 m 为 奇数 时 Fourier 级 数 为 

， 之 Sn 让 

Fi(r) = (Da 辣 站 
这 个 结果 曾 在 和 与 级 数 这 一 章 的 题 17.28 中 用 过 . 
证 t 稚 由 于 Bi(z)= z 六 ,关于 Fi(z) 的 级 数 可 以 从 系数 公式 直接 求 得 , 它 为 
1Lfsm2xz ，sin4zr ， sin6mz ， .| 


Fitz) =- 一 人 1 2 3 


抽 











通过 积分 , 并 回忆 
有 (zy = BCZh | Bo)d = 0， 当 六 首 








我 们 立即 得 到 
21 | eos 2FY Co0s 4 9os 6 
了 | 1 72 省 
接 下 来 的 积分 全 
_ 2 .31|sin 之 in 和 4 iD 各 
Fi(z) = | 上 到 .和 本 2 了  】 


可 以 用 一 个 归纳 法 来 完成 一 个 形式 上 的 证 明 , 在 这 里 知道 对 一 个 Fouricr 级 数 逐 项 积分 通常 会 产生 
被 积分 函数 的 Fourier 级 数 是 有 好 处 的 . 类似 的 孜 述 对 微分 米 说 一 般 不 成 立 . 关于 网 节 可 参看 
Feusier 级 数 的 理论 处 理 . 

题 24.5, 或 是 题 24.2 的 配置 系数 与 题 24.14 的 Fourier 系数 有 何 关系 ? 


解 ”ge 本 有 许多 方法 可 用 来 作 这 个 比较 ,最 有 兴趣 的 是 注意 到 在 题 2.5 中 的 那个 , 假设 (7 ) 有 
周期 P=2L ,我 们 可 以 将 ww 改写 为 


3- 
二 一 工 [ 寺 yo 十 本 >(27) 十 y(rjes 芋 = 
而 这 就 是 逼近 于 Fourier 系数 的 梯形 法 则 


1 2 1 2 开 
| ateeos 产量 = 亏 |。 3(F)cos 了 径 d7 


类 仆 结 果 对 六 , 有 以 及 对 是 24.2 中 的 系数 也 成 立 .由 于 当 工 变 成 无 穷 时 梯形 公式 收 伍 于 积分 ,我 
们 发 现 配 置 系数 收 委 到 Fourier 系数 (这 里 为 了 方便 起 见 我 们 可 以 将 周 戎 固定 为 2r). 对 Chebyshev 


多 项 式 的 有 关 类 推 可 以 参看 题 ?1.53 到 题 ?1.55S. 


最 小 二 乘 方 ,连续 数据 
24.20 “决定 系数 A, 及 了 及 使 积分 


了 
了 = | [yi =- Tutt]zdz 
他 


河 

浮 极 小 , 其 中 Tuz(t) = 半 4n 十 > (Akcos 十 本 sin 此 
1 

解 “ 旺 多少 有 点 像 题 中 .6 中 那样 , 我 们 首先 求 竺 


At 
3 一 TD = 去 (au 一 各 0] 十 [fm -jcos 如 二 《所 一 号 ]sin | 
是 二 上 


种 一 十 四 章 三 角 遇 近 “265 - 





+ 了 全 (ahcos 季 土 房 sin 好 )， 


是 = Je 


然后 将 它 平方 , 再 积分 , 并 用 正 交 条 件 来 得 到 
对 a 
了 = 六 (ao 疝 庆 十 r21T(a (和 + 2 + 舱 )， 
对 于 … 伞 极 小 值 我 们 选 所 有 上 = eg, 丽 = 记 ,因而 
Te=m (+ 殿 )， 
让 册 <1 
又 一 穴 我 们 得 到 重要 结 单 , Fourier 级 数 在 &= M 处 的 截断 产生 最 小 二 深 方 和 Tu(t.( 它 又 一 次 地 
是 是 21.8 的 :个 特殊 情况 ,) 航 小 积分 可 以 改写 成 
Pd 忆 
了 二 |， Eyfz)]2de 一 二 ro 一 ro 十 有 )， 
当 呆 增加 时 , 它 减 小 , 而 它 在 Fourier 缀 数 的 理论 中 被 证 明 当 M 变 成 无 穷 时 Ts 赵 于 零 . 这 被 称 为 
平均 收 伍 ， 
24,.21 对 题 24.15 中 的 函数 寻找 最 小 二 乘 方 和 , 取 M =1， 
解 8 细 截断 带 来 Ti{ 旨 = xz2- (47r)yeos .这 个 函数 在 图 24-5 中 以 实 线 标 出 ,注意 它 磨 光 了 
3 的 和 角 . 


借助 fourier 分 析 的 平滑 化 


24 .22 Fourier 分 析 方 法 采光 数据 的 基础 是 什么 ? 
解 ”9 要 如 我 们 想象 给 定 的 数值 数据 是 由 函数 药 真 值 带 有 和 迭 加 的 随机 误 盖 , 真 函 数 相 对 地 光 消 


而 挝 如 上 去 的 误 莽 十 分 不 光滑 , 然后 在 题 24.15 到 24.17 的 例子 提示 了 一 种 将 函数 部 分 地 从 误 状 
中 分 开 的 方法 .由 于 真 函数 是 光 请 的 , 它 的 Fourier 系数 将 快速 地 减少 -但 是 误差 的 不 光滑 性 提示 了 
它 的 Fourier 系数 可 能 减少 得 十 分 慢 , 假如 果真 如 此 .因此 ,超过 某 一 个 地 方 ,这 综合 的 级 数 凡 乎 完 
全 由 满 差 组 成 .假如 我 们 简单 地 将 级 教 在 正确 的 地 方 加 以 截断 ,这 样 ,我 们 就 可 甩 掉 大 部 分 误差 . 在 
保留 的 项 中 当然 仍 有 误 盖 的 作用 .由 于 截断 产生 一 个 最 小 二 乘 方 关 近 ,我 们 也 可 以 把 这 个 方法 看 成 
是 最 小 二 乘 方 平 滑 . 

24,23 ”应 用 前 题 中 的 方法 于 下 面 的 数据 ， 











工 0 ] 了 3 症 ] 右 了 9 10 
多 自 43 85 10.5 16.0 19.0 21.1 24.9 259 26.3 27. 人 
于 1 12 13 14 15 ] 各 17 1 台 19 功 











解 E5 人民 如 函数 在 二 个 端点 处 为 真正 的 零 ,我 们 可 以 假设 它 被 延 拓 到 一 个 周期 为 P = 40 的 奇 函 
数 . 样 的 一 个 函数 甚至 有 连续 的 一 阶 导数 , 它 有 助 于 加 速 Fourier 级 数 的 收敛 ,使 用 题 24.9 的 公 
式 ,我 们 现在 来 计算 已， 





3 和 .04 -3.5 和 8 1.33 -0.143 -0.14 一 中 .43 





数值 盆 配 





了 | 13 胸 ]13 二 15s 1 17 ] 9 20 





Da20 一 0. 一 和 .30 一 018 -003 一 二 .37 27 





它 快 速 地 减少 是 明显 的 ,我 们 可 以 把 击 有 远 十 头 三 项 或 四 项 的 乌 看 作 太 部 分 基 误 差 的 作用 . 居 如 
使 用 了 四 项 ,我 们 得 到 三 角 范 数 和 
3x 工 


Try) = 30.0dsin 骆 - 3 .58sin 全 + 1.35sins20 0 .13sin 


该 和 的 值 可 以 与 原始 数据 进行 比较 ,它们 是 y(z)= z(400 -x)7100 受到 人 为 地 引进 的 随机 误 痊 
污染 的 实际 所 得 的 值 (参看 表 24.1). 给 定数 值 的 RMS 误差 为 1.06, 而 平 请 过 的 数据 其 RMS 其 差 























为 0.80. 
表 34.! 

工 给 定 的 准确 的 | 麻 光 的 开 苔 定 的 准确 的 麻 光 的 
1 王 4 .3 二 由 呈 .1 11 30.0 30.7 39 .5 
2 8.5 7.9 8.1 12 30.4 30.7 29 .8 
3 10 .5 .7 4.9 13 3 :五 3 加 .4 29 .3 
二 1 6 .0 上 . 1$.5 站 4 26. 驴 9. 3 
5 19.0 18.7 18 .6 15 25.7 26.2 25.8 
6 21,1 22.7? 21.4 16 21.8 和 .0 22.4 
?7 24.9 24.6 2, 17 茹 .4 18.9 18.0 
8 25.9 26.9 25,8 18 12.7 13.7 12.6 
9 26.3 28.7 27.4 和 9 ?7.1 7.4 6.5 
10 27.8 30.0 28.7 2 




















24.24 ”在 同样 给 定 的 数据 的 基础 上 各 近 前 题 中 函数 的 导数 y(z)= (400-~ 3z )/100， 
解 “# 首先 我 们 将 应 用 公 丈 
中 了] As 车- 23(r 一 2) -人 一 17+ 汰 了 二 1” 十 23(f{ 工 十 2)] 


它 是 前 面 由 关于 5 个 自 变量 -2,-…x+2 的 最 小 二 乘 抛物 线 导 出 的 ,对 4 个 映 点 自 变 莉 可 用 类 
似 的 公式 ,其 结果 形成 表 24.2 的 第 二 列 ,使 用 这 个 遇 部 最 小 二 乘 抛物 线 已 经 相当 于 对 原始 数据 r， 
y 的 局 部 平滑 , 我 们 现在 尝试 进 一 步 地 以 Foumer 方法 进行 全 局 平 福 , 由 于 者 函数 的 导数 是 偶 函 数 ， 
题 24.11 的 公式 是 适当 的 . 

















19 
， ， 。 1 : - 
[y (0 + y (20)cos jr] + 语 24y 【 工 )eo 区 秋 ， 


工 二 


上 
汪 ”20 
这 些 系数 可 以 计算 为 : 

















这 个 严重 的 下 降 仍 是 值得 注意 的 . 物 略 掉 所 有 超过 j = 4 的 项 ， 我 们 得 到 





尝 译注 : 诛 书 此 处 为 1 一 二 )， 


第 二 十 四 章 三 角 遇 过 





人 zz EL 3 4T 工 
机 卫生 1 cos 20 工 , 电 和 cos 20 十 目 . 了 1cos 20 一 昌 .0Sraos 20 


对 了 =0,…,20 计算 这 个 公式 便 产 生 表 24.2 中 的 第 二 列 ,最 后 一列 给 出 准确 值 .第 二 列 中 的 RMS 
误 辣 ,在 以 最 小 二 乘 抛 物 线 进行 局 章平 滞后 为 0.54, 而 在 附加 的 Fourier 平 清 后 所 得 第 三 列 中 的 
RMS 误差 为 0.39， 















工 局 部 Fourier 准确 Foumer 准确 
履 3.3 中 .二 节 . 曲 1 上 .上 向 .了 恬 ,4 
] 4 .1 4 .4 4 .0 12 一 心 ,1 一 局 .1 一 个 .3 
2 3.8 十 . 工 3.9 13 一 上 .了 一 站 .9 -1.1 
3 ， 了 .7 了 .全 3.7 14 一 了 ,了 芝 一 1.8 一 上. 包 


























复数 形式 
24,.25 “ 当 j 与 上 为 整数 时 , 对 函数 eo,e 上 = 证明 以 下 的 正 交 性 质 . 上 面 的 一 模 表 全 复 共 思 ， 


2x 一 一 口 ， 天 入 本 
Poeae -10 兰 4z 
各 2r， 若 冯 = 于 


证 旺 ' 证 时 是 初等 的 , 该 积分 当 # 尖 j 时 立刻 还 原 为 


ar 








[0 一 -EL 站 
但 是 它 在 上 下 限 处 均等 于 1, 因此 为 零 , 当 =j, 上 面 的 左 喘 明显 地 为 2r， 
24,26 “导出 复数 形式 的 Fourier 系数 公式 . 


解 上 证 明 取 一 个 熟悉 的 途径 .Fourier 级 数 为 








有 = >， 方 e 
乘 以 e 鼎 并 积分 恒 得 到 
人 rz)eear 一 >) 万 eerdz 


面 且 由 于 有 边 所 有 的 项 除 j = 项 外 均 办 正 问 性 而 为 零 , 便 得 所 要 的 结果 . 


1 了 、， ， 
天 = 去 | Fzrje 几 dz 


24.27 证明 函数 ef, ,ex 在 下 面 浊 义 下 为 正 交 , 邯 
尖 二 1N， 着 = 
4， iT 一 
er 


为 一 跨 


如 前 ,这 里 >, =2xrmzAN. 
诞 E 杯 我 们 将 得 到 一 个 以 > = et im 为 公 缠 的 几何 各， 


数值 分 本 





nm- -1 
了 >， 已 3 1 二 27* cl 下 - Jr 一 一 站 7f 于 十 十 7 上 十 rr ， 
当 了 = 挟 时 我 们 有 r=1 而 该 和 就 是 六 .在 其 他 的 情况 下 , 可 以 熟悉 的 公式 求 得 该 军 的 和 为 (1 - 六 
人- 但 局 就 是 er 人. 它 等 于 1, 使 分 子 为 零 因而 确立 正 交 性 ， 
34. 各” 证 骨 若 =27+1 则 三 角 畏 数 和 
上 
了 二 em 
了 二 一 上 
必定 有 系数 4 = 户 , 假如 它 是 用 来 配置 在 点 ro = 2xnyN 处 的 六 z) 的 话 ， 
证 星 假 设 配置 存在 , 乘 以 es 再 加 起 来 
re ea 一 目 及 已 一 六 di eg 


4= FE 站 


未 是 这 样 , 右 出 的 所 有 项 除 -一 页 外 为 零 ,因而 我 们 有 
并 coes = 由 (N) = 让 
24 29。 系数/ 与 离散 Fourier 变换 有 什么 关系 ? 
解 上 旺 令 T 为 具有 分 基 六 co frw .1 的 向 量 , 当 N=24+1 时 , 它 使 为 (24+ 1] 巡 的 ， 


正 像 三 角 瑚 数 和 和 Sr eu 系 救 六 向 量 的 维 数 . 
其 中 


一 1 


六 二 呈 ftrocm. 


N < 
当 j= -了 到 = 二 将 它 与 
沁 -- 


2 = 24 oo = Xrr Je or 
要 比 ,其 中 =,= 2rn/N 时 六 = .0 到 j= NT 区 合 是 显著 的 . 我 们 确 有 一 问题 : 即 成 立 的 范围 并 不 偶 
合 , 但是 我 们 可 以 推导 在 何 处 范围 相 重 , 从 j=0 到 ji= 心 有 

克 = NT 
现在 我 们 孝 峙 
ar Froe 0 troew 

汝 7+N=0.…N-1 或 J= 1 一 玉 , 又 : -次 我 们 有 一 个 曙 合 ,这 次 是 当 j = -1 到 )= - /上 时 

ovw=NP， = 
不 管 TN 的 这 个 因子 ,分 量 史 确 与 系数 f 现 合 ,虽然 以 一 种 略微 混乱 一 些 的 原 序 .wy 取 它 位 的 
自然 顺序 从 吕 到 地 ,容易 证 明 三 角 责 数 和 系数 的 顺序 为 

有 1 
24.30 对 简单 的 例子 了 = (人 10,，- 匡 

解 ti 这 里 N=3 而 !=1, 将 前 题 的 细节 通 胡 执 行 一 次 . 


了 2 
= Sremm= Fr 叹 =1-oj， 
= 息 m = 候 
这 使 得 和 请 盖 工 一 mo， 3710 =0， 3 站 =1- 3, 于 是 我 们 直接 地 得 到 三 个 系数 .转向 变换 ， 


了 
二 了 F(xa)e 昌 三 1 一 @g 风 ， 


二 卫 


我 们 得 到 
mo 0 一 二 一 3 ao 一 工 一 3， 
在 着 24.29 中 发 现 的 对 应 被 确认 . 
24.31 在 快速 Fourier 变换 背后 的 中 心思 想 是 什么 ? 


解 E5 当 太 是 整数 的 深 积 , 数 广 征明 为 紧密 地 互相 依赖 的 .这 种 互 棚 依 玖 性 可 以 被 利用 来 大 
大 地 了 减少 生成 这 些 数 所 需 的 计算 重 . 
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24 .3 


24 .33 


24.34 


对 最 简单 的 情况 , 当 N 为 一 个 整数 六 及 a 的 磁 积 时 , 推广 FFT. 
解 人 令 j) = 有 Ti 和 对 -ma+80 然 后 对 站 pi=0 汉 -1 和 jas= 有 到 -1 与 
均 按 他 们 所 要 求 的 范围 从 0 到 NT 执行 .现在 
OoonDfnarnl = Ctrlan， 
由 于 it= 上 和 而 且 o=1. 这 个 变换 可 以 改写 为 一 个 双重 和 


tt 


了 了 上 计 省 十 上 本 3 而 
友 一 机 lg 机 2 2， 


8 hi < 由 
它 也 可 以 安排 成 一 个 两 - 步 的 算法 
5 


入 了 
FE 2》 一 了 pop 1， 


后 


Ta 一 由 


假如 使 用 了 题 24.32 的 FFT, 试问 在 计算 效益 中 的 蓝 利 是 什么 ?换言之 快速 Fourier 
变 搞 真有 那么 快 吗 ? 

解 喇 计算 下 要 进行 项 , 计算 Fa 项 有 ia 项 .总 共 是 it 恕 项 .对 每 个 (六 ,92) 玉 (,) 对 ， 
或 者 说 六 对 部 必须 这 公敌 ,因此 有 最终 要 进行 Nt + ) 项 的 计算 , 变换 最 初 的 形式 为 


-1 

了 交 TY 站 十 计生 如 和 

7 > (na 2， 
加 





-1 

了 一. JJ 

mW 一 aa， 
-0 


对 短 个 ) 要 进行 N 项 .总 计 为 N2 项 , 很 证 护 这 个 标准 来 度 是 , 效率 的 收益 因而 为 
E1 十 衬 2 
性 日 
严重 地 依 下 N 对 - .个 小 的 数据 梨 合 , 璧 如 说 N = 12=3x4,FFT 所 避 的 计算 时 间 为 直接 处 理 的 
芭 . 这 简便 没有 多 上 意 文 然 而 它 指 明 的 却 是 事物 的 走光 


对 下 面 的 向 量 执行 题 24.32 的 FFT; 








解 “E 这 是 -个 小 尺度 的 问题 , V6, 穿 易 看 到 它 的 细节 ,这 里 N = 三 ta=2x3, 所 以 我 们 首先 
从 
1 
下 民 7 于 2 一 pet 如 一 有 2 二 31 
是 下 
求 上 , 取 吕 = ws 官 们 证 明 如 下 ， 
Fi0,0) 二 ?二 0， 人 1 0) = mn 一 oa 二 
Fit0,1) 二 TtT Ed 一 总， FitL,1) 二 人 1 一 二 2， 
TD,2) = q3 中 5 二 0， 下 i 人 1,2) 一 T2 25 = 了， 





接 填 


机 = Pafjilja) = PiGumaeerwans 
?2 
由 于 = 六 +2j 导 出 ， 
地 = Fi00 = +o+ 友 +o3+o+as= 少 
订 = Fati0) = Fit4:0) + Flo+ PICL2)a = 2m+ 2u2 = 2 3 
江 = Fit0,1) = Fif0.0) + Fi(0,1)oz+ Fa(0.2)a = 0， 
订 = FEaftl.1) = FI) +FD1)as + RE2)as = 0. 


“2270 





24 .35 


234 .36 


24.37 


交代 地 

二 FFC02) 0， 

区 = FF 2) =- - 231， 
语意 到 在 订 曾 本 值 时 包含 了 Ar 项 在 得 到 Fa: 时 包含 上 Je 个 项 ,总 共 12+ 18= 30 项 ,直接 计算 
要 用 36 项 ,因而 确认 刚才 所 得 到 的 结果 , 还 要 注意 到 ),)2 进行 的 顺序 ,在 程序 语言 中 jz 对 广 ' 特 
孙 床 说 是 外 御 奸 . 














将 题 24.32 的 FFT 推广 到 N = tat3 的 情况 . 
解 ti 年 细节 将 提示 推广 到 还 要 更 长 些 乘 积 的 方法 , 令 
了 = 有 十 12 十 Tt， 玉 二 站 3 十 区 和 2 十 7214 
井 芋 董 察 在 
tta70r3 3 0 人] 
My 
中 的 日 个 可 能 的 等 项 , -: 个 含有 匡 积 Dt3 的 项 可 以 被 忽略 掉 , 由 于 炭 =1. 剩 下 的 6 个 项 可 以 在 
变换 中 作 如 下 分 蛆 ， 
己 4 ta 上 一 人 
3 2 ?1 = 
5 其 出 现在 内 层 和 中 而 *z 不 出 现在 外 层 和 中 , 如 前 , 这 个 三 重 和 可 以 表示 成 一 个 算 擂 ,现在 分 成 
Fi( ma aia3) 二 隐 oa， 
1 和 
号 -1 
Fn》 一 》， 开 ET maa io na， 
an 
POP SPF) aa 
2 一 个 
这 就 是 瞄 要 求 的 FFT . 
巾 计 假如 使 用 这 个 算法 所 节约 的 计算 时 间 . 
解 “ 国 在 三 步 中 的 每 - . 步 三 元 组 的 数 日 ,诸如 (ii maan3i) 必 须要 进行 的 是 t20= 六 .在 这 个 和 
中 我 们 发 现 项 的 数 日 依次 为 站 ,1 这 就 过 成 了 总 数 合 起 来 为 NCoa+ 扫 +t) 项 .该 变换 正如 所 
定 浆 的 那样 还 是 用 了 Nz2 项 ,所 以 FFET 的 效率 可 以 估 作 
加 十 上 十 守 3 
和 
例如 ,NMN= 1000=1I0x1I0x10, 则 只 是 原来 所 需 1,000,000 项 的 白 分 之 3， 
对 输入 向 量 
以 手工 方法 执行 题 24.35 中 的 FFT 等 法 . 
解 下 近 我 们 站 NM=8=2x2x2, 使 一刻 +252 十 413 与 拉 mi 二 282+4m1. 于 是 关于 开 入 公 式 
为 


上 
网 1 十 中 日 
Fa nan23)》 = 了 on， 
了 一 小 
1 


以 及 我 们 有 





第 二 十 止 章 .一 前 远近 





情 人 0.0,0) 二 中 十 4 人 ， 情 (1.0,.07) 一 TYn 十 和 二 了 ， 
Fif0:0 1 一 e+Ta5 二 人 0， Fi) = ai +a5od = 人 2+21， 





Fif0,10) = mt+tag=0 Fit10) = n+maod .= 2i， 





Fit011 = ao3+o 0 RD 一 ao = 2 2， 
将 mg 缩写 成 we. 注意 用 了 NM =8x2 项 , 接 下 来 我 们 用 

















t 
P2ztn jarm3) = 人 ia 有 2 3 7 
咱 





来 计算 
Fa0.00) = 0， Fat0.0) = Fi(1.0,0) + Fi D)a2 一 中 
Fal0,.0,1D = 0 Fafl,0,1) = FI,0,1) + FI LI1)es = 4+4f， 
Fif0,10) =0 Fatb0) -Fi(100) + Fifl10)oe -由 
Fat01D = 0，、PatlD = Pt0D+ECbLIos = 由 
以 及 最 后 有 
刀 二 了 Unyas13) = 六 Poosoom 
人 
便 得 到 变换 
刘 = ED000) = Fn0.0.0)7 + 了 20 0 1) = 0， 
= fail0,0) = Fi(1,0.0) + Fill01)o - 4+4/2， 
加 = Fit0,1,0) = Fit0,10) + East0ll)az -0， 
加 = Rat,10) = Fi(110) + Fat1,1 Las - 0， 
让 = Fit00,1) = Fa(0,0.0) + 下 (001)o = 小 
语 = Fat10.1 = Fi)0.0) + Fatl0,1)os = 4- 4v2， 
中 = Fat011) = Fi(0,10) + 下 (0.11)oc = 0， 
丰 = Fi 1 1) = FitlD0y + Fill lay -10 





进行 了 总 和 为 WUf +i+i)=48 项 的 运算 从 , NW2= 寻 中 只 有 少 基 的 节约 ,其 原因 大 癌 是 是 小 尺 
庆 的 . 
24.38 ” 道 离 散 变 换 可 以 定义 为 


1 站 1 站 1 

-< 了 -了 上 所 1 - 眠 之 4 工 

天 一 N 后 一 六 24we 了 
了 一 


通辽 插入 zx = 坟 来 证 明 这 个 定义 确 给 出 一 个 逆 关 系 并 发 现 它 就 是 心 “= 只 也 就 是 
说 再 … 次 获得 原始 向 荆 的 分 量 ， 
和 解 上 本 首先 我 们 利用 关系 式 





让 一 马 如 1 
履 题 24.31 的 铺 果 加 以 改写 ,对 区 间 (0, N - 上 中 的 刻下 来 得 到 
| ji， 车 有 = 让 
包 w 0 阁 让 
或 许 是 有 用 的 .现在 
1 Nm- _ mm-1 w=-1 1 立 上 所 于 AD 
吉 袜 史 局 - 笑 - 方 电 oo 2 “ 


最 后 的 为 零 ,除非 将 = 取 作 站 .我 们 立 得 所 期 望 的 内、 
24.39 ” 求 题 24.373 中 获得 的 变换 的 闭 变 换 . 
解 E5 可 以 使 用 FFT, 然 而 考虑 到 分 量 大 量 为 0, 这 是 个 坦 接 进行 的 好 机 会 





， 
8aTT = aa (044+4v2jar1+te 2 
J = 





二 8 十 二， 2 = 1+i = ao 


-了 - 工 一 
一 多 r， 下 了 = 二 Da 


余下 的 分 基 亲 以 仿照 题 24.63 那样 加 以 证 明 ， 





























补充 题 
24, 和 应 用 题 半 ,2 的 方法 于 下 面 的 数 指 ， 
工 性 1 2 3 辣 
晶 妖 1 了 二 人 
24.41 “导出 题 24.5 的 系数 公式 . 
24,42 应 用 题 24.5 的 方法 上 下 面 的 数据 ， 
工 口 1 了 3 二 5 
隧 0 2 2 1 上 


24.43 ”使 用 题 24.6 的 结果 对 题 站 ,40 的 数据 来 求 得 最 小 二 乘 方 和 To(z) 及 了 (7)， 

24. 和 4 全 效 题 4,6 的 论点 去 苞 得 一 个 关 二 偶数 个 = 白 变 其 的 多 少 有 点 类 似 约 结 傈 . 

旨 .4s ”将 前 题 的 结果 应 用 于 题 24,42 的 数据 ， 

24.46 推广 题 24,40 的 炒 据 于 - -个 周期 为 8 的 奇 函 数 . 求 得 一 个 工 稍 函数 的 和 来 表 到 这 个 通 数 . 
24.4 推广 题 24.40 的 数据 于 一 个 周期 为 8 的 个 函 教 , 求 得 -个 祭 落 丽 数 的 和 来 袁 示 这 个 国 数 ， 
24.48 证明 对 y(z)y-= |sinr| 的 Fourier 级 数 的 * 完 全 浊 纪 下 的 "(fully reetified) 止 弦 恋 为 


(2) 4 1 cos2r cos4z cosoz | 
7 


24. 物 ”证明 关于 v(xz)= 2 当 x 在 -xz 与 之 问 时 只 台 2r 周期 的 Fourier 级 数 为 


辽 《一 1) Leosk 
>(z) = 与 -4 人， 局 . 





























使 用 这 个 结果 计算 级 数 1 (- DEL 有 及 和 1 和 








24.50 ”使用 题 24.15 的 Fourier 级 数 计算 >)17(2& -17 


工 
了 


mm 


24.51 “使 用 题 24.16 的 Fourier 级 数 去 证 明 x/4=1- 加 十 


旭 4.52 ”使 用 题 24.17 的 经 数 去 计算 1-1733+173 17 有- 

24.53 “什么 是 对 题 24.48 中 的 函数 的 4 -项 的 最 小 二 乘 方 三 角 遂 近 ? 什么 是 ? -项 的 最小 二 乘 方 通 近 ? 

24.5# ”应 用 Fourier 平滑 技术 于 下 面 的 数据 , 假设 端点 值 是 真正 为 零 的 并 危 拓 该 冰 数 为 一 个 奇 通 数 .还 要 斌 
验 其 他 的 平滑 方法 ,或 是 组 侣 的 半 滑 法 .与 准确 值 (xz) = 工 (1 -yx) 比 较 结果 , 给 定 的 数据 是 米 自 于 
亡 青 加 上 -个 直至 20% 的 随机 量 苞 得 的 , 自 变 贡 为 ys=0(0.05)1. 这些 数据 是 0.00,0.06,0.10， 
0.14.0.14.0.22,0.22,0.27,.0.28,0.21.0.22,0.27,0.21,0.20,0.19,0.21,0,19,0,12,00.08,0.04， 

















心 . 和 0 ， 
24.55 证明 在 引言 节 中 缩 出 的 系数 关系 
Qi 二 站 十 < 包 一 让 下 
以 及 道 关系 
aa 一 动 ， 玛 
< = 二 = 2 
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24.5S06 
24.57 


24.5 避 


24.59 


24 .60 


了 4 .三 
了 4 .1 之 


24.03 
24 .64 





推导 老 ,为 实时 , 则 " 及 e ,必定 为 共 罗 复 数 , 园 忆 对 配 着 三 角 多 项 式 , 我 们 有 -, = 太 ,并 假设 
as 及 jz) 去 为 实数 ,证 明 
思 一 1 


@i = 2REC 六 一 言 半 F(rojeowzw 


太 =-2lmnt 六 ) = 三 闷 Fnjsinjrv. 
恕 在 题 24,.30 中 那样 进行 ,使 用 Y= (1, -1.03. 
如 在 题 24.34 中 那样 进行 ,使 用 的 立 向 量 为 ; 














严 0 1 了 3 生 本 后 了 
2 1 工 十 0 1 一 ; 业 十 让 用 工 一 
通过 旋 用 原始 变 接 
1 
人 章 
二 2 
日 = 自 


来 确认 题 24.58 的 结果 . 

使 用 初等 微 积分 证 明 车 站 加 = N, 则 与 + 的 极 小 值 当 三 = 起 时 出 现 .将 这 个 结果 推广 到 4itag = 
NA 的 请 况 . 对 FFT 来 说 它 隐 售 的 是 什么 ? 

求 在 题 24.30 中 获得 的 变换 的 道 变换 . 

应 用 是 24.32 中 的 FFT 使 题 24.34 的 输出 数据 倒转 . 











完成 题 34.39 中 开始 的 道 转 . 
使 用 FFT 做 同样 的 首 转 . 
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方程 的 根 


本 章 处 理 的 是 方程 的 求 根 , 或 是 方程 组 的 求 根 的 占 老 问题 .有 用 方法 的 长 长 列表 说 明 该 问 
题 的 悠久 历史 以 及 它 的 持续 重要 性 ,使 用 哪 一 个 方法 则 依赖 于 人 们 是 骆 要 求 一 个 特殊 问题 的 
所 有 的 根 或 是 又 仅 是 其 中 的 几 个, 依 顿 于 根 是 实 的 还 是 复 的 , 单 根 还 是 重 根 , 人 们 育 设 有 一 个 
现成 的 首次 逼近 , 等 等 ， 
1. 选 代 法 解 x= 下 (z) 通 过 一 个 甫 推 公式 
ae = 下 (ri)， 
若 |F(z)| 委 工 和 则 zx。 收 仇 于 一 个 根 . 误 盖 为 = > - ro 其 中 > 是 精确 解 , 误 
差 其 有 性 质 














ea 2 下 《ren ly 


所 以 每 人 代 一 次 便 将 误差 减少 一 个 近乎 Fr) 的 因子 . 若 玉 (r) 接 近 工 的 话 . 这 个 收 


化 就 是 慢 的 . 
2, 在 有 些 情 况 下 如 过 程 可 以 加 速 收敛 , 它 含 有 一 信 泛 近 公式 
P Re Ta 一 CA) 
的 Ar 


它 可 以 由 上 面 给 出 的 误 佐 性 质 导 出 . 
3. Newton 方法 获得 对 ftz)y=0 的 -- 个 根 的 逐次 表 近 
可 _ 大 (CTz 1) 
1 六 (za 
因而 党 无疑 问 地 是 一 个 十 分 受 欢 迎 的 算法 ,在 六 (z) 是 复杂 的 情况 下 ,前述 选 代 法 可 
能 是 南 取 的 , 然而 Newton 法 收敛 要 快 得 多 通常 得 到 首肯 .这 里 误 莽 满足 








、_ Cr) 3 
和 2 产 {r 
称 它 为 平方 收效 ,每 一 次 误差 粗略 地 与 前 一 次 误差 的 平方 成 正比 , 每 次 选 代 准 确 位 数 
几乎 增加 一 供 . 
平方 根 选 代 


这 由 一 二 及 一 十 


2 必 对 一 | 
时 Newton 法 的 -种 特殊 情况 , 它 相 应 于 取 fxz)= xz 外 . 当 >0 时 它 平 方 地 收 策 
于 和 的 正平 方 概 . 
更 一 般 的 寻找 根 的 公式 为 





它 也 是 Newten 法 的 一 种 特殊 情况 , 它 产 生 和 的 一 个 二 次 根 . 

4. 插值 法 用 二 次 或 更 多 次 的 咎 近 , 通 常 某 些 太 小 而 某 些 又 太 大 , 为 了 得 到 -个 改进 的 近 
似 殷 可 以 使 用 配置 多 项 式 ,这 些 方 法 中 最 古老 的 就 是 建立 在 前 二 次 有 逼 近 的 线性 插值 基 
础 上 的 . 它 彼 称 作 试 位 法 (regula falsi)， 它 是 用 迭代 公式 

《Ta 1 一 Ta_2) 所 六 1 
Or 
来 解 Flz)J=0 的 , 收 分 速度 介 于 前 二 个 方法 之 间 , 一 种 基于 在 前 三 个 道 近 侍 zo, rl, za 





区 
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之 间 的 二 次 播 值 ,使 用 的 公式 为 

26C 
BY 4AC 
关于 4,B,C 的 表达 式 将 在 题 25.8 中 给 出 . 





二 3 一 


，Bernonli 方法 产生 一 个 实 多 项 式 


aoxza +alze + 和 +Ter = 一 0 
的 最 大 根 , 假如 存在 -个 单 的 最 大 根 的 话 , 遥 过 计算 差分 方程 的 一 个 解 序列 
ao 二 Girl 十 … 十 Brmh-n 二 了 
并 且 取 极限 lim( rs viAzs) .通常 使 用 初始 值 x -= 人 …= 工 -1=0,zro=1， 如 果 一 个 复 
共 辊 对 为 最 天 根 的 话 ,那么 解 序列 仍 可 计算 下 去 ,但 是 用 来 决定 根 , ri ra rtcos 和 二 
ising) 的 公式 是 


的 
习 二 TYK 1 -TELTTE 了 一 工 R -1 
人 -2reos 和 Ar 


了 9 了 
站 下 -1 一 工人 了 上 1 江上 生 开 下 -人 





. 降 阶 法 (Deflation) 指 的 是 从 多 项 式 方程 中 移出 一 个 已 知 根 的 过 程 , 从 而 导出 一 个 较 低 


次 的 新 方程, 它 与 Bernouli 方法 联 在 一 起 , 便 允 许 一 个 接 -- 个 地 发 现下 一 个 主根 ,在 实 
跨 中 发 现 以 持续 降 阶 去 决定 较 小 的 根 精度 会 减 小 . 然而 , 使 用 这 些 所 得 到 的 结果 , 在 每 
一 步 上 可 以 作为 Newton 方法 的 初始 道 近 值 往往 带 来 所 有 根 的 精确 计算 ， 


. 商 - 羡 算法 (quotient-difference) 推 广 Bernoulli 的 方法 , 它 可 以 同时 地 产生 一 个 多 项 式 方 


程 包括 复 共 印 对 的 所 有 的 塌 , 它 包含 计算 一 个 商 和 差分 的 表 ( 类 似 于 差分 表 ). 从 这 个 
表 中 推导 出 根 ,其 细节 多 少 有 点 复杂 , 可 在 题 25.25 到 题 25.32 中 找到 . 


.Sturm 序列 提供 对 一 个 方程 的 实 根 的 另 一 个 历史 性 的 遂 近 还 是 基本 上 同时 地 产生 它 


们 .一 个 Sturm 序列 
太 (万 (Cr 
满足 题 25.33 中 所 列 出 的 5 个 条 件 , 这些 条 件 保 证 太 (z) 在 区 间 (a ,切中 的 字 根 个 歼 
精确 地 为 序列 和 (ay 万 (a) 六 (aa) 的 变 号 煞 与 序列 广 ( 吉 ) 万 (8)》， 的 变 
号 数 之 差 , 通过 选择 不 同 的 区 间 (a ,5), 因 而 实 根 的 位 兽 可 以 被 确定 , 当 态 (z) 是 一 个 
多 项 式 , 一 个 适当 的 Sturm 序列 道 过 用 欧 几 里 得 (Euclide 算法 } 求 得 , 令 方 (z) = 
(rz) 序 列 的 余下 部 分 定义 为 
Fr 二 Pifz)LIz) 一 二 
Pi(z)= 户 (z)Laz) -人 zh 
户 -a(z) = 态 -Tzr)LaiCz -一方 (zh)， 
像 降 阶 法 与 商 - 差 分 法 , Sturm 序列 可 以 用 来 获得 Newton 法 的 好 的 出 发 近似 值 ， 
然后 Newton 法 再 以 高 速 产生 精确 度 高 的 根 ， 











方程 组 与 最 优化 问题 
由 前 面 许多 方法 的 推广 , 以 及 其 他 的 算法 也 适用 于 方程 组 , 我们 选择 其 中 的 三 个 方法 


1 


选 代 法 ,例如 ,以 合 趟 
1 = 下 (ro 因 = (zol 
解 一 对 方程 
区 二 下 (3y 旋 ?= GfUzryy)， 
假设 rz 与 加 二 个 序列 均 收 禹 .Newrton 法 解 
FUzyy) = 卫 ， 8fz,y) = 0， 
通过 由 


+ 





4 


数值 分 析 





Ta 二 Ta-1 二 上 1， 3 二 3 十 帮 w-1 

所 定 尽 的 序列 ,其 中 的 h 1 及 有 -由 

六 (ro 有 六 (ro 

Era -ly 3 十 时 ozw-iy3nUA-L 二 一 玉 (7a-b3n-i 
所 箭 定 . 

更 一 般 了 地 , 对 于 方程 组 
Frz) = 0， 
其 中 ,FE,r 及 0 为 z 维 向 量 ,多 代 法 
9 二 GUOzteDb) 

也 适用 于 它 , 它 通过 对 原始 方程 组 的 -个 重新 安排 , 如 上 一 个 适当 的 初始 向 量 zx 他 而 
得 到 .或 基 Newton 方法 可 以 用 一 个 紧 谈 的 向 量 -矩阵 形式 来 表示 ,从 Taylor 级 数 开始 
free 十 玉 》 一 下 (02) 十 了 (ra 一 瑟 人 下 十 
忽略 更 高 阶 的 项 并 令 左 侧 为 零 向 量 , 其 结果 是 一 个 关于 上 六 的 线性 方程 组 

了 (te 人) 太 一 一 下 (zt ， 
甚至 可 以 将 它 写成 

上 一 一 JrzteD)RCrta 
了 称 作 下 的 Jacobian 罕 阵 , 它 具 有 元 素 


号 
了 二 dz 
其 中 户 与 zx 为 下 与 x 的 分 量 .用 一 个 精确 的 初始 逼近 值 , 各 一 个 适当 的 下 , 误 卷 在 


fm | 《Nt | 


| zx = 近 cxr 一 并 
的 意 广 下 下 降 , 称 作 平 方 地 下 降 , 但 是 必须 指出 这 个 平方 收 伍 可 以 是 难以 捉摸 的 .由 于 
寻找 充分 精确 的 初始 也 近 值 对 方程 组 而 言 不 总 是 那么 容易 的 , 因而 Newton 远近 有 时 
会 离开 正道 ,在 右 些 情 况 下 发 现 简化 的 步 又 

xD = x+Tkn 并 区] 


工作 得 更 好 ,选择 & 保证 已 的 范 数 的 下 降 . 以 这 种 方法 在 每 一 步 上 情况 都 有 改进 .这 种 
方法 称 为 阻尼 的 Newton 法 . 





. 最 优化 方法 是 基于 这 样 的 忠 想 , 即 方程 组 =0 或 方 =0,7=1,2,…,2, 当 函数 


5= 有 + 月 + 和 + 下 
被 极 小 化 时 , 求 得 它 的 解 . 因为 极 小 明显 地 出 现在 当 斯 有 扩 为 零 时 .方程 组 就 算 被 解 
了 ,寻找 这 个 极 小 值 的 直接 法 或 是 下 降 法 都 是 曾经 被 推出 过 的 , 例如 ,二 维 问题 (用 一 
个 邹 悉 的 记号 变换 ) 





Frzyy) = 0， gfzy)= 昌 
等 你 于 将 和 
Sr = 有 疡 + 全 

极 小 化 .从 一 个 初始 通 近 值 (zu, 和 ) 开 始 , 我们 选择 下 一 个 通 近 值 其 形式 为 ;zl= zo 一 
1S = -30 其 中 So 及 So 为 5 在 (zoy, yo) 处 樟 度 向 基 的 分 基 . 因 此 , 按 最 速 下 
降 的 方向 前 进 ,而 该 算法 称 作 最 速 下 降 算 法 ,:! 这 个 数 可 以 选 作 在 这 个 方向 上 将 8 极 
小 化 的 , 基 然 曾经 提出 过 各 种 方法 ,然而 接着 下 来 的 是 类 似 的 步 观 .这 个 方法 常 被 用 作 
对 Newton 法 提供 初始 遂 近 . 

当然 ， 与 上 着 等 价 的 往往 是 按 相反 方 回 来 开发 的 .优化 -个 阴 数 六 zy zy) 大 
们 寻找 三 的 梯度 为 零 的 地 方 

grad( 让 =【 太 ,万 访 ) = 《0.0， 0 

此 处 六 表示 了 对 的 偏 导数 ， 最 优化 就 是 尝试 对 这 ” 个 非 线 性 方程 的 方程 组 求解 . 
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3. Bairstow 方法 是 通过 应 用 Newton 法 于 一 个 相关 的 方程 组 来 产生 一 个 实 多 项 式 方 称 
pzy=0 的 复 根 . 更 明确 节 , 以 一 个 二 次 多 项 式 除 训 (z), 得 出 一 个 恒等式 
pe = (ra 一 mgtry+rr)， 
其 中 rfzr) 汶 一 个 线 生 余 项 
站 rr 一 二 
这 个 二 次 的 除数 将 是 P(z) 的 一 个 因子 ,如 果 我 们 能 选择 x,v 满足 
Taynp=0 afu nz = 0 
的 话 ,将 Newton 汪 应 用 在 这 个 方程 组 上 ,一 及 wm 为 已 知 的 ， 一 对 复 根 可 以 通过 解 
Tum=nD 


求 得 . 


题 解 
迁 代 方法 


25.1 证 明 着 > 为 J(z)=0 的 一 个 根 是 若 该 方程 改写 为 形式 x = 上 (z), 而 且 F(z) 在 一 个 以 
xr = 为 中 心 的 区 间 了 中 满足 | (zi 和 L<1, 取 xz 为 任意 的 ,但 是 在 区 间 工 中 , 则 序 
列 工 =FOrz -1 有 极限 limz, = r， 
证 昔 5 首先 我 们 得 到 
| 下) -下 | 下 1 
候 设 r*, y 都 接近 ，, 考 实 上 这 只 是 Tips chiiz 条 件 , 而 不 需 在 我 们 所 要 的 Fr) 王 加 十 更 严格 的 限制 
条 件 . 
3 二 FT 一 下 rr 一 rr， 
上 是 ,由 于 工 必 1, 每 -个 通 近 至 少 像 它 的 前 任 那 么 好 ,这 就 保证 了 我 们 所 有 的 道 近 均 落 在 工 中 , 因而 
设 有 什么 会 使 程序 中 断 . 应 用 最 后 一 个 不 等 式 上 次 ,我 们 有 


| 工 , 一 天 | 和 芝 工 rn 一 六 | 





以 攻 由 于 工 和 llimxzr =r 威 立 . 
这 个 收 仇 在 恤 25.1 中 得 到 说 明 . 注 意 选 择 Ptr。1) 作 为 下 一 个 ru, 相当 于 不 踪 一 个 水 平 直 线 到 
y=z 线 *. 同 时 注意 在 图 25.2 中 1 产 (z)>1 的 情况 导致 发 散 . 











网 25.1 周 25.2 


25.2 在 1225 年 Pisa 的 Leonardc 研究 了 方程 
7fzy= x+2r+lor-20=0， 





， 译注 ,数学 家 华罗庚 形象 地 称 这 种 方法 为 蝶 丝 转 方 污 .并 可 推广 到 二 根 任意 的 砷 线 人 性 曲线 的 求解 上 ( 即 求 它们 的 公共 
地点) 任 一 个 初学 者 均 可 众 这“ 册 趣 中 得 列 启 全 . 





“了 7 名 


23 .3 


25 .4 


数值 分 析 

并 且 得 到 rz =1.368, 808,107. 没 有 人 知道 Leonardo 用 什么 方法 得 到 这 个 值 的 , 然而 在 
他 的 时 代 这 是 一 个 值得 注意 的 结果 .应 用 题 25.1 的 方法 来 得 到 这 个 结果 . 

和 解 ”上 这 个 方程 可 以 用 允 种 方法 改写 成 “= Ffx) 的 形式 ,我 们 肥 二 = FtzyJ=20/(ra-2z+1l0) 
它 给 出 了 选 代 公式 


2 
2 个 23n-1 二 10” 


工 一 


了 到 ro=1 我 们 得 到 zl = 的 1.538461538, 继续 这 一 选 代 产生 表 25.1 的 序列 ,肯定 24 次 选 代 就 是 名 


了 , 那 时 Leonardo 值 出 现 . 

















囊 25.1 

员 工 1 访 正明 

1 一 5384 看 本 38 13 1.3688178974 
了 二 .295 人 Di157 1 1.368803773 
3 1 .401825309 15 1.368810031 
斗 1 .354209390 1 1 .368807234 
5 1,375298092 17 1.368808486 
看 3065925788 1 1.36880794f0 
7 1.370086003 19 1.358808181 
& 1.368244023 20 1.3688098075 
久 1 369059812 21 1 368808122 
1 1.368696397 22 1.368803101 
11 1. 368957688 23 1.368808110 
12 1.368786102 24 1.368808107 





为 什么 前 题 中 的 算法 收 仇 得 如 巧 地 慢 ? 
解 ”& 收 敛 速 麻 可 以 从 关系 
er Fr) 一 Er = FS -an = 王 (eu-i 
估 得 , 它 将 ， 次 误差 e 与 前 一 个 误差 ww -: 相 比较 . 当 ”增加 时 我 们 可 以 取 严 (六 为 EC) 的 一 个 通 
近 , 乱 设 这 个 导数 是 存在 的 话 ,于 是 esF'(r)e -1 在 我 们 的 例子 中 ， 


、。 四 40(r+ 1 国光 
天 (一 (rz+2r+10i2 0.44 


使 每 一 个 误差 约 为 前 一 个 的 -0.44 倍 . 它 提示 了 对 每 一 个 新 的 准确 小 数位 要 求 2 一 3 次 灶 此 ,而 这 就 
是 算法 实际 能 完成 的 . 
应 用 外 推 到 极限 的 思想 来 加 速 前 面 的 算法 . 
解 SF 当 在 一 个 算法 中 有 误差 特征 的 信息 可 用 时 ,这 个 思想 可 以 被 使 用 .这 里 我 们 有 过 近 什 [| 
FTr)ye 1 无 禹 下 (7) 的 夭 识 我 们 还 是 可 以 写成 

六 一 NS Frr 一 开 r)， 

rrr 一 Tort) 
将 它们 相 除 我 们 得 到 


六 一 工 n+1 六 一 江 
本 





齐 
 ”” 开 a-2 一 +1 


并 将 根 解 出 

【了 sa-2 一 1 
本 +2 .Pa+l 十 远 困 
《Art 

上 2 


YY nr2 一 


二 二 rr+2 一 
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“了 下， 





这 就 是 常 被 称 作 的 Aitken 妈 过 程 . 
25.5 对 题 325.2 的 计算 应 用 外 推 到 极限 法 . 
解 攻关 使 用 zi0,zD 受 ra 由 公式 可 得 


加 (0.000071586 
r <“1.368786102 - 一 1 00023287 


2 .308803107， 

它 又 -次 为 Lecnardo 值 ,用 这 种 外 推 ,只 需 一 半 的 选 伐 . 早 一 些 使 用 它 ,可 以 促成 收 化 方面 的 更 进 一 

步 的 节约 ， 

25.6 ”在 每 三 次 选 代 后 对 称 地 使 用 外 推 到 极限 法 就 尾 那 全 称 作 Steffensen 的 方法 ,将 它 应 用 

于 Leonardo 方程 . 

解 ” 钱 头 三 个 台 近 值 xzo, ri 及 xz 可 以 向 题 25,2 借用 ,现在 用 Aitken 的 公式 来 产生 x3; 
《1 
工 2 一 1 十 0 
原始 选 代 现 在 被 恢复 成 像 在 题 35,2 中 那样 来 得 到 r4 及 cs: 

了 4 二 下 (7 = 工 367918090， 2T5 = FIzr4) = 1.369203162. 
Aitken 会 式 接 着 提供 re: 


= 1.370813882 


王 3 一 一 


日 二 了 2 一 274 二 工 3 = 1.3688081069 . 


下 -个 循环 带 来 的 迁 代 值 为 
zy = 1.368808080， ra = 1,.368808120. 
Aitken 公式 从 这 些 值得 出 xg=1.368808108. 
25.7 证 时 烽 Leonardo 方程 作 其 他 的 重新 安排 不 一 定 产生 收 伍 序列 . 
证 ”上 旺 作 为 例子 我 们 可 以 取 r={20-2zr?- z3)710 由 它 得 出 的 迁 代 公式 为 
= 20 一 2z35-1 -321 
n 可 ， 
再 :次 以 xe= 1 为 出 发 值 ,我 们 被 带 往 序列 
32R1.70 73a1.75 xx 1.79 7T = 1.83 
Tc0.93 240.85 60.79 48 站 72 
等 等 ,看 来 是 清楚 的 交替 的 台 近 朝 着 相反 的 方向 ,与 题 25.1 相 比 较 我 们 发 现 这 里 严 (r)=(-4r 一 
3r2y710< -1 , 它 确认 了 计算 的 根据 . 





Newton 法 


25.8 导出 解 fr) =D0 的 Newton 适 代 会 式 
上 rn 1 
可 有 一 证 呈 一 产 {zo 


解 Er 从 Tayler 公 式 开始 


(DJ = maD+tr-acDrtaD+ 羡 raocD27(9， 


我 们 保留 线性 部 分 ,回忆 Fr) = 0, 并 通过 将 re 去 取代 还 剩 六 在 公式 中 的 r 去 得 到 
目 = 捕 ze 1) 坏 {zn 一 2n- 中 六 (Ea-， 
将 它 生 新 安排 立 得 rz = -1 了 Eee 
25.9 Newton 公式 的 几何 解释 是 什么 ? 


解 8 它 相 当 于 使 用 在 ex。 1 处 以 对 = 7z) 的 切线 来 代 赫 曲线 .在 图 25,3 中 可 以 看 到 它 导 出 


萎 ze- -0 一 (1 


了 0-1 < 江 nm 


它 还 是 Newton 公式 , 接 下 米 的 类 似 步 骤 如 箭头 所 示 
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2 .12 





图 25.3 


将 Newton 公式 用 于 Leonardo 方程 . 
船 85 取 Fr-rita2r+i07-20 我 们 得 到 广 (rl-3c+47+10, 而 千代 公式 就 变 成 


区 1 十 2z3-i 十 10， -1 - 20 
3z2 | +4zr +10 





Tn 二 了 Tn -一 


再 一 次 选 ro= 1, 我 们 得 到 表 25.2 的 结果 ， 







1 











1 .411764706 1 .369336471 1.368808H 人 号 1.368808108 





收效 速度 是 显著 的 .在 四 次 选 代 中 基本 上 得 到 Leonardo 值 . 窑 实 上, 计算 证 明 
7F(1,368308107) 关 - 0,000000016， 
71 ,368808108)》 = -~ 心 .000000005， 
它 提 示 了 Newton 结果 是 覆 胜 一 筹 . 
通过 展示 收敛 是 “二 吹 的 "来 解释 Newton 选 代 的 快速 收 伊 ， 
解 ” 贱 回 忆 题 25.8 的 方程 , 它 导出 Newton 公式 


Fr) = 天 nl 十 (r 一 Ti TFT -ly 十 卫 (r 一 ze12F(E)， 
0 = 天 rrn 一 2 人 ra 


相 减 得 到 0=(r-a)FrzriD+ 二 (ra 0D2(6， 或 者 令 os0=er(rs + 全- 
F 广 (6 假设 收敛 , 我们 将 *。 1 及 上 都 换 成 ~, 于 是 我 们 有 


De 

? 2 六 (r) 
因此 每 个 误差 粗略 地 与 前 一 误差 的 平方 成 正比 ,这 意 咪 着 每 穴 允 近 准确 的 小 数位 粗 申 地 增加 了 
一 倍 , 国 而 为 奸 么 称 之 为 平方 收效 . 它 可 以 与 在 题 25.3 中 的 较 悍 的 线性 收 仇 相 比 ,那里 每 个 误差 粗 
略 地 正比 于 前 … 误 差 .由 于 我 们 现在 的 zs 的 误差 约 为 0.00000008 ,而 [ 产 (r)]7[2 六 (rz 约 为 8,3， 
我 们 发 现 如 时 在 我 们 的 计算 中 能 用 更 多 位 小 数 进 行 工作 , zy 的 澡 郑 藤 大 约 是 在 第 15 位 上 的 二 个 单 
位 ! 这 种 超速 庶 提 示 了 Newton 算法 值得 启动 它 作 一 个 侣 理 精 码 的 首次 冲 近 , 耐 它 的 自然 角色 是 把 
这 样 “个 合理 的 还 近 转 为 一 个 极 好 的 . 串 实 上 , 其 他 出 现 的 算法 比 之 Newton 方法 更 适合 于 求 所 有 
根 的 首次 各 近 值 的 "全 局 " 阿 题 .然而 这 类 方法 通常 收 化 得 很 慢 . 看 来 只 能 白 然 地 使 用 它们 仅仅 作为 
一 个 合理 的 首次 怕 近 , 然后 用 Newton 法 提供 修饰 ,这 类 方法 很 受 钦 迎 因而 我 们 在 进行 中 会 崩 -次 
提 到 它 . 但 是 偶尔 也 会 发 现 这 样 的 情况 , 即 给 出 的 是 -个 不 适当 的 首次 台 近 . Newton 法 将 以 一 次 速 
度 收 伍 , 但 并 不 是 到 所 希望 的 那个 根 ! 回忆 算法 背后 的 切线 几何 , 容易 给 出- -条 会 发 生 这 种 情况 的 
曲线 , 简单 地 把 普 狄 逼近 安放 在 极 大 或 极 小 点 的 近 旁 就 是 如 此 . 
证 明 决 定 平方 根 的 公式 


























是 Newten 选 代 的 一 个 特殊 情况 . 


第 二 十 五 章 “ 非 线性 代数 


证 晴 取 扩 z)= 妆 - Q, 昌 然 使 f(r)》=0 相当 于 找 和 @ 的 一 个 平方 根 ,由 二 三 (z)》 = 2r, Newton 
公式 变 成 
mm 
25.13 ”应 采 平 方 根 达 代 取 驴 =2， 
解 s 环 选 zo=l, 我 们 得 到 者 25,3 中 的 结果 ,再 一 次 看 到 收 伍 的 一次 性 质 - 每 一 个 结果 粗略 地 具 
有 二 倍 于 它 的 前 者 那么 多 的 准确 位 数 , 图 25.4 说 明 这 个 行为 ,由 于 首次 道 近 是 在 ?= 疡 -2 的 中 的 


那 一 全, 下 -个 则 是 在 根 的 另 - - 侧 . 在 这 以 后 序列 是 单调 前 . 滋 下 的 在 曲线 的 凸 的 一 侧 像 切线 通常 
所 做 的 那样 . 


表 站 .3 


杂 < 





了 1.S 


了 1.416 666 667 








了 二 ,414 之] 石 8 
二 1.414 213 302 
本 | 1， 车] 中 号 1 3 和 5 各 2 
图 25.4 
ml 总 


25.14 导出 找 忠 的 户 次 根 的 欠 代 公式 ro=rni- 一 5-T 


解 gg 环 职 Fz)y- 一 及 六 (z)= prp 1 这 个 缚 果 立 齐 碟 为 Wewton 法 的 一 个 特 罗 情 癌 . 
25.15 应 用 前 题 寻 找 2 的 一 个 三 次 根 ， 


解 6 取 Q-3 及 =3, 迄 代 公式 简化 成 mm= 了 (zs 1+ 二 一) 选择 ze 一 我 们 得 到 zi 全 
以 肌 
2 = 4.263885889， xz = 1,259933493， 
z4 = 1,.259921049， rs5 = 1.259921049 
二 次 收 分 是 显 见 的 . 
播 值 方法 


25.16 这 一 古老 的 方法 使 用 前 二 个 道 近 值 并 通过 它们 之 间 的 一 个 线性 播 值 构造 下 一 个 道 近 
值 ,导出 试 位 法 ( 见 图 25.5》， 


《e 二 二 ) Ra 


Fa 
解 5 线性 丽 数 


yy = Fa) + 有 二 丰 的 (z -4 
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明显 地 在 a 与 问 上 到 = 放 z) .在 由 试 位 法 络 出 的 变量 * 处 它 为 泽 , 这 个 组 可 用 作 我 们 对 J(z) -0 
的 根 的 下 - -个 有 逼近 .在 根 的 邻 域 中 我 们 是 这 样 有 效 地 将 曲线 换 成 了 -个 线性 配置 多 项 式 ,还 要 注意 
的 是 两 个 已 知 的 遂 近 值 e 与 5 是 在 精确 根 的 两 侧 的 .因此 Fa 及 70) 有 相反 的 符 叶 . 当 使 用 武 位 
法 时 被 假设 为 相 皮 的 符 导 . 据 此 ,已 找到 一 个 =, 再 次 应 用 试 位 法 时 我 们 在 使 用 这 全 < 时 或 当 作 新 的 
da 或 是 新 的 请 ,不 管 那 一 种 选择 均 维持 相反 的 符号 ,在 图 25.5 中 ,* 会 变 成 新 的 es, 以 这 种 方法 可 以 生 
成 一 个 遂 近 序列 定 和 9 卫 19 工 2 瑟 zi 是 原始 的 u 友 记 ， 

25.17 应 用 试 位 泛 于 Leonardo 方程 . 


解 术 选择 ro=1 太 zi=1.5 公 式 产 生 


_ 0.5(2.875) 。 ，。 
ya 一 1.S 一 9 .875 2 3 


50.3946) 
一 3.2696 


等 等 , 收 敏 速率 可 以 正明 比 在 题 25.2 中 的 速率 高 但 不 如 Newton 法 好 . 

25.18 一 个 自然 的 下 一 步 就 是 用 一 个 二 次 的 插值 多 项 式 而 不 是 “个 一 次 的 , 假如 手边 有 二 个 
各 近 值 xn, ziy x2, 导出 一 个 关于 新 的 近 近 值 rs 的 公式 , 它 是 这 样 的 -个 二 次 式 的 零 
点 ( 根 ) 
解 “上 不 难 证 明 ,通过 这 一 点 (zny yoj, (zy (zay3ya) 的 二 次 式 ,其 中 3= 所 7) 本 以 写成 





























z = 1.35 me 1.368， 


了 1 一 





2(zr) = 38(ah2 + 芭 + C)， 
癌 


江 衬 一 - 
黄 中 中 = -zy 及 4 日 [5C 是 


(zt - zojya+ (zu 一 2)y1+(22 一 工 30 








表 三 
《73 一 了 1 人 (1T 一 0 
媚 = 【1 一 下 0 ff 袜 2 一 工 ] 一 0 ya 一 【72 一 0 十 《 工 3 二 1 90 
【za - zy 一 0 ， 
CC = 
”2 一 了 0 字 2 


就 好 求解 a(z)=0 我 们 得 
产 =- -一 2 一 ， 
B+ YEB2-44C 
选择 二 次 公式 的 这 种 形式 是 为 了 避免 在 作 减 法 时 避免 有 效 数字 的 损失. 这 里 的 符号 应 选择 得 使 分 
组 的 绝对 值 为 匀 大 的 , 然后 





池 3 一 下 了 十 丰 
蛮 成 下 -个 远近 值 ,这 个 过 程 可 以 重复 通过 将 所 有 的 下 标 加 于 ,这 个 加 刚 描述 过 的 方法 就 是 被 称 作 
Muller 方法 的 ,人 们 发 现 它 收 黎 到 实 根 也 收 北 到 复 根 .当然 , 对 后 者 而 言 , 以 莫 术 算法 进行 ， 然而 即使 
对 于 实 根 , 复 算法 世 不 失 为 -种 明智 的 选 泽 , 由 于 虚 P 的 踪迹 偶尔 也 会 进入 计算 . 




















Berooulli 方法 


25.19 证 明 假 如 = 次 多 项 式 

胡 () = nz8 十 TXT 十 二 

有 一 个 单 重 的 最 大 零点 ,譬如 说 ri, 然后 可 以 通过 计算 关于 = 阶 卷 分 方 在 
Q0XA 十 人 1TE_L 十 二 Gary 一 0 

的 解 序列 ,并 取 lim( re， zt 而 得 到 . 

证 “ 睫 该 差分 方 召 有 pz) -0 作为 它 的 特征 方 种 , 因而 它 的 解 可 以 写 或 

和 1 玫 寺 二 二 Ga 
假如 我 们 选择 初始 值 使 1 天, 则 


评 k+1 1 ~ (eagci fraAri)el 十 … 十 (epei)Urspriie 
了 一 1 1 二 (espci fragrl 六 十 -十 (eyeiygrogri 站 
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25. 24 


2S.21 


35,22 则 用 Bermoulli 方法 于 Leonardo 方程 . 





且 出 于 ” 为 最 大 的 根 








了 
jim 二 0 
了 


使 jimf rs es 一 六 1 正 闻 卫 要 求 的 那样 .可 以 证 明 使 用 复 变 理论 初始 值 卫 一 +1 下 一 二 -1 二 耻 ， 
zn 一 1 类 俊 证 e1 2. 
应 用 Bernouli 方法 本 守 -5zr” +9r2 一 7r+2=0. 
解 E8 与 之 相关 联 的 盖 分 方程 为 

234-1 十 9 Fe 一 了 十 了 -- 0， 
假如 我 们 取 x_-3=ya=z 1= 人 与 co=l, 则 下 继 的 xx 在 表 25.4 中 给 出 .同时 给 定 比 ws 它 收 
化 到 =2 是 悍 的 , Bernoull 方法 的 收 和 化 速 率 为 线性 的 ,这 个 方法 往往 是 用 来 为 Newton 或 Steffensen 
方法 生成 一 个 好 的 出 发 允 近 值 ,这 :种 方法 均 为 二 次 的 


























甫 25.4 

二 TY | 天 ET 
1 5 3.2000 3 4,017 2.0164 
2 16 2.6250 10 8,100 2.0096 
3 和 2 2.3531 11 16,278 2.0056 
4 加 ， 2.2121 12 32, 647 2.0032 
5 219 | 2.82m9 13 65,，399 2.0018 
6 | 466 | 2.0733 14 130, 918 2.0010 
了 6 避 j 了 .U4PbsS 15 261, 972 1 2.nD05 
8 | 1981 2.0278 46 524, 097 





为 了 适应 一 对 共 轰 复 根 为 主根 的 情况 , 将 Bernoulli 方法 加 以 改动 ， 
解 鲫 令 -及 ra 为 复 共 斩 根 . 则 | ri< ril 当 ?= 3 …,a* 由 于 rr 对 是 最 大 的 ,用 实 的 出 发 
值 , 差分 方程 的 解 可 以 改写 为 





工 k 一 ce 十 Cr 十 … 十 er 
其 中 ;与 -也 是 复 共 辑 的 . 令 r= re 汪 -Facl=aea= 具有 r>0a>0 及 0<g<m 故 ri 是 
在 上 胖 平 面 的 根 . 接 镍 


二 arreos( jg 十 如) 十 Er 有 十， 十 




















24| aas 好 十 目 ) + 全 | | 二 二 也 | 2 | 


2Q 7 站 好， 
除 第 一 项 姑 所 有 的 项 有 极限 为 零 , 对 大 的 上 也 如 此 ,xss2arteos( 录 +9, 我 们 现在 用 这 个 结果 来 决 
定 r 上 太史 ,首先 我 们 考察 到 

















3 一 2reos 凤 十 FT 
正如 可 以 看 成 从 前 刘 程 来 替代 zy 并 使 用 关于 余 荡 郴 数 的 和 与 差分 的 恒等式 .将 下 标 减 1, 我 们 同 样 
可 得 到 





-2rcosgrt 1 士 rzax -2 ns 0. 


现在 同时 解 这 二 个 式 子 得 


站 
2 开 开 rLTA-1 
~ 


太 ” 


有 下 
一 3rrosg sz 了 T 
了 证 二 -上 ”了 各 [ 由 -了 


决定 -! 及 ra 的 必要 洪 备 现在 已 具备 . 








解 攻 责 相 其 联 的 差分 方程 为 区 一 一 了 41 - 10 :十 20x -而 对 初始 值 为 Y-:= 工 -1=0， 工 0 二 二 





全 


译 许 : 原 蔬 此 处 有 误 ， 
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的 和 解 序列 出 现在 形 25.5 中 ,对 "2 改 - 2reosg 的 革 些 逼近 值 也 列 在 表 25.5 中 . 




















家 25.5 
上 开 < 了 一 Zreos 负 
人 十 

1 -2 | 7 2.6898 | 14.5026 3. 拓 和 2 
2 | 6 和 -32，464 14_.60376 3.3696 
和 5 | 日 147,489% 14.6135 3.3692 
4 -84 | 如 -22,46 | 14.61190 3.3686 
5 472 11 -2,.079,168 14.6110 3.368R 
6 2 824 12 7.333,056 | 


+ 符 导 的 波动 是 有 淡 复 很 出现 的 象 手 , 通 过 回忆 xx 的 在 题 25.21 中 给 出 的 形式 , 外 rtss2erecos( 录 
+ 的 可 以 看 到 这 -点 , 当 上 增加 对 , 余 芝 函 数 的 值 在 +1 之 间 以 傣 赖 子 风 值 的 大 小 以 有 点 不 规则 的 
方式 变化 ， 
由 最 启 一 次 逼近 我 们 得 到 
Fos 玫 各- 1.6844， rsin 和 二 土 V r2 一 【rcos 风 2 se 士 3.4313， 

使 得 根 的 主 对 为 riryxs -1.6844 土 3.4313i .由 于 Leonardo 方 御 是 三 次 的 , 这 些 根 还 可 以 先 通过 前 
夯 所 获得 的 实 根 将 它 还 原 成 一 个 二 次 方程 而 得 到 .在 这 种 情况 下 并 不 真正 多 机 Bermneulli 方法 ,所 得 
钳 果 可 以 通过 所 有 根 的 总 和 为 - 2, 匀 积 为 20 来 检验 ， 


降 阶 法 [(Peflation) 


25.23 ”全 用 单个 方程 z4- 10z3+3572-S0r+24=0 来 说 明 降 阶 法 思想 . 
解 。 睦 这 个 方程 的 主根 精确 地 为 4. 应 用 因子 定理 我 们 以 除法 移 掉 因子 一 4 


才 -24 和 晨 一 旭 





一 哲 11 一 丰 人 0 


南 为 3 次 的 二 -6z2+ltr -6 于 是 我 们 说 原始 的 四 次 多 项 式 王 降 成 为 三 次 的 .三 次 方程 的 主根 为 
3. 糙 这 个 国 子 移 去 





我 们 完成 了 第 二 次 的 下 降 , 降 至 二 次 式 z2 - 3x + 2, 它 可 以 将 镜 不 的 二 个 根 2 履 1 解 出 .或 者 二 次 的 
还 可 以 下 噬 为 线性 的 x - 1. 下降 的 思想 就 是 指 , 已 经 找到 『 一 个 根 , 原始 方程 可 以 用 低 一 次 的 来 苦 
代 . 理论 上 ,-- 个 寻找 方程 主根 的 方法 ,诸如 Bernou 由 方法 , 任 篆 逐次 地 降 阶 ， 它 移 掉 每 一 个 已 找到 的 
主根 ,并 息 设 没有 二 个 根 是 相同 的 , 这样 一 个 狠 . -个 地 找到 其 他 所 有 的 根 ,事实 上 有 误差 问题 , 它 限制 
了 这 个 方法 的 使 用 ,正如 下 题 所 提示 的 ， 
25.24 证 明 若 主根 的 位 置 不 是 精确 地 知道 ,那么 降 阶 法 可 能 会 产 牛 精 确 度 还 要 差 一 些 的 下 一 
个 根 , 并 提出 一 种 获得 第 二 个 根 与 第 一 个 根 相同 精确 的 方法 . 
证 同人 恨 设 , 为 俏 单 起 见 ,所 得 到 的 前 个 方程 的 主根 只 准确 到 二 位 为 4.005, 降 阶 带 来 


第 -十 五 章 ， 奈 线性 我 数 
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-10 35 30 2 4.005 


4.005 - 24.01 特 .015 一 23.97 





] 一 .993 的.5 一 .983 站 .全 3 


因而 三 次 式 是 <-5.995rz+10.99z> 5.985. 这 个 三 次 式 的 主根 (准确 到 两 位 ] 是 2.98. 至 于 涉 骂 
到 原始 的 四 次 方程 , 它 的 不 准确 在 最 后 一 作 上 .在 这 点 上 ,自然 的 步 陵 是 使 用 2.98 作为 Newron 碗 
代 的 首次 近似 ,很 快 地 它 便 会 产生 “个 原始 方程 的 准确 到 两 位 的 机 .这 时 再 作 下 一 次 的 下 降 , 在 实 
趾 中 发 现 较 小 的 * 朵 * 要 求 持续 地 校正 ,以 及 蓉 至 对 于 中 等 次 数 的 才 策 式 ,由 下 隆 法 所 得 到 的 结果 对 
保证 Newton 迭代 收 黎 性 所 要 的 那个 根 而 言 也 可 能 不 是 足够 好 的 . 当 共 轮 复 根 < 土 玉 通过 以 二 次 因 
子 x2 -2ur+a2+t 去 除 而 移 去 时 同样 的 注释 成 立 








商 - 差 分 算法 


25 .了 2S 


25 .2 在 


什么 下 -- 个 商 - 益 分 格式 ， 
解 上 本 闪 定 :个 放 需 式 ut +ulza +…+uan 及 相关 联 的 差分 方程 
BO 十 GET 十 十 


考 形 飞 人 -YL 让 及 证 口 ” ] 的 解 序列 . 令 人 及 吕 =0. 然 后 定义 





站 放 
4 二 [ 宇 |@ 惰 = 对 +1 一 台 十 起 由 

其 中 -12 -1 下 天 =0,1,2,… 这 些 不 同 的 商 (4) 与 莽 分 (ad) 可 以 如 在 表 25.5 中 那样 列 出 ， 

通过 考察 表 中 蔓 开 部 分 ,定义 容易 被 回忆 和 起 来 .在 一 个 (g) 列 为 中 心 的 缆 形 中 SW( 南 西 ) 对 的 和 和 与 


NE( 北 东 ) 对 的 和 相等 ,在 一 个 (e ) 列 为 中 心 的 鞭 形 中 相应 的 乘积 是 四 等 的 ， 这 些 是 莱 形 法 则 . 


囊 25,6 

硅 
甘 井 

号 1 Gn0 
呈 二 二 

9 后 对 
0 二 寺 < 

呆 j 9 全 9 
0 可 dd 地 

了 吕 3 码 中 1 
0 虽 人 垢 

他 5 的 ; 日 3 号 2 


计算 与 Fibonacei 序列 相关 爱 的 多 项 式 的 商 - 差 分 格式 . 
解 上 本 结果 列 在 表 25.7 中 ， 
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25 .38 


25.29 





“286 数值 分 本 
续 表 
史 村 中 人 人 人 人 
| | 2.0000 - 工 .NO 
2 2 和 -0.5000 一 (00001 
1.5000 -日 .5001 
3 3 | 0 0.1b67 -0.0001 
| 1.6667 一 0.6669 
4 S 0 一 0.0667 0.0005 
1.6n00 一 全.5993 
5 8 日 ,0250 0.0007 
1.6250 一 站 .0624 站 
6 13 0 - 0.0096 -0.0082 
| 1 5154 - (0.532326 
?了 21 站 0.0037 
1.6190 
呈 引 4 站 














什么 是 与 商 -差分 格式 相关 联 的 第 一 个 收 化 定 理 ? 
解 “t 假设 纵 定 的 案 项 式 没 奇 二 个 零点 看 相同 的 绝对 值 .于 是 当 “ 赵 身 无 穷 对 ， 
和 二 二 工 , 如 1 

其 中 ra，…yr 是 按 绝 对 俯 减 少 的 顺序 排列 的 , 当 j= 1 时 它 是 Bernoulli 关于 主根 的 结果 .关于 ) 
的 其 他 值 ， 证 明 要 求 复 函数 理论 因而 将 被 消 略 , 这 里 也 兽人 很 设 过 和 包含 在 格式 中 没有 一 个 分 天 为 堆 .4 
的 收 若 于 根 隐 含 着 4 的 收效 于 零 .这 可 以 在 < 面 看 到 :从 题 25.25 的 第 … 个 定义 方程 ， 

僵 。 喧 ， ， ma 

碟 加 矿 < 
因此 岂 几何 地 收 惫 到 零 .在 目前 的 这 个 问题 中 , 收获 的 开始 在 大 25.7 中 已 经 大 显然 的 ,除了 最 后 一 
列 将 要 简短 地 被 讨论 外 ,在 这 个 袁 中 !e ) 列 必须 , 筷 借 收效 定理 , 扑 于 根 {1 +Y5)72, 它 近 他 地 为 
1.61803 及 -0.61803, 明显 地 我 们 更 接近 六 第 一 个 而 不 是 第 二 个 ， 
一 个 商 -差分 格式 怎样 产生 一 对 复 共 镀 根 ”? 
解 “ 证 这 种 根 允 存在 可 以 用 不 收 剑 于 零 的 {ad) 列 来 说 明 , 假 设 城 表 值 的 列 并 不 如 此 , 那么 我 们 
就 构造 多 项 式 

















自 二 + 吾 ， 
其 中 当 站 趋 问 无 穷 时 有 
AU = 区 人 + 国人 ， 号 = lmesgt 
多 项 式 会 有 根 "> 及 r ,1, 它 们 是 复 共 罗 的 .从 根本 上 来 说 , 可 以 得 到 诛 始 多 项 式 的 -个 二 次 因子 .这 
昌 我 们 假设 改 - 1 及 改 民 表 信 的 列 正 是 收效 于 零 , 假 如 他 们 不 是 这 样 的 ,那么 就 有 二 个 以 上 的 很 有 相 
同 的 驶 对 值 .因而 带 要 .-- 个 更 为 复杂 的 过 程 ,细节 ,以 及 刚才 所 作 的 收 伍 性 ,在 国家 标准 局 应 用 数学 
序列 ,49 卷 中 给 出 
什么 是 生成 -- 个 商 - 差 分 格式 的 行 -对 - 行 (Crow-by-row)} 方 法 以 下 它 的 好 处 坷 在 ? 
解 “t 生 从 题 25.25 中 首先 引入 的 按 列 方法 对 舍 人 误差 于 分 敏感 .这 就 鸽 表 25.7 的 最 后 - 列 不 像 
-个 (四 0) 列 本 该 那 举 地 收 敏 于 零 , 而 代 之 以 展示 一 个 误差 爆炸 的 典型 开始 的 这 一 事实 得 到 名 将 . 

下 面 的 波 行 (row by row) 方 法 对 误 益 则 有 较 小 的 敏感 .虚构 表 但 是 用 来 填补 商 -差分 属 式 顶 映 
的 两 行 的 ,其 做 法 如 下 ,从 中 列 昌 发 并 以 中 结束 , 黎 边 的 两 列 对 所 有 的 二 均 由 零 组 成 .这 相当 于 强 
胡 存 这 些 过 界 莽 分 上 的 适当 人 性 态 为 了 话 币 伟人 误差 而 作 的 努 几 . 
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然后 应 用 菱形 法 则 , 依次 填 竺 个 新 行 ,可 以 汪 明 在 题 25.25 中 已 待 到 的 相同 格式 将 被 这 个 方法 所 发 
展 , 假设 在 配种 方法 中 都 没有 误差 .在 出 现 误 莽 的 情况 下 亚 行 方法 更 为 稳定 , 注意 在 本 法 中 无 需 计 
算 xs. 

25,30 ”应 用 行 对 行 方法 于 Fibonacci 序列 的 多 项 式 一 工 …1， 
解 。g 本 如 前 题 中 所 提示 的 那样 , 填 人 项 行 其 他 的 用 莹 形 法 出 进行 计算 . 雪 25,8 展示 这 个 结果 .在 
最 后 (罗列 中 性 态 的 改进 是 显 见 的 . 

















表 25.8 
上 过 至 可 各 上 
1 妖 
工 必 1 由 
1 2 1 
2 0 -0.5000 0 
1.5000 -0.5000 
3 0 0.1667 0 
1.6667 0.6667 
和 0 一 唱 .0667 有 
1.6000 一 站 .和 U0 总 
四 用 0.0D2s0 晶 
1 工 6250 - .5625 
和 f 一 丰 .0096 0 
下 . 折 15 寺 一 全- 避 15 
7 0 0.0037 0 
.6191 -0.6191 
有 0 性 











25.31 应 用 商 - 莽 分 算法 来 寻找 
xz4-10r3+35r 一 S0r+24=0 

的 所 有 的 根 . 

解 “E5 这 个 方 程 的 根 精 确 地 为 1,2,3, 及 4. 然而 ,这 个 算法 并 不 要 求 事先 仙道 关于 这 些 根 锡 信 

息 .所 以 这 个 方程 当 作 一 个 简单 试验 例子 . 商 -差分 格式 , 它 由 题 25.29 的 方法 所 生成 的 列 在 表 25.9 
中 .明显 地 , 它 的 收 伍 是 慢 的 , 丛 是 形成 了 所 期 望 的 模式 .(z) 丽 看 来 是 走向 零 的 而 (9 ) 列 按 4,3,2, 了 
的 那 种 顺序 .或许 在 这 时 转 阿 Newrten 法 是 明智 的 , 它 北 常 快 地 将 -个 台 理 鸭 首 次 壮 近 , 正 像 我 们 现 
在 有 的 ,转变 为 精确 结果 . 商 - 盖 分 算法 正 是 为 了 给 Newton 法 作 准将 的 这 个 目的 而 常 被 使 用 ， 
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表 353.9 
| 可 交 过 如 过 日 和 习 寺 
| 1 0 0 0 站 

1 19 -3.5000 -1.4286 - 0.48n0 0 
石 .SOD0 a.0714 口 .848 站 和 .4 宫 DO 

210 -1.1154 -0.6542 -0.2439 0 
| 与 . 3884 丰 了 .5326 1 .35$99 作 .7329 

3|0 - 0.5246 一 0,3513 4 1291 0 
d4.8600 2.7059 1 .5821 0.8520 

寻 自 妇 . 3321 一 站.2054 一 上 各 .0095 用 
| 4.5679 2.7926 1.7180 日 .9%215 

| 0 一 自 ，1785 一 自 .126 寺 一 口 .0373 蜂 
4.3893 2.8448 1.8071 0.9588 

6 | ,0.1158 -0.0803 -0.0198 0 
二 .2735 2 .88013 上 .站 了 7 折 们 .978 生 

7 16 - 必 .0780 0.0521 -0.0104 
二 .1955 2 和 6 1.9093 0.9890 

昌 册 一 由 .0540 一 自 .0342 - 昌 .0054 号 
4.1415 2.5260 1.9381 0D.9944 


25.32 应 用 商 - 差 分 算法 于 Leonardo 方程 . 
解 。 吐 仍 是 使 用 逐 行 方法 , 筷 们 生成 的 阁 式 陈列 在 表 25.10 中 ， 





























表 25.10 

点 | 二 胡 二 _ 9 芝 9 加 
一 之 吕 自 

1 站 S 一 辽 和 
了 -了 之 

2 D 11.6667 人 ,35714 0 
一 汪 .6667 5.2381 1.4286 

3 中 子 ,0 生生 生 间 四 
一 1.6154 一 1.6574 1.2724 

4 由 ?7.2346 一 0.1196 0 
器 192 一 时 .人 1 各 1.3924 

5 丰 一 11.6022 QU18S 0 
-3.9830 2.60091 1.3739 

五 心 S.05S90 人 ,0097 则 
一 D.9234 2.4408 1.3642 


收 化 是 慢 的 ,假设 我 们 在 此 地 打住 .第 -个 {d) 列 看 来 简直 不 像 是 朝 背 下 的 方向 前 进 的 ,提示 "1 与 = 
为 复 的 , 正 像 我 们 元 论 加 何 已 经 知 章 的 那样 -下 “个 (直列 出 现 了 向 过 的 趋势 ,提示 “个 实 很 ,我 们 务 
道 它 掌 近 1.369.Newton 法 会 快速 地 具 我 们 这 几 有 的 初 贻 估计 值 1.3642 产生 一 个 烙 确 根 , 回 到 复 对 
上 ,我 们 应 用 题 25.28 的 方法 ,从 (4)? 的 头 一 列 我 们 计算 

5,6192 -9.0116 = .3.3924， (1.6154) 9.0116) 关 14.5573， 

-5.9830 + 2.6091 = - 3.3739， (5.6192](2.6091) s 14.6611， 

-0.9234 - 2.4408 = - 3.3642，【《 一 3S.0830)11 2.4408) < 二 .6033， 
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于 是 41s* -3.3642 与 六 | ss14,6033. 国 此 复 根 近似 地 由 xz+3,3642r + 14.6033=0 纵 出 , 它 使 这 些 
概 汶 ri rass - 芋 .682 士 3.4311， 

Newton 方法 全 用 复 算 术 可 以 用 来 改进 这 些 值 , 然而 另 一 个 称 之 为 Bairstlow 的 方法 在 这 里 将 被 简 
短 地 介绍 .在 这 个 题 电 我 们 又 一 次 地 使 用 了 商 莽 算法 来 提供 所 有 根 的 像样 的 估计 值 . 对 一 个 能 完成 这 
一 使 命 的 方法 不 应 指 盟 它 快速 地 收 敏 ,然后 在 适当 的 地 方 将 它 转向 一 个 二 次 收 侣 的 算法 是 自然 的 一 
步 . 





Sturm 序列 


25.33 ”定义 一 个 Sturm 序 蜀 . 


解 “ 轿 一 个 和 琐 数 序 到 帮 (z), 六 (zj …, 广 (z) 它 在 实数 轴 的 一 个 区 间 (a,) 二 满 吓 条件 
1. 每 个 六 (xz) 是 连续 的 ， 

2. 广 (rz) 的 符号 不 变 ， 

3, 落 Frys=0 则 三 -区 门 及 天 sr) 天 0， 

4. 若 Fr)=0 则 六 -ifr) 及 大:1(r) 有 相反 的 符号 ， 

5. 著 万 frJ=0 则 当天 充分 小 时 满足 








_ for - 大 四 Jr +TR) 
sigEn Fr 和 = 上 sh 有 了 


就 称 为 一 个 Stuen 译 列 ， 

25.34 证 明 项 数 帮 (z) 在 区 间 (e, 5) 上 根 的 个 数 等 于 序列 六 (ea Pa)… 拓 (aa) 的 变 号 数 与 
序列 及 (5)， 方 (my 访 () 的 变 叶 数 之 差 ， 
证 团 当 zz 从 4 增加 到 志 时 在 Starm 序列 中 的 变 导 数 只 能 受到 一 个 或 更 专 的 有 一 个 零点 的 函 
数 的 影响 , 由 于 所 有 的 冰 数 都 是 连续 的 , 事实 于 只 有 记 (z)} 的 一 个 零点 会 影响 它 .因为 ,假设 当 # 坟 
0, artr)=0 则 由 性 质 1,3 与 4 下 面 符号 模式 对 小 的 A 是 可 能 的 ， 























三 一 一 三 
大 -1 志 态 : | 无 -1 天 上 1 
-hi = =- ri -+ + 
r|+ 0 -=- -1 -0 + 
:4 =， ri -二 + 
在 所 有 的 情况 下 有 -个 符 导 改变 ， 因而 移动 经 过 这 样 一 个 根 并 不 影响 符号 改变 数 .由 条 件 2 函数 





护 (z) 不 可 能 有 一 个 零点 ,因而 我 们 最 终 来 到 (下 由 条 件 5, 当 我 们 移动 经 过 根 > 时 ,我 们 在 瑟 与 
入 之 间 , 失 去 -个 变 导 ,这 就 证 明了 谅 定理 .人 们 发 现 这 5 个 条 件 的 设计 是 考 给 到 了 根 -计数 的 性 质 ， 
25.35 若 态 (z) 旦 一 个 无 重 根 的 ”次 多 项 式 ,怎样 才能 构造 一 个 Sturm 序列 用 来 数 它 的 根 ? 
解 时 ' 令 六 (z)= 方 (z) 然 后 应 用 Puclidean 算法 来 徇 造 余下 的 序列 如 下 : 
Pr) = 天 (cyLIz) -有关 (z)》 
有 人) = 太 (rr) 工 忒 开 ] 一 并 )， 
Fat = 广 cEL。 afT) - 态 (7 
其 中 Flz) 是 nm-z 傣 的 而 二 (rz) 为 线性 的 . 
这 个 序列 用 (zz 态 (r) 将 是 一 个 Stumm 序列 .为 了 证 明 这 一 点 我 们 首先 指出 所 有 的 
上 的 为 连续 的 ,由 于 万 及 户 肯 定 是 的 ,由 于 太 是 “个 常数 条 件 > 成 立 , 相 继 的 商 个 岂 (z) 不 会 同 
时 胃 党 ,由 三 不 然 的 话 所 有 的 包 售 方 与 揭 函 数 序 列 都 会 消失 而 这 将 隐 合 着 -个 重 恨 . 这 就 证 明 
了 条 件 3, 条 件 4 是 我 们 定 文 的 方程 的 一 个 直 搂 结论 ,而 5 被 满足 则 下 二 站 = 万. 
很 如 方法 被 应 用 诗 有 重 根 的 才 项 式 , 那 么 所 有 六 (z) 的 孙 时 消失 会 给 出 它们 存在 的 证 撕 ， 索 项 
式 的 降 阶 法 可 以 移 掉 重 根 , 因而 允许 该 方法 应 用 于 寻找 单 根 . 
25.36 ”应 用 Sturm 序列 方法 来 定 
4-2.4z3+1.03zz+0.6z -0. 了 = 人 1 
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失 有 实 根 位 置 . 
解 ” 有 把 这 个 多 质 式 记 作 为 (z) ,我 们 首先 计算 导数 .由 于 我 们 关心 的 只 是 不 同 六 (z) 的 符号 ， 
通常 用 一 个 正 的 乘 数 将 首 硕 系数 规范 化 尾 方 便 的 . 据 此 我 们 以 174 习 .Aotz) 并 取 

万全 = 一 1.8z2 1 0,51Sr +0.15. 
下 - 步 是 以 放 除 而 , 大 们 获得 线性 的 商 Cr)=- 工 -0.6, 立 刻 运 用 不 上 它 ,以 及 一 个 余 项 
-0.565z2+0.759: -0.23. 在 这 一 点 上 - ' 个 常见 的 错误 是 忘 了 我 们 机 的 是 负 的 这 个 余 项 - 癌 梯 将 
它 规 范 化 ,我 们 得 到 















































PCzy 一 2 一 1.34347r 十 昌 .4071 
以 万 除 广 带 来 -个 线性 商工 =x -0.4566 和 一 个 它 的 负 余 项 , 规范 后 为 
六 (= 了 0.6645， 
最 后 以 方 除 六 我 们 得 到 余 项 为 - 0.0440. 取 其 负 的 并 规范 化 ,我 们 可 以 选 
六 (r) = 工 . 
现在 我 们 有 Sturm 序列 并 准备 好 了 去 找 这 些 根 , 确认 在 表 25,il 中 陈列 的 记号 是 “ 件 简 单 的 才情 ， 
它们 说 明 有 一 杰 在 区 间 ( - 1,0)? 中 ,一 根 在 (1.2) 中 而 在 (0, 1 中 有 两 个 根 ， 


























表 25.11 
太 石 六 太 记 恋 呈 次数 
一 me 十 - + - 十 4 
1 + 一 1 + 才 
由 + 十 一 二 3 
] 四 一 十 1 1 
了 + + + + 十 昌 
操 十 十 十 十 十 自 











东 这 是 区 间 内 挑选 更 多 的 点 ,所 有 的 根 可 以 更 各 精 细 地 被 确定 . 然而 , 在 用 商旅 分 算法 时 在 某 个 时 
刻 后 将 它 移 到 -个 更 快 收 伍 的 过 程 ,诸如 Newton 法 是 明智 的 . -个 提供 所 有 实 根 所 在 你 轻 的 首次 
央 计 的 方法 , 像 Sturm 方法 所 艇 的 ,对 博 骨 地 确定 任何 -个 根 是 不 经 济 的 . 在 这 个 例子 中 根 证 明 为 
-0.5,0.5,0.8, 政 1.6. 

证 明 , 存 得 到 充分 好 的 初始 有 逼 近 的 条 件 下 . Newton 法 将 产生 前 题 中 方程 的 所 有 根 ， 

证 “上 哑 下 面 的 图 25.6 展示 了 铬 项 式 的 定性 性 态 . 明 显 地 任何 - -个 遂 近 值 ro 忆 -0.5 将 引 出 收 或 
于 这 个 根 的 序列 , 由 于 这 样 的 -个 已经 在 曲线 揭 凸 的 一 侧 .类 似 是 任 何 zeo>1.6 区 带 来 应 着 最 
大 根 的 收 黎 . 对 原来 就 紧 挨 着 的 根 就 要 求 精确 的 出发 值 ,在 这 个 例子 中 ， 为 了 考察 怎样 将 模糊 不 清 
的 根 对 分 开 ,可 以 不 要 求 单 根 . 从 图 中 可 见 比 0.5 略 小 的 re 尾 带 米 到 0.5 的 收 误 , 和 而 一 个 比 8 略 
大 的 xzo 将 带 来 到 0.8 的 收 误 , 由 于 在 这 两 种 情况 下 我 们 都 是 从 凹 的 - 侧 开 始 .注意 到 从 50 二 0.65 
出 发 , 它 是 介 于 两 根 之 间 的 .这 就 意 蛛 着 将 跟随 根 水 平 的 切线 ,事实 上 它 导 出 xxe5 在 这 之 后 会 
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图 25.6 
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出 现 收 幼 到 1.6 多 的 根 , 这 类 请 识 齐 Newtion 夺 代 法 中 是 会 出 更 的 . 


方程 组 的 Newton 法 


25.38 导出 解 Flzryy)=0gfzyyys0 的 公式 


25.39 


25.40 


本 十 太 。 3 


3 一 na-1 十 开 。 14 
长 中居 和 并 满足 
户 (en_lh 多 1 站 ， -1i 十 六 (Cr 了 11 一 一 Ta-T， 3 





CT TD 下 1 十 gz)R 有 Ri 一 一 区 (rely3r-th， 
这 些 公 式 被 称 作 解 两 个 联 立 方程 的 Newton 方法 . 
解 上 卫 以 上 在 (rr in- ) 邻 域 的 Taylor 级 数 的 线性 部 分 来 通 近 它 ， 
Fe 
+ Dr 
虹 ( 人 Ta sa TB 3 
一 《3 一 3 gw 3 人 
它 恨 设 所 包 舍 的 导数 是 存在 的 .以 (z,y) 才 精 确 解 , 两 个 左 侧 项 痢 为 零 .定义 了 = rs 及 = yn 它们 是 

使 得 右 侧 为 零 的 数 , 我 们 立 得 所 求 的 方 竹 . 将 Tayler 级 数 以 它 的 线性 部 分 米 普 代 的 思想 , 就 是 在 是 
25 必 中 导出 解 单 个 方程 的 Newton 方法 的 岂 想 . 

求 图 .c2+ 内 =2 与 双 曲 线 zz- 只 = 的 交点 ， 

解 g 这 个 特别 问题 可 以 用 消去 法 方便 地 解 出 .将 它们 柑 加 得 到 2…= 3 于 是 有 了 se 工 1.2247?， 
相 减 后 得 妊 22=1, 于 是 = 鞋 0.7071. 知道 准确 的 交点 使 该 问题 成 为 Newton 方法 的 一 个 简单 试 
验 合子 . 取 zxo=l,so=1. 决 定 天 与 上 的 会 式 为 

2xu -1 二 -+ 2 -1 二 2 一 
zz 1 一 2 1 


而 取 ”= 1 变 成 280+280=0,280-280=1. 于 是 





了 
Rn 三 一 大 0 二 了 


使 rr， x+Po=1.25， 1= 0+R&o 一 0.75， 
下 一 次 迁 代 带 玉 2.58 +1.5 和 1 =- 0.125,2.Shi -1.5E1 -0 俱 A= -0.025, 大 = 一 0.04167 及 

rz = +1+ ji = 1.2250， 如 一 吕 老 = 0.7083， 
第 三 次 选 代 安 排 2.4552 + 1,416782 一 0.0024,2.45A -416782=0.0011 使 a= 一 0.0003， 
kz= 一 0.0012 及 

= ra+i12247， 一 + 业 二 站 .7071. 
收 禹 于 准确 铺 果 是 芋 见 的 ,可 以 证 明 对 于 充分 好 的 初始 和 逼 近 值 Newton 方法 的 收敛 是 二 次 的 ,这 个 
万 法 的 由 想 可 以 推广 到 尾 何 个 数 的 联 立 方程 . 
其 他 从 代 方 法 世 可 以 对 方程 组 进行 推广 . 例如, 若 我 们 的 基本 方程 六 zy,y)=0， 
grfryy)i=0Huj 以 改写 成 

了 Cry 和 二 人 (zy 

出 在 对 下 及 如 作 着 当 的 假设 下 , 送 代 公式 

二 熙 (rod = GCCzro 因 -1 
对 充分 精确 的 初始 盘 近 值 收 笋 .应 用 这 个 方法 于 方程 r=sin( 工 +y)y=eos( 工 一 呈 ， 
解 “ 岩 这 些 方 程 已 经 是 所 要 求 的 形式 ,从 平 丘 的 初始 通 近 值 xo= m%=0 出 发 ,我 们 得 到 的 结果 
在 下 耐 给 出 . 对 这 样 差 的 台 近 信 不 能 把 收 熏 看 作 是 规律 性 的 ,入 往 是 对 个 已 知 方 妈 和 好 的 初始 通 
近 值 为 了 去 寻找 -个 收 笋 的 重新 安排 , 人 们 必须 长 时 间 地 劳动 . 

















数值 分 析 
和 0 1 2 3 4 5 了 
2 心 症 站 .总 4 们 .984 看 .83 看.83 看 .935 站 .935 
3 0 1 0.55 0958 1000 0 和 负 和 109 和 99 
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最 速 下 降 算法 的 思想 是 什么 ? 
肖 。EE8 各 种 极 小 化 方法 均 包含 了 一 个 以 这 样 ”种 方式 定义 的 一 个 函数 Stz,y)}, 它 的 极 小 值 精 
确 地 出 现在 ffr,y)=0 及 gfzyy)=0 的 了 地方， 于 是 解 这 两 个 联 立 方程 的 问题 可 以 用 对 S(z， 3y1 慨 
小 化 的 问题 来 蔡 代 ,例如 

Sr = [Fr + [gz 
背 定 在 汶 =g=0 处 达到 它 的 极 小 值 零 ,这 是 对 SCz,y) 的 通俗 的 选择 . 留 下 来 的 是 如 何 找到 这 样 一 
个 极 小 的 问题 ,最 速 下 降 法 从 “个 初始 天 过 值 (zo,y0) 开 始 ,在 这 一 点 上 承 数 S(z,y) 在 向 其 

-gradientSfr yy | 二 [ SS-，- 3,] | 

的 方向 上 下 降 得 最 快 ,为 绽 写 起 见 记 
- gradSi = [- So，- Sm]， 
现在 以 下 面 的 彤 式 得 到 -个 蒜 的 近似 人 慎 

xz1 二 nm 一 9-0， 3 一 0- 的， 
选 ! 使 Stxziyyi) 为 极 小 值 .换言之 ,我 们 有 (ro yo) 
册 发 朝 着 - grad5S 的 方向 前 进 , 直到 S 开始 增长 ,这 
样 就 完成 了 - - 步 . 而 区 步 从 (zy 开 姑 活着 
- eradSi 的 方向 前 进 ,过 程 充满 希望 地 -- 直 继续 下 去 
直到 找到 最 小 点 . 

这 个 过 程 草 与 滑 当 音 在 清寺 中 从 一 座 山上 加 到 
谷底 的 过 程 相 比 .他 不 可 能 看 到 自己 的 目标 , 他 开始 
以 最速 干 姓 的 方向 干 锅 并 前 进 让 到 他 的 路 径 又 开始 

图 25.7 疏 玻 ,然后 和 园 一个 新 的 最 速 下 落 方 向 .第 二 次 以 同样 
的 方式 走 . 在 - -个 议 - 状 的 为 群 山 所 环绕 的 山谷 中 , 至 
然 这 个 方法 会 将 它 带 到 离 家 越 来 越 近 的 地方 图 25.7 说 胃 这 个 行为 . 谱 线 为 等 总线 或 水 平 线 ,在 该 
线 F Stz,y) 为 常数 ,在 每 - -点 上 梯度 方向 与 等 高 线 方向 正 交 , 男 而 我 们 常 凡 直 前 离 并 等 高 线 , 沿 着 
这 和 茶 线 前 进 至 S(z,y) 的 最 小 值 意味 着 来 到 -个 具有 更 低 等 高 线 的 切 点 ,事实 上 它 要 求 无 穷 多 的 这 
类 步子 到 这 这 个 最 小 值 并 眼 随 着 一 个 多 少 有 点 不 抒 济 的 饥 齿 路 算 . 
应 用 一 种 最 速 下 锋 的 方法 来 解 题 23.40 的 方程 : 


ns 











了 = Snkz 十 3 9 一 cosftr - 3). 
解 这 里 我 们 有 
人 = 户 + 妥 二 [zsintr+y)P+[y-ecosfr 一 3 了 
使 
广 s- -fiz -sintz+ 雪 JI- eestr+o] 


+ :ceosfr -7 人 ][snfz- 3)]， 


SS = [z-sinktr + [一 cos 二 3]] 


| 一 


+fy-eos(z 一 切 ] [sinty 一 3 ] . 
假设 我 们 选 吉 -Wi =0.5, 则 一 gradSy- [0.3.0.6 由 于 一 个 常数 倍数 可 以 吸引 在 参数 ， 中 ,我 们 
可 上 取 





1 二 0D.5 二 1 31 一 站 .5S+2. 


现在 垩 去 寻找 S(0.5+ t+， .5+3t) 的 极 小 .或 是 直 接 寻 查 ,或 是 通过 令 S (人 门 为 零 ， 我 们 很 快 发 现 极 


2S.43 


25.44 


加 第 二 十 五 章 “于 线性 代数 :293 





小 值 在 :0.3 附近 ,使 ri =0.8 及 =1.1. 这 个 Seivyi) 值 约 为 0.04, 这 祥 我 们 前 进 到 第 二 步 
自 于 -gradSixs[0.5, -0.25]. 我 们 数 第 - .个 直角 转告, 选 

T2 二 帅 , 呈 + 了 tf， yz 二 1.1 一 上 ， 
并 找 SCes 呈 ) 的 极 小 值 , 它 证 明 在 !=0.07 的 附近 ,使 rz:=0.94 与 =1.03. 以 这 种 方法 持续 下 
去 我 们 得 到 逐次 近似 值 列 表 如 下 , 可 以 指出 这 个 慢 收 委 是 朝 着 题 25.40 的 结果 的 .这 个 方法 的 慢 收 
全 是 典型 的 , 它 常 被 用 着 对 Newton 法 提供 好 的 出 发 近 羽 值 . 

















了 章 . ,各 避 .94 让 .928 昌 . 呈 3 自 .934 





3 .5 1 .1 1.03 1.006 于. 002 已 .998 





号， 0 .3 全 .04 性. 0017 站 00013 有 ,000025 人 ,000002 
下 降 法 的 进行 由 图 25.8 的 途径 4 所 提示 . 

证 明 -个 最 速 下 降 法 可 以 不 收 误 下 所 要 求 的 结果 . 

证 监生 用 前 题 的 方程 , 假设 我 们 选 初始 返 xo= =0, 则 -gradSo= [0,2], 于 是 我 们 娶 = = 
0 及 轴 = 二 St0, 寻 的 杰 小 值 证 明 是 在 上 =0.55= 2 处 .以 S(r yi) =0.73. 计算 新 的 梯度 ,我 们 得 
到 -gradSiss[ .0.2,0]. 它 指点 我 们 离 所 期 望 的 在 = ?=1 近 和 的 解 朝 西 走 . 接 着 的 步 上 发 现 我 
们 顺 着 在 图 25.8 中 标 着 旦 扩 路 径 前 进 . 找 们 这 星 的 困难 对 极 小 化 方法 是 典型 的 .在 了 = -0.75,3 
=0,.25 附近 有 个 次 山谷 ,我 们 的 第 - 步 留 给 我 们 的 正 是 到 通道 的 西边 或 是 二 个 山谷 之 间 的 喜 点 , 因 
此 各 (0.0.553 处 的 下 降 方向 尾 向 西 的 ,接着 下 降 进 入 次 山谷 . 道 常 在 找到 一 条 成 功 的 路 需 可 观 次 的 
试验 . 





AL 一 一 、 





财 25.8 


将 下 降 法 的 中 想 推广 到 解 最 优化 问题 或 是 解 非 线性 方程 级 . 
解 ” 几 两 个 主要 的 问题 是 以 什么 方向 前 进 避 及 前 进 多 近 , 全 式 


1 一 了 人 aa 人 


十 丰 -1 

对 所 有 选择 都 开放 , zx"”4 表 当前 的 逼近 值 , x -1 是 在 寻 查 的 直 个 方向 上 的 -个 单位 向 量 .而 上 就 是 
未 多 远 的 许 量 .对 最 速 下 降落 来 说 ,uv 就 是 负 梯 底 向 量 .广泛 的 各 种 选择 都 各 被 提出 过 .理想 册 ， 
或 者 人们 应 跟 路 -- 条 曲线 , 它 是 等 高 面 的 一 条 正 交 轨 线 , 在 等 高 面 上 上 为 常数 , 其 中 了 是 要 优化 的 
抽 数 .然而 ,这 就 导出 了 微分 方程 ,使 用 等 步 长 的 最 办 下 降 法 ,等 价 于 应 用 解 微 分 方程 的 Euler 方法 ， 
甚至 Newton 竺 可 以 看 成 一 个 下 降 法 , 取 吕 。，, 等 于 -JLrt DEFCze 以 在 引言 中 用 过 的 记 
号 








“294“- 


数值 分 折 








二 次 因子 , Bairstow 方 法 


25 .45 


25 ,46 


25.47 


25 .48 


发 展 一 个 递 挂 公 式 ,关于 
8( 交 ) = Bo 十 十 吾 3 rz 一 pei(F 一 2) 十 可 
中 的 系数 六, 而 4(z) 及 >f(zr) 由 
户 ( 人 = oza+ 和 Ta = (ar 一 uagzry+rzr) 

解 E5 将 右 侧 乘 出 米 并 比较 两 侧 z 的 宕 ,我 们 有 

0 = ah 

户 ， = 1 十 20 

页 = 雪 十 天 + 本 二 一 2 
假如 我 们 人 为 地 令 二 1= =0. 最 后 一 个 遂 推 式 对 下 = 和 1,…,79 成立. 这 些 球 当然 依赖 于 数 # 
及 了 
前 题 中 的 递 推 公式 可 以 怎样 也 使 用 于 计算 pf(z ) 在 一 个 复 变量 > = “+ 相 于 的 值 ( 候 
设 as 为 实 的 ). 
解 # 取 =2u 及 = 一 az- 呈 我们 有 =-er-w=0 因 而 训 zr)=Boi(z-2a)+5o. 这 一 
方法 的 优点 是 用 实 算 来 得 到 下 ,所 以 直到 最 后 一 步 都 不 出 现 复 算术 .特别 , 若 5-1= 友 <0 则 我 们 
有 PK(zr)=0. 复 共 和 。 土 下 就 是 ar) 的 零点 . 
皮 展 Bairstow 方法 为 了 使 用 Newton 迭代 法 来 解 方程 组 记 -aa)=0p(aywu)= 
0. 

解 g 使 用 Newton 选 代 法 ,正如 在 题 25.38 中 所 撒 述 揭 那 祥 , 我 们 需要 加 -1 及 如 对 wx 及 的 
偏 导数 , 首先 取 对 x 的 导数 ,并 令 cx = 3 和 :1/aw ,我 们 得 到 * -ae-i=0co=boci=boltuo 接 着 
信和 十 
最 后 的 这 个 结果 对 =0,1 ,下 -1 是 实际 成 立 的 ,因此 cs 由 久 算 得 , 正 像 吕 从 ax 求 得 .我 们 所 需 

的 两 个 结果 是 








35 1 6 
3 
类 但 地 对 wy 求 导数 并 令 有 下 -aazjan 我 们 得 到 4 := 4-i=0, 接 着 4 = 站 十 zelo, 之 后 
二 
后 者 对 上 = 0,1,…,2-2 成 立 .由 于 心 基 本 因此 满足 相同 的 递 推 会 式 具 有 相同 的 初始 茶 件 ,我 们 已 
经 证 明了 ,当下 =0.1 ma-2 时 c= 四 特别 ， 
35，1 了 
本 一 『a-3 避让 0 
我 们 已 作 好 了 Neswwten 选 代 的 准备 . 
假设 我 们 有 zfz) :0 的 近似 根 e+ 点, 以 及 与 (xz) 相 关联 的 二 次 因子 rz- az 一 ma 这 意味 着 
我 们 有 卢 = 研 0 的 近似 要 并 寻找 改进 的 近似 信 z + 上 ,w+ 二. 校正 基 关 及 下 征文 为 


二 2 下 十 《3 二 二 一 Pu 1， 











Cn 由 十 er 中 一 一 百 . 
这 些 是 Newton 选 代 的 中 心 方 种 , 解 出 于 与 二， 


上 二 ea 3 如 15a- 太一 


ca 一 fn-lfa-3 ， C2 2 一 aen 3 
应 用 Bairstow 方法 来 决定 Leonardo 方程 的 准确 到 9 位 的 复 根 . 
解 。gF 我 们 已 经 用 商 - 盖 分 算法 得 到 极 好 的 初始 遂 近 值 { 参 看 题 25.321:20S -3.3642， yn 
-14.6033. 我 们 的 递 推 公式 现在 产生 于 面 的 号 及 必 : 


如 -1cs-1 一 cn 扫 











第 二 十 五 章 “” 非 线性 兴 数 


293， 
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皮 日 1 2 3 

人 ] 了 1 一 2 
上 1 一 1 342 一 站 .总 138 和 6 一 唱 .03155 
人 1 一 4,.7284 1.2901 





接着 题 25.47 产生 帮 = -0.004608, 有 = -0.007930 个 得 
2 一 20 二 一 一 3.368808， mL = za0 二 中 一 一 14.611230. 
重复 这 个 过 程 ,我 们 接着 寻 未 新 的 页 及 避 : 














站 4 2 3 

人 | 1 了 10 -2 
本 1 -1.368808 0.000021341 一 0.000103380 

1 4,7376]6 1.348910341 


天 =- 0.000000108， 二 ~ -0.000021852， 
82 二 一 3.368808108， ra = - 14.611251852 
再 -次 黑 复 这 个 循环 得 到 和 =63=R= 天 =0 到 9 位 .现在 所 要 求 的 要 为 


十 f 一 下 一 ix 
一 一 工 .684404054 十 3.4313313507 ， 
这 些 可 以 进步 地 通过 计算 所 有 三 个 根 的 和 与 薪 积 , 并 与 Leonardo 方程 的 系数 2 及 20 进行 比较 得 


到 栓 矣 . 


一 也 
本 1 卫 2 一 


补充 题 


诬 用 题 25.1 的 方法 于 方程 zx=e “* 求 一 个 瑟 近 ec=0.5 的 根 . 证 明 从 co=0.5 出 发 , 通 近 值 0 及 1 
在 0.567 处 - 致 到 三 位 ， 

对 前 题 计算 出 来 的 前 面 的 通 近 值 进行 Aitken 加 速 . 阿 向 时 它 产生 二 停 精 确 值 ? 

将 方 种 r?= rz+ 了 +1 改 写成 =1+1r+l/z2 然后 使 用 如 题 25.1 中 那样 的 一 种 适 代 法 来 求 -- 个 
正 根 . 

应 用 Newton 法 于 题 25.49 的 方程 .让 到 一 位 精确 需要 多 少 次 选 代 ? 达到 六 位 精 确 又 带 要 多 少 次 选 代 
了 呢 ? 

应 用 Newton 方法 于 题 25,51 的 方程 . 

求 3 的 平方 根 到 6 位 精确 ， 

求 3 的 5 次 根 到 6 位 精确 . 


正明 Newton 法 庶 用 于 /(z)= 二 - Q=0 导 出 关于 产生 倒数 而 下 需 作 除法 的 内 代 公式 ,= z，;(2 
-QQr .应 用 这 个 迭代 取 @= es2.7182818, 从 x0o=0.3 开 始 及 再 以 x=1 开始 .这 些 初始 通 近 中 
的 “个 对 产生 一 个 收 误 序 列 的 准确 结果 是 不 够 接近 的 ， 

对 十 25.49 的 方程 应 用 试 位 法 ,从 允 近 值 和 与 1 开始 ， 

放 用 革 25. 了 8 的 方法 { 二 次 播 值 ) 于 王 25. 委 的 方程 

应 用 二 次 播 值 法 于 [Leonarda 方程 . 

使 用 Bernoulli 方 臣 求 Fibonaec 方程 r-T -41=0 的 主 ( 实 ) 杠 ， 

占用 Berneulli 方 活 于 题 25.31 的 方程 . 

庶 用 Bernoulli 方 流 求 4z4+ 4x3+3zr- 了 -1=0 共 这 复 根 的 一 个 主 对 . 

使 用 商 - 莽 分 方法 米 求 是 25,36 中 方程 的 太 有 要 ， 

使 用 商 - 差 分 方法 来 确定 题 25.62 中 方程 的 所 有 根 的 位 置 . 
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使 用 “个 Sturm 序列 证 明 36.re+36zr5s+23r4-13r5-12z2+rr+l=0 只 有 4 个 实 根 并 确定 这 二 个 
根 的 位 置 ,然后 应 用 Newton 法 去 精 化 它 . 
使 用 一 个 Surm 序列 证 明 288xz5 - 720z4+ 6947r3 -3217r2+7Ir-6=0 有 s 个 紧 千 的 实 相 . 应 用 
Newton 落 决 定 这 些 根 到 6 位 . 
使 用 渤 代 法 求 
一 站 .ysinz 十 和 .2cosy ?一 .7cosr - 丰 .28tmy 
的 解 千 近 (0.5,0.5》 
应 用 Newtoen 节 于 前 题 的 方程 组 
应 用 Newrtcn 法 于 方程 组 ec- +y -了 2 - 娩 求 :个 接近 人 .8,0.4) 的 -个 解 . 
应 几 最 速 下 降 法 十 前 题 的 方程 组 . 
应 用 最 速 下降 法 于 是 25.67 的 古称 组. 
己 知 1 为 zi-2x2-Sr+6=0 的 精确 根 , 通 过 降 阶 法 俩 之 为 一 个 二 次 方程 , 求 它 的 另外 两 个 根 . 
求 zt+23ra+7r-il=n0 的 所 有 的 根 准确 到 人 位， 使 用 降 阶 法 以 Newtion 大 Bairstow 选 代 作 支撑 ， 
利用 Bairtew 方法 于 y4 - 3r3+20zr2+44z+54- 旦 求 一 个 种 近 xz 27+2 的 二 次 因子 . 
求 24 一 2.0379z3 -15.4245rz+15.6696xz + 35.4936=0 的 最 大 根 . 
求 2r4+]16zr3+rz-7dxr+56=0 此 近 xz 一 1 的 二 个 根 . 
求 *3=z+4 的 任何 实 根 . 
求 zl1862=5.213781 -2.1t67 的 一 个 小 赴 根 ， 
求 x= 2sinz 的 在 zx=2 附 近 的 根 . 
水 4-3r3+20r2+44zr+54=0 的 一 个 具有 负 的 实 部 的 复 根 对 . 
求 方程 组 





工 二 Siny Cos 具 9 3 二 coszSin 月 y 
的 在 r =y,y=3 附 近 的 解 ， 
在 工 =2,y=3 附近 和解 xz4+4-67=0-3zrt+3S=0. 
对 正 z 寻找 y= (tanzjyz< 的 最 小 值 . 
复线 = ez*logz 在 何 处 有 -个 弯 点 ? 
求 1- + 席 和 -全 训 1 1 辣 -0 的 最 小 下 要 
已 知 sinfzy)=y- 工 . 求 y(r)y? 在 =1 附 近 的 极 大 值 . 
求 z4-xr=10 在 zx=2 附 近 的 -个 根 到 12 位 . 
求 e zz=sinz 的 最 小 实 根 . 
将 4 次 名 项 式 rz4+ 5z3+3r2 一 Sr-3 折 成 二 个 二 次 因子 . 
求 上 = 村 +sinz 在 1 附近 的 个 根 ， 
求 2z3-13z* 一 227r+3=0 的 所 丰 根 . 
求 za=xz4+xrs+1l 在 1.5 附 近 的 -个 根 ， 
求 z4-S5z3-12z2+76r-79=0 在 =2 附 近 的 二 个 根 ， 
证 明和 通过 平移 变换 <= y - e73 将 二 次 项 从 一 个 “ 般 的 三 次 方程 


3 十 ars+art+r 二 站 


了 











中 移 去 .同时 参看 下 题 ， 
在 1545 年 Cardano 发 表 了 这 个 解 3 次 方程 x+ Ar+e=0 的 公式 (注意 缺 二 次 项 ) 


2 和 3 


[VE 


应 用 它 求 zi+3r -4=0 的 至 必 - 一 个 实 根 zx =1, 它 也 能 求 rz - 15zr -4= 必 的 实 根 = 一 4 玛 ? 
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线性 方程 组 的 解 


这 完全 能 有 理由 作为 数值 分 析 的 首要 问题 .许多 应 用 数学 问题 归结 为 一 组 线性 方程 ,或 一 

个 线性 方程 组 
Ar 三 此 

具有 已 知 的 短 阵 4 与 向 基 户 以 及 待定 的 向 盖 z. 为 解 它 大 量 的 算法 已 经 被 推出 , 其 中 的 若干 种 
算法 将 在 这 里 提出 来 .可 用 算法 的 多 样 性 表明 这 问题 表面 上 的 初等 特征 是 迷惑 人 的 , 存在 着 数 
不 清 的 陷 寻 . 

Gauss 消去 法 是 最 古老 的 算法 之 一 并 且 依然 是 最 流行 的 算法 之 一 . 它 包 含 以 方程 某 种 方 
式 的 组 合 来 蔡 代 原 方 程 使 得 得 到 一 个 三 角形 方程 组 ， 


中 1 十 下 122 十 十 其 Tefi 半 fl， 








区 222 十 十 于 29 一 夺 29 


如 HT 一 

在 这 之 后 , z 的 分 十 容易 被 求 得 ,一 个 分 量 跟 在 另 一 个 之 后 , 通过 称 必 回 代 的 过 程 . 最 后 一 个 方 
程 确定 xs, 把 它 代 入 次 后 一 个 方程 而 得 rz -1 等 等 ， 

Gauss 算法 还 提供 对 和 扯 阵 4 的 因子 分 解 . 其 形式 为 &= 工 D, 其 中 避 为 一 个 正三 角 阵 如 上 
下 所 示 , 而 工 为 一 个 对 角 元 均 为 1 的 干 三 角 阵 .这 个 算法 可 以 采 来 证 明代 数学 的 基本 定理 , 它 
处 理 方程 组 是 否 有 一 个 解 存在 的 问题 . 当 相 应 的 齐 次 方程 组 4Az =0 只 有 解 zx=0 时 定理 保证 
了 azr= 确切 地 有 惟一 的 解 .方程 组 以 及 系数 矩阵 4 这 时 被 称 作 非 奇异 的 . 当 Ac =f0 有 其 
他 的 不 疝 于 rz =0 的 解 , 则 称 方 程 组 与 矩阵 4 为 奇异 的 ,在 这 种 情况 下 Arz = 点 不 是 根本 淡 有 
解 ,就 是 有 无 穷 冤 个 解 .奇异 方程 组 出 现在 特征 值 问题 中 . 候 若 本 章 的 方法 漫不经心 地 用 在 一 
个 奇异 方程 组 中 ,就 有 令 人 惊讶 的 可 能 性 出 现 , 即 不 可 避免 的 售 人 误 莽 将 把 它 变 成 一 个 "几乎 
等 同 " 的 非 奇 蜡 方程 组 , 这 时 可 能 产生 一 个 计算 “ 解 "而 其 实 根本 是 不 存在 的 ， 

因子 分 解法 将 4 转化 为 U 或 LDU 形式 的 乘积 ,其 中 工 是 一 个 其 主 对 角 线 上 方 的 元 素 
为 零 的 矩阵 , UV 则 在 主 对 闻 线 下 方 的 为 零 ,而 万 只 有 对 角 线 上 的 元 素 不 为 零 .矩阵 工 称 为 下 
三 角 阵 而 U 则 为 上 二 角 阵 . 若 工 或 二 的 折 有 对 和 角 元 索 均 为 二 它 就 征 称 为 单位 三 角 阵 . 
Deaolittle, Crout, Cholesky 等 方法 以 及 像 已 经 担 到 的 Gauss 法 都 产生 因子 分 解 . 当 A 已 以 这 种 
太 式 分 解 成 因子 时 , 解 就 容易 得 到 子 .由 于 

ar = 了 TUr 一 工 (Ury = 了 yy = 站， 

所 以 我 们 先 就 Ly = 坊 解 出 y, 然后 就 Ur =y 解 出 .r. 这 二 个 三 角 方 程 组 中 的 第 一 个 应 对 癌 前 
回 代 ,而 第 二 个 则 应 对 向 后 回 代 ， 

送 代 法 生成 对 解 向 量 x 的 逐次 道 过 序列 . 这 种 奖 型 的 典型 代表 是 Gauss-Seidel 方法 , 它 赋 
予 方程 组 Ahr = 请 以 如 下 新 形式 


t 
中 


让 zx 从 第 ; 个 方程 中 解 出 . 一 个 对 所 有 zx; 的 初始 授 近 允许 每 个 分 量 依次 得 到 校正 , 当 一 罗 特 
环 完 成 后 就 开始 另 一 轮 . 一 系列 收 敏 性 定理 已 得 到 证 明 . 这 个 方法 常用 于 稀 酌 矩阵 , 在 那里 许 
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数值 全 本 
多 元 素 均 为 鹤 . 
使 用 由 
六 二 百 一 和 zl 
定义 的 残 城 向 基 > 作 选 代 改 进 是 种 常用 的 算法 . 令 e 为 误 关 
e = 
并 观察 


ee = Ar-AzrD 一 记 一 ( 证 ~- ) = rr， 
解 4e = -> 产生 一 个 es 的 还 近 和 慎 , 称 它 为 ci, 由 此 


六 (1 


+ P 
成 为 一 个 对 真 解 z 的 新 的 通 近 值 -只 要 看 来 是 有 成 效 的 这 个 过 程 就 证 以 持续 下 去 . 

有 广泛 的 一 类 更 为 精细 的 达 代 方法 . 
在 一 个 计算 解 z( 扫 中 误差 的 出 现 其 诛 困 是 多 方面 的 .输入 数据 可 能 昆 不 完美 的 , 也 就 是 
说 , A 及 五 的 元 素 可 能 会 有 误 卷 . 在 求解 算法 的 执行 过 程 中 由 乎 肯定 地 会 造成 舍 人 误差 ,在 一 
个 大 型 问题 中 它们 也 许 是 数 以 百 万 计 的 . 当 一 个 收 伍 的 达 代 过 程 终止 时 ,手边 的 折 近 值 未 必 就 
是 真 解 ,这 类 来 源 的 最 后 误差 可 以 作出 估计 , 虽然 常常 是 十 分 保守 的 , 然而 它们 是 重要 的 .向 后 
误 莽 分 析 在 考察 内 部 舍 人 问题 时 是 -个 有 用 的 工具 ， 

系数 算 阵 4 的 特性 严重 地 影响 癌 差 性 态 . 接近 奇异 的 方程 组 对 4 与 8 中 的 即使 是 小 误 
差 以 及 对 内 部 的 舍 入 都 极其 敏感 . 4 的 条 件 可 以 使 用 乍 阵 范 数 的 概念 数值 地 描述 ,大 的 条 件 
数 意味 着 一 个 接近 奇异 的 算 阵 与 相对 差 的 误 盖 控制 . 这 类 怎 阵 也 称 为 病态 的 (十 conditioned， 
或 称 坏 条 件 的 }. 有 时 坏 条 件 将 被 算法 的 怪异 举止 而 揭示 出 来 .不 六 的 是 , 这 并 不 总 必 如 此 ， 


和 矩阵 求 赣 


当然 ,知道 矩阵 的 道 ,将 会 允许 Ar = 忆 作 为 一 个 额外 的 结果 被 解 出 , 国 为 
上 一 商 15， 
然而 对 线性 方程 组 的 求解 而 言 它 通常 是 一 个 不 经 济 的 过 程 ,4 ”的 元 素 的 完全 的 知识 只 是 在 
少数 几 业 庶 用 中 被 要 求 , 首 排 统计 分 析 .刚才 讨论 过 的 解 4&z = 卫 的 方法 可 以 被 采用 米 求 赣 . 消 
元 ,分 解 ,近代 以 及 一 个 变换 法 将 在 问题 中 加 以 说 明 ， 


特征 值 问题 


特征 值 问题 要 求 决 定数 1 使 线性 方程 组 Ar = MAz 有 除了 >z=0 外 的 其 他 的 解 ,这 些 数 称 作 
特征 值 .相应 的 解 , 或 特征 向 其 , 同样 是 令 人 感 兴趣 的 . 列 出 二 种 一 般 性 的 处 理 方 法 . 

1. 一 个 矩阵 4 的 特征 密 项 式 奇 4 的 特征 值 作 为 它 的 零点 .为 寻求 这 个 多 硕 式 类 俱 于 
Gauss 消去 法 的 一 种 直 楼 方法 将 被 包括 在 内 .可 以 用 25 章 的 方法 来 求 它 的 零点 ,以 得 
到 的 特征 值 代 入 Ar = hr 便 产 生 一 个 奇异 方程 组 , * 的 某 些 分 景 值 可 以 被 指定 , 而 简 
化 的 方程 组 可 以 用 我 们 关于 线性 方程 组 的 方法 来 求解 . 

. 宕 方法 生成 向 量 , 以 一 个 和 多少 有 点 任意 的 初始 同 廿 V， 

人 二 和 
并 产生 主 特征 值 与 它 的 特征 向 县. 对 于 大 的 产值 它 证 明 z( 六 接近 于 一 个 特征 向 旺 , 它 
对 应 于 
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人 (放风 三 () 
全 ? 
一 个 称 作 Raylsigh 商 的 公式 . 通过 修正 引出 绝对 地 最 小 的 与 某 个 次 大 的 (next 
dominant) 特 征 问 量 
一 个 有 意义 的 变 招 是 使 用 特征 值 移 位 的 息 想 来 加 速 赛 法 的 收敛 , 道 苇 法 及 道 选 代 
法 者 是 这 种 思想 的 发 展 . 
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3. 还 原 到 正则 形式 (简化 后 的 形式 诸如 对 和 角 乍 阵 , 三 对 和 角 阵 , 三 角 阵 , Hessenberg 阵 ) 能 用 
客 种 方式 来 进行 . 当 采 用 相似 变换 来 完成 时 特征 值 不 变 . Jacobi 方法 针对 一 个 实 对 称 抵 
阵 进行 基于 子 窍 阵 
ww 一 | 
sin 风 ecs 角 


的 旋转 , 并 导出 一 个 几乎 对 角 矩 阵 . Givens 方法 使 用 类 似 的 旋转 并 以 有 限 的 几 步 达到 
一 个 三 对 角 阵 . QR 方法 , 在 其 种 环境 下 产生 一 个 三 角 失 阵 , 所 有 这 些 方法 的 根本 息 攀 
是 正则 形 邱 阵 的 特征 值 更 容易 被 求 得 . 


复方 程 组 


假如 -一 不计 算 机 具有 复 算 术 功 能 可 用 , 则 许多 用 来 解 实 方程 组 的 方法 可 以 取 来 用 于 复 的 . 
假如 不 然 , 复方 程 组 可 以 改变 成 等 价 的 .但 是 更 大 的 实 方程 组 ,因此 比较 
《有 十 诏 狂 二 让) = 和 + 示 


同 册 
对 它 应 昨 我 们 的 实 算法 . 求 道 问题 
(4A+TiDICT+D)= 了 


可 以 类 似 的 处 理 . 特征 值 也 可 用 这 种 方式 来 处 理 . 





的 实 部 和 虚 部 , 导出 


题 解 
Gauss 消去 法 
26.1 用 Gauss 消去 法 解 


和 解 ”上 时 我 们 从 在 第 1 列 中 找 绝对 值 最 大 的 系数 开始 .这 里 它 在 顶部 . 若 不 然 , 需 要 作 一 个 行 变 换 来 
安排 它 . 这 个 最 大 的 元 素 称 为 第 一 主 元 .现在 定义 


2 二 _ 9&al 上 工 
mi， 5 3 
并 将 第 工 列 的 下 面 二 个 元 素 以 一 种 熟悉 的 方法 化 为 零 , 即 从 第 ; 个 方程 减 去 第 一 个 方程 梯 以 1 = 


2.3. 其 结果 如 十: 


二 二 到 za+ 广 a 一 上， 


了 








1 1 1 
1272+ 12z3 二 ”2， 
1 4 1 
j522 4573 3 


这 是 第 一 次 改变 过 的 方程 组 .同样 的 方法 现在 庶 用 于 由 下 二 个 方程 生成 的 较 小 的 方程 组 .又 一 次 地 名 
对 值 最 大 的 系数 巴 经 在 首 列 的 页 部 ,所 以 不 需要 进行 行 交 换 . 我 们 找到 
《1 
32 一 4 全 = | 





于 是 从 第 三 个 方程 减 去 第 二 个 方程 梁 以 252.[I 上 标 (1) 指 第 一 次 变换 过 的 方程 组 , ] 于 是 我 们 有 


30 


26.3 








雪 值 分 本 
71 + 一 1 
1 1 
124: + 1273 二 2 1 
-| 工 
1807 3 6 


并 显然 是 三 角 方 程 组 . 接 下 来 通过 回 代 来 进 行 求解 , 它 以 道 序 由 底 向 上 求 出 各 分 量 ; 
了 141= 30,T2 二 一 36， .1 二 日 ， 

为 什么 主 元 重要 ? 

和 解 本 郑 典 极 端的 例子 ， 





10 5zi + za 二 二， 
T1 二 zz 三 了. 
这 不 非常 小 的 系数 使 得 解 显然 应 该 十 分 地 接 这 xi = zz = 1. 假 设 我 们 不 取 主 元 并 且 只 能 用 4 位 小 数 
进行 计算 , 精确 相 碱 会 产生 方程 
(1 -10)zz = 2-10. 
但 是 以 小 数位 数 的 限制 我 们 必须 整理 成 
105x = 105， 
它 逊 是 以 xz =1 提 供给 我 们 , 然而 ,继续 回 代 我 们 就 面 对 
10-szy +l=1 
造成 zl-0 而 不 是 期 待 的 1 
但 是 现在 交换 这 二 个 方程 ,将 第 1 列 的 最 大 系数 带 至 主 元 的 位 置 ; 


了 1 十 工 2 一 2， 





10 5 + za = 于. 





辕 确 的 减法 现在 会 带 来 
(1-1057 =1 一 2010 3)， 
对 于 它 相 同 的 限制 会 各 入 到 rz= 1. 这 时 回 代 成 为 
Ti1+1l = 2， 
因而 xz;=1. 选 主 元 造成 无 意义 与 完美 结果 之 间 的 差别 ,从 许 雪 不 是 那么 极端 的 方程 组 的 经 验 已 经 和 
明 网 主 元 是 消去 法 算法 的 一 个 重要 部 分 .所 描述 的 技巧 称 为 部 分 选 主 元 ,因为 对 最 天 系数 的 寻 查 只 限 
于 在 当前 的 那 列 中 ,进入 其 他 列 广泛 的 寻 查 将 导致 列 的 交换 , 它 的 价值 尚 待 讨论 . 
手边 的 例子 可 以 用 来 作 进 : 步 的 说 明 .第 一 个 方程 滋 以 10" 可 以 禹 到 


人 1 + 105x3 = 105， 





<1 十 开 2 二 2， 
它 合 选 主 元 变 得 没有 必要 ,通常 的 减法 当 精 确 地 完成 后 便 得 到 

人 -105)7> = 2 一 105. 
但 在 舍 人 后 叉 变 成 

- 105zy = - 105， 
所 以 rz = 了 .但 是 这 么 一 来 zi = 1405 一 103= 小 四 而 我 们 得 到 前 而 的“ 解 ”. 这 要 点 是 , 当 在 某 处 出 现 非 
常 天 的 系数 时 甚至 过 水 主 元 都 可 能 无 济 于 事 .,- -个 走出 这 个 困 填 的 途径 可 能 是 列 交换 ,然而 欧 代 的 办 
法 征 将 每 个 方 种 规格 化 , 使 绝对 值 最 大 的 系数 在 每 个 方程 中 天 约 相同 ， 艇 这 件 事 的 一 个 流行 的 办 法 是 
将 每 个 方程 均 以 它 的 尺寸 绝对 值 为 最 大 的 系数 来 陈 . 符 个 方程 的 " 范 束 "将 是 1. 当 然 在 我 们 的 仙子 中 
我 们 会 回 到 藉 来 的 方程 组 . 它 告 诉 我 们 的 是 ,规格 化 与 部 分 选 主 元 相 结 合 是 产生 好 结果 的 好 机 会 
对 xp 线性 方程 级 综述 Gauss 算法 ， 
解 “ 本 假设 在 题 26.1 中 描述 过 的 类 型 已 进行 了 到 步 ,将 方程 组 带 到 形式 
得 计 于 生生 让 十 二 项] 十 下 1 天 18 二 ”十 于 1mrfa 一 下， 


， 
玫 生 2 十 二 所 2 
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26.6 
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吧 庆 1 Tea 十 十 避 en 一 5 
六 从 二 
顶端 的 天 个 方程 是 它们 的 最 终 形式 ,及 ua& 囊 关上 个 至 元 ,在 剩 下 的 a 一 六 个 方程 中 系数 加 以 
这 改变 后 的 方程 的 上 标 仆 ) .我们 干 - 步 是 在 底 王 的 志 一 下 个 方 袜 中 的 ra:1 之 系数 间 找 第 (有 + 巧 个 
主 元 . 它 将 是 绝对 值 最 大 的 并 且 它 的 方程 将 与 第 &+ 1 个 方程 变换 .以 这 个 在 度 放 的 位 着 二 称 其 为 
iu-141 的 新 主 元 , 得 到 -: 蚀 新 的 磁 数 为 

















【有 
皮 岂 史 +1 
让 
通过 方程 相 减 , 在 新 的 主 元 下 方 就 被 化 成 零 . 系数 控 以 下 规则 改变 : 

是 生 





k41 = ?一 下 击 全 


【+ 1 二 【we] 
贡 一 妇 让 一 1 


了 = 十 
玫 8 


以 二 =0 指 原 方 程 .算法 的 回 代 部 分 由 


t 二 囊 十 之 开 ) 





表示 . 

什么 是 Gauss-Jordan 变种 ” 

解 上 入 这 里 通过 进 - 步 相 减 在 每 个 主 元 的 上 方 及 下 方 均 生成 零 .因此 最 后 的 矩阵 是 对 角 的 而 不 是 
二 区 的 , 所 以 回 代 就 被 取消 .这 个 思想 是 吸引 人 的 ,然而 它 包 售 了 比 原 来 的 算法 更 亏 的 计算 量 因而 绢 
少 且 用 它 . 

估计 对 zxz 方程 组 执行 Gauss 算法 所 需 的 计算 量 . 

和 解 “EF 考虑 系数 证 阵 4 约 化 成 一 个 三 角形 式 ,这 是 工作 基 占 最 大 份额 的 地 方 .在 第 一 步 上 , 要 得 


到 (= -13): 个 修改 后 的 系数 .我们 进步 将 我 们 的 注意 力 限制 到 这 类 系数 的 数量 上 .在 相继 的 步 中 ， 
这 个 数 日 在 减少 但 大 的 总 数 将 是 





(+ 一 22++l 
个 系数 . 据 代 数学 的 :个 知名 缚 果 它 等 于 (2nm3 :32+a)76, 从 它 里 面 抽出 主 项 *373 作为 … 个 计算 
量 大 小 的 简单 度 莉 . 若 = 100, 这 个 数 就 往 6 位 数 前 进 . 
应 用 Gauss 消去 法 于 下 面 方程 组 , 假设 计算 机 内 能 用 二 位 浮 点 数 进行 计 算 . 
z1+6771 十 人 .3373 一 2， 
0.4Sr1 + Ty 十 昌 .3473 一 2 
0.67.rl1+0.33r2 + 3 一 也. 

















解 上 吁 以 避 =-0.45 及 1=0.67 下 面 志 删 的 数组 概括 了 过 程 的 第 一 阶段 ,然后 以 42= -0.17 在 
右 删 的 数组 袁 示 最 后 前 三 角 化 . 

1 0.67 0.33;2.0 1 0.67 0.33;， 2.0 

0 0.70 04011 0 030 0.40; 4.4 

0 -0.12 0.78:07 0 0 0.85 0.59 
回 代 疆 在 从 


99 
“3 0,85 


开始 , 这 里 假定 我 们 用 双 倍 精度 的 累加 器 , 但 无 论 如 何 要 舍 入 到 1.0. 于 是 


2 -| 十 | (1,1 -0.4) = 工 .小 


= 工 .047 


71=2-0.67 -0.3 = 1.0. 
不 须 计 算 机 的 严格 限制 , 还 是 得 到 精确 解 (1,1.1) ,这 是 因为 我 们 有 一 个 非常 如 人 意 的 拭 阵 【同时 参 
看 画 26.20.) 
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26.7 Gauss 消去 法 与 系数 矩阵 的 因子 之 间 有 什么 联系 ? 
解 E5 使 用 古 26.1 的 结 举 , 形 成 算 阵 工 与 喜 如 下 : 























1 0 0 
1 [1 1 
L=li 1 0|= 人 1 0 
ij 1 1 工 
了 1 1 
1 1 
1 一 -一 -一 
| 玉 12 下 13 2 3 
工 荆 
| ， a22 22 = 10 1 五 | 
站 曲 叶 3 和 1 
站 闸 
于 是 
二 工 
1 2 3 
1 1 1 
工人 = 站 = 内. 
工 工 革 
要 十 5 


关 三 这 个 因子 分 解 的 一 般 证 明 参 看 下 一 题 ， 
26.8 证 明 若 工 为 一 个 下 三 角 阵 具有 元 素 己 以 及 瑟 = 1, 并 且 若 UL 是 一 个 上 三 角 手 隆基 有 元 


素 上 , 则 LU=A. 
证 “天 证 明 包 含 了 三 角 怎 阵 的 某 些 容易 的 练习 ,简要 地 回 到 开放 的 例子 ,定义 


rr1 00 
1 1 0 0 
-二 10 
Si = | 2 ， s I 中 
1 -1 1 














L 0 | 
当 它 应 用 到 方程 的 左 侧 时 ,考察 到 乘积 S14A 实现 Gauss 算法 的 第 一 步 ,而 S2S44 接着 实现 第 二 步 . 


这 和 意 味 着 
SSI4 = TD AL=STSIIDU = 了 DU， 
其 中 上 = S11S71. 同 时 注意 到 








1 00 
1 100 
s-|2 10|， si -|0oi10|， 
工 1 1 
0 1 
因而 求 递 通 过 改变 妨 元 的 符号 而 实现 . 
对 于 : - 般 的 问题 先 假 没 无 需 变换 .定义 征 阵 
， _ 
1 1 
工 ; = 1 ， 工 二 1 和 作 ， 
一 区 1 


所 有 其 他 元 素 为 零 .正如 在 钢 子 中 那 祥 ,这 些 了， 中 的 徊 -- 个 实现 消 元 过 程 的 一 步 ,使 
工 =-1 工 2 和 = L， 
站 = LU = 工 U 
昌 十 其 有 对 角 元 为 1 的 下 三 角 阵 的 乘积 本 身 为 同类 型 的 ， 坝 我 们 得 到 因子 分 解 . 此 外 . 由 于 每 一 个 道 

















第 “十 六 章 “线性 方程 给 


“03 ， 





是 通过 改变 避 元 的 符号 来 实现 的 , 所 以 这 些 都 是 容 易 做 到 的 并 可 以 通过 相 乘 来 再 现 


1 0 0 

1 | 机 性 
工 一 

1 上 站 TEL 1 


鹏 在 假设 要 作 某 些 行 交 换 . 引 进 交 接生 阵 


1 
1 列 了 列 
乘积 1.4 会 将 4 的 ; 和 行 变换 ,而 AI, 会 将 相应 列 交换 , 消去 法 现在 使 用 了 “ 连 串 的 态 变 换 和 ， 
适 算 ,导出 了 表达 式 





工 。1T 1 一 忆 ， 


其 中 r 为 会 有 钙 选 主 元 的 行 . 它 可 以 重新 整理 成 
(LED 
或 
工 -1P4 = TT， PA = 工 [. 
以 卫 表 包括 an - 1 个 变换 的 置换 抢 阵 .假设 4 非 奇 措 , 这 意味 着 存在 着 一 个 行 于 搞 使 PA 有 LU 因子 
分 解 .这 个 分 解 的 惟一 性 由 题 26.14 看 将 是 显然 的 ， 


假设 LU 因子 分 解 已 经 完成 求解 方程 组 Ar = e， 
解 上 用 ' 由 于 工 ,U 及 了 的 在 担 , 我 们 有 
Ar = LUr = P4r = 丁 ， 
并 令 y= Uz ,首先 从 工 y = 了 来 解 y. 它 圳 用 向 前 回 代 方便 地 完成 .然后 以 向 后 区 代 解 Ur = > 更 加 
明确 , 取 思 者 名 的 个 元 素 , 方 程 组 Ly= 束 为 
ti1L31 二 声 !， 


t32131 十 2232 = 岂 2， 





za13. 二 232 十 二 fo 二 六 
其 中 所 有 1 = 1 .通过 向 前 回 代 解 显然 为 mm = pya = 加 一 Lai 或 更 为 一 般 地 有 、 
和 二 131r 
对 =1,…,a .然后 以 题 26.3 的 公式 完成 前 后 回 代 , 变 化 的 只 是 将 声 换 成 y: 
工 
持 


以 斌 = ma …, .如 果 方 程 组 必须 有 不 止 -个 避 要 解 时 ,分 解 因子 与 向 前 -向 后 回 代 的 组 全 特别 有 用 











定 ， 一 | 【和 一 人 + 一 airtn 





26.10 什么 是 一 个 紧 致 的 算法 ? 


解 kB 当 Gauss 消去 法 用 手 算 来 完成 , A 的 许多 元 素 被 重复 多 次 .在 计算 机 中 这 会 等 价 于 车 成 存 
情 空 间 的 无 节制 使 用 .对 于 用 大 型 方程 组 可 取 的 是 存 久 空间 及 计算 机 叶 间 两 方面 都 要 经 济 . 为 此 ， 
设计 了 紧 事 算法 .例如 , 消 元 过 程 ,年 阵 4 的 下 三 角 被 零 所 置换 .这 些 存 储 的 位 置 可 以 更 好 地 用 来 记 
录 逐 次 的 j< 的 已 值 .在 执行 结束 时 和 的 工 三 角 将 被 U 所 取代 .而 下 三 第 为 少 了 单位 对 角 元 的 
工 .没有 必要 储存 所 有 的 交换 矩阵 太 .一 开始 时 定义 “个 向 量 具有 元 素 (1,2,3,，…,a) 就 足够 了 ， 
而 在 每 一 步 上 简单 地 对 调适 当 的 元 素 .例如 , 若 第 -- 个 主 元 在 第 二 行 中 , 刚 (3,2,1,4,…,2) 可 以 记 
录 这 一 点 .没有 必要 只 体 地 将 行 变换 ,因此 在 这 个 调动 书 节 约 了 时 间 . 如 果 需 要 的 话 可 以 从 最 后 的 
来 构造 只 换算 阵 已. 或 着 就 用 w 本 身 来 进行 向 量 上 之 元 素 的 交换 ， 











数值 分 秆 








26.11 将 题 26.10 的 刘 法 应 用 二 矩阵 


0 2 3 
3 1 2 
2 0 1 
1 


fb tl 和 王 


3 0 
解 ” 几 ”基本 计算 陈 末 在 图 26.1 中 .在 三 步 之 内 原始 矩阵 就 被 置换 成 “个 4x4 的 数组 包含 了 阶 
跟踪 交换 的 向 其 ”外 所 有 需要 的 伟 电 . 

在 这 时 和 矩阵 4 帝 换 为 在 PA 的 LC 盆 解 中 的 一 个 三 角 矩 阵 向 量 "告诉 我 们 二 角形 是 吕 然 的 ， 
如 果 我 们 以 2,3,4,] 的 顺序 来 观察 行 的 话 .事实 上 没有 标 星 呈 的 元 素 是 属 十 因子 LV 的 ,7 因子 也 可 
以 通过 以 同样 的 行 顺 序 取 标 有 星 号 的 元 素来 讯 出 . 帮 为 置 接 抵 阵 己 , 可 出 在 其 他 地 方 全 为 零 而 在 2， 
3,4,1 区 各 放 一 个 工 的 方式 来 构成 恕 下 : 











0 10 0 
0310 
0 0 1P 
10000 
0 1 2 3 
3 0 1 2| 已 知 的 窍 阵 4， 1 
2 3 0 1 确认 第 -不 主 孝 3， 
1230 
0 |1 2 3 
田 0 1 >| 将 它 的 行 号 避 到 "中 的 第 一 个 位 置 上 
2*  ， 卫 1 =t2，3，3，41. 
了 “3 -了 -3 | 计算 并 铺 存 态 ( 囊 时 号 的 )- 
通过 减法 计算 9 个 新 元 素 〈 实 线 的 右 侧 )， 
本 |， 8 _ 2 
了 3 3 
， | 2 
六 
殉 认 第 -个 主 元 《 2 列 以 及 实 线 的 右 侧 ) 
3 昌 1 2 将 它 的 行 号 带 和 至 一 的 第 二 个 位 置 
了 3 2 1 别 = 一 人 主 ， 3，1 才 ) ， 
2 图- -= | 计算 玉 并 储存 它们 ( 带 显 号 的 ) 
3 3 ”3 | 计算 4 个 新 元 素 . 
工 2 到 _4 
3 3 9 9 
1 5S | 对 4 
”3 7 
确认 最 后 一 个 主 元 〔 3 列 以 及 实 线 的 右 侧 》 
3 0 1 了 将 它 的 行 呈 带 至 中 第 三 个 位 置 
， 盖 ( 人 2 4. 了 1)， 
2 3 2 1 | 计算 并 情 存 它们 ， 
人 3 3 计算 一 个 新 元 束 . 
2 4 
3 3 A9 9 
几 26.1 
大 们 现在 可 以 计算 
3 017 
2301 
PA = LU 一 ， 
12 3 人 
12 3 


条 直 六 章 ” 线 性 方程 组 “305 ， 





并 以 此 来 检验 采取 的 所 有 步骤 ， 
26.42 使 用 上 上 题 的 结果 并 给 出 到 向 基 的 分 基 为 10, 1 2,3)， 解 4r= 厂 . 


解 EE 我 们 使 用 题 26.9 中 的 提示 .首先 不 是 戈 就 是 向 量 v 重新 安排 占 的 分 量 成 序列 {1,2.3， 
0) .虽然 这 是 不 必要 的 ,但 还 是 想象 我 们 直接 地 把 方程 组 1y = 囊 列 出 来 . 

[0 0 只 

23 1 0 0 

1 203 1 0 3 

0 LIL3 57 [ 





向 前 回 代 则 得 出 y= | 1 他， 


十 ，- 基 | .转向 Uz = y 我 们 机 对 
3 0 1 也 1 | 

0 3 -23 -143172473 
看 


0 28/9 -49| | 1 | 
0 0 247 | - 1277 


由 此 就 来 到 了 xz = | 了 ,十 ,十 ,- 去 】 ， 它 可 以 在 Ar = 6 中 让 搂 地 得 到 验 天 
26,13 证 明 线 性 代数 基本 定理 ， 


证 “里 我 们 使 用 Gauss 算法 .假如 它 可 以 继续 下 去 到 最 后 ,就 产生 一 个 三 角形 方程 组 , 然后 通过 


回 代 将 产生 惟一 的 解 , 若 所 有 忆 为 零 . 这 个 解 有 全 为 零 的 分 量 . 这 已 是 定理 的 首要 部 分 . 然而 假设 这 
个 算法 不 可 能 继续 到 锻 期 的 三 角 短 阵 结束 ,这 种 情况 仅 当 在 其 一 时 刻 在 某 根 水 平 线 以 下 的 所 有 和 
数 均 为 零 时 才 会 站 生 .为 明确 起 见 , 比如 说 该 算法 已 经 到 达 了 这 一 时 刻 . 




















型 上 二] 十 一 1 
和 区 了 二 2， 
于 愉 了 十 人 二 避 ， 
和 = 
加 
人 一 上， 


于 是 在 齐 次 的 情况 下 ,那里 所 有 的 六 均 为 零 我 们 可 以 随 我 们 所 向 选 x+ 至 zw 接 着 起 定 其 他 的 工 . 
但 是 在 一 般 情 况 下 ,除非 5 至 st 都 是 零 , 没有 鲜 是 可 能 的 ,车 这 些 六 确实 发 生 窜 的 情况 , 则 我 
们 还 可 以 自由 地 选取 zi 至 , 之 后 其 他 xr, 被 确定 .这 就 是 基本 定理 藤 内 容 . 

因子 分 解 

26.14 通过 对 对 应 元 素 的 直接 比较 , 确定 使 得 4& = 工 U 成 立 的 工 各 [的 元 素 . 
解 eg 假定 无 需 作 交换 .这 时 我 们 将 从 让 


! 0 人 
5 1 0 8 | | 各 aa 3 环 1 21 氏 2n 
li 83 1 0 0 0 于 说 区 Sm | 一 | 革 3] 刀 30 
1 下 3 1 0 自 必 机 入 an 寺 La 好 ar 一 





两 侧 的 对 应 元 素 相 黎 ,这 相当 于 za 个 未 知 量 书 政 凤 的 对 个 方程 , 行 询 式 的 这 行 如 下 .首先 以 工 的 
横行 乘 0 的 所 有 列 来 得 到 


在 本 全 和 了 了 = 
接着 以 工 的 行 ( 栈 去 第 一 行 ) 匀 U 的 第 一 列 ,得 到 ，aalt art aa 11 随 之 而 得 
1 = 2 z 一 了 


， 
区 


接 下 来 转 到 工 的 第 二 行 乘 U 的 各 列 { 略 去 第 一 列 ), 于 是 的 第 二 行 是 


3 歼 值 分 析 








攻 2 二 2 一 上 1 于 一 了 ,4 开 ， 
项 在 以 工 的 各 行 { 略 去 第 -…. 二 行 ) 乘 口 的 第 - 列 .涉及 的 所 有 元 素 除 了 242 外 已 是 现成 的 ,所 以 我 们 
鸡 它 求解 . 


1 一 43i2 一 去 1 于 玉 
[天 旦 
于 32 


以 这 种 递 推 方式 进行 后 去 ,我 们 交 蔡 地 得 到 DJ 的 各 行为 


入 mr 一 吕 Pamw， 了 二 在 
符 一 行 后 接着 就 是 工 相 诬 的 列 





这 个 太 法 称 为 Doolitde 算法 . 
26.15$ 什么 是 Crout 算法 ? 
解 ” 师 Crout 算法 也 能 产生 4 的 因子 分 解 , 具有 形式 LU ,其 中 三 的 对 角 元 为 1, 工 有 - 般 的 
训 角 元 .关于 求 这 些 因 子 的 元 素 , 其 公式 的 获得 十 分 类 似 于 题 26.14 中 的 ,但 是 有 意义 的 是 指出 , 以 
表示 -个 对 闻 元 CT 的 相同 , nn 便 有 
=IU=TL(IDD-)U = (LDIID-IU) = 工 1. 
了 是 一 可 因子 分 角 是 旷 全 人 关联 的 
26.16 推出 Choleski 方法 用 于 分 解 一 个 实 对 称 正 定 第 阵 ， 


解 路 这 里 我 们 将 找到 形 如 




















册 = 工 L7 
的 因子 ,代表 示 转 置 .该 过 程 扩 乎 等 同 于 题 26.14 的 那些 ,由 于 有 对 称 性 允许 我 们 只 考虑 4 的 下 三 
角 .三 阶 的 Hilheart 矩阵 可 以 再 -一 次 充当 小 开 的 导 引 ， 


mi 0O 0 1 rat 3 1 172 173 
pt 0 ta ta3|= |102 113 174|， 
LDO 173 174 175 


工 的 元 索 将 依 归 从 项 到 底 和 从 左 到 右 的 顺序 得 到 . 
it11 二 一 1 ， 二 一 ] ， 








1ot1 三 六， z1 一 广 ， 
5 + = 村， 2 一 - 访 : 
31 二 二， 31 二 了 
pt+tam = 十 避 = 性 
下 + 村 + 用 = 寺 = 7 曾 . 


计算 仍 是 递 推 的 ,每 “ 行 只 有 一 个 术 知 量 ， 
因为 算法 按 这 种 方式 展开 ,我 们 现在 应 该 有 望 将 我 们 的 努力 扩大 到 对 四 阶 的 Hilhert 竹 阵 , 只 需 
将 工 加 边 ,添上 新 的 底 行 及 第 四 列 . 








『1 0 0 0 
1 1 1 12 453 174 
全 身 全 
2  v12 1/2 143 1/4 175 
IL: = 7 = ， 
1 _ 1 1 0 173 174 175 176 
3 vv2 vi180 1/4 175 17/6 177- 
Li 1 


于 是 我 们 得 到 


41211 一 于 上 41 二 二 
zad1tal 十 ， dat22 一 1 ， tt = 3 
等 等 ,直至 1 =v/5720 及 144 = 7/140. 
算法 可 以 用 下 面 的 方程 来 概括 
+ 本章 一 生 站 f 1 
号 + 态 - 
依次 地 用 于 > =1， 7? 
误差 和 范 数 
26.17 什么 是 证 阵 4 的 条 件数 ? 
钟 。 gw 它 是 在 计算 中 矩阵 可 情 程 庶 的 一 个 度量 .对 于 一 个 给 定 的 范 数 ,我 们 定义 条 件数 为 
CA) = 有 二 人 了 工 由， 
并 看 到 , 使 用 题 1.34, 有 CD)= 1 其 中 工 是 恒 等 矩 阵 . 此 外 ,使 用 题 1.38， 
CA) = 14i .1421 人 II = 
所 以 慎 等 和 阵 有 最 小 的 条 传 数 . 
26.18 假设 方程 组 4x = 乒 中 的 向 基 户 含有 输入 误差 .估计 此 类 误差 对 解 窗 量 z 的 影响 . 


算 二 十 大 章 ”线性 方程 组 











解 《将 方程 组 改写 为 
间 F 二 下 十 站 
与 4xr = 所 联合 在 一 起 得 到 
Afre -了 = e， ze 一 工 二 各 17， 


由 它 并 且 使 用 题 1.60, 得 出 





lz 过 11142111. 
为 把 它 转变 成 -个 相对 误差 估计 , 肛 Ar = 已 我 们 有 
Hat lztzlel 11 人 于 
最 后 
al and ct) 十 让， 
在 这 个 式 子 中 出 现 条 件数 . 
类 他 地 从 

1 14 -zl 及 1411zl， 

我 们 得 到 
出 旦 | 机 ze 一 工 | 
GOT 和 


给 我 们 关于 相对 误差 的 一 个 证 界 和 上 界 . 
假设 方程 组 4z = 请 的 矩阵 4 含有 输入 误差 , 估计 此 类 误差 对 解 向 基 z 的 影响 ， 
解 5 和 将 方程 组 写成 

《A++ 正 )ze = 和 起 


并 与 Ar = 丘 联 人 台 在 一 起 得 到 
点 fr 一 了 ) = 一 尼 ro 


导出 
fa 了 过 下 AL 1 人 fa 人， 
人 ze 一 区 - 几 五 上 | 王 遇 
钰 六 和 14 1 41 AT = (4) AT 
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它 估计 了 相对 于 解 的 瀑 差 .这 里 又 出 现 4 的 条 件数 . 
这 里 以 及 在 上 题 中 它 度 晤 输入 误差 被 放大 了 多 少 ， 
还 可 以 得 到 相对 计 解 * 的 估计 . 些 奖 估计 之 一 为 : 


1 zs -zl -ea ELZ LA | 
[本 


在 计算 机 只 以 二 位 浮 点 数 进行 计算 的 假设 下 , 重新 对 开局 的 例子 ( 题 25.1) 进 行 荆 作 . 
解 # 本 现在 方程 组 取 形 式 
1.0zl +0.50x2 +0.33z4 = 1.0， 
0.50r， +0.33r +0.25zy = 由， 
人.33r1 +0.25cr3 +0.20zr = 0 
并 当 zi =0.5 太 1i=0.33 时 它 很 快 就 转化 为 
0.08zy +0.09.3 = 一 0.50， 
0.09zra +0.09x3i = 一 0,33. 
同时 第 一 个 方程 保持 原样 .这 里 我 们 通过 篇 单 的 减法 计算 闵 可 以 完成 我 们 所 要 的 三 角 化 ， 
0,.01x = 0.17 
现在 向 后 回 代 得 到 r,= 17, ci= -21,zi= -0.6 和 一 个 * 解 "向 量 (-0.6,17，- 21). 与 准确 解 (9， 
- 36, 30 相 比 ,我 们 看 到 根本 没有 任何 类 似 之 处 .要 害 是 ,这 方程 组 的 算 降 是 声名 狼藉 抑 Hilbert 息 
阵 家 族 的 一 个 低 等 级 的 或 员 . 将 记 与 我 们 计算 机 的 严格 限制 连 在 一 起 就 导出 了 -~ 个 荒唐 的 结果 . 
在 题 26,42 中 将 要 得 到 的 送 矩 作为 
9 -36 30 
-36 192  - | 
加 -118 180 
在 这 里 的 大 元 素 应 该 受到 注意 .最 大 范 数 是 36+192+ 180= 408, 使 条 件数 为 


Ca)y= | 和 1 站 4 5 = 刀 (408) = ?748. 


操 题 26.19 我 们 现在 有 估计 式 











.005 | 


过 748| 二 | = 2.04， 
‖ 2 | 


提示 了 一 个 200 折 的 相对 肖 差 .很 明显 , 前 面 的 计算 是 幼稚 的 .至 少 需要 4 位 数字 ， 
作为 对 比 , 回顾 题 26.6 中 如 人 意 的 各 阵 , 它 人 允许 即 使 用 - -个 两 位 的 计算 机 也 能 获得 畏 确 解 , 对 
那 秆 阵 其 最 大 范 数 是 2 而 逆 拨 阵 也 有 接近 于 2 的 范 数 .于 是 条 件数 接近 4 雁 我 们 估计 为 


| ze 一 并 | 
| ze 





| 一 联 | 





过 4| 上 9 全 | = 0.02， 


= 


或 者 说 2 名 的 最 大 误 闫 . 
什么 是 “最 接近 的 奇异 矩阵 "( ”nearest singular matrix" 和 定理 ? 
解 ” 线 候 设 4 是 非 奇异 的 而 召 是 奇异 的 .这 时 ， 由 线 代数 基本 定理 ,存在 着 一 个 向 量 = 天 0 满足 
Rr =0. 对 这 个 > 
az > 1ar-Br= 114-B)zls1A- 吾 |， zx， 
并 出 于 上 = 4 1 Ar, 我 们 还 可 得 











zl 和 受 1412Acl， 
由 于 4 是 非 奇异 的 , 消 掉 因子 上 Ar 1 便 得 到 





TB 苹 | 训 上 外 ， 


芝 就 是 所 要求 的 定理 . 

它 提供 的 信息 是 4 的 道 答 阵 之 大 小 至 少 是 A 到 最 接近 的 奇 皇 征 阵 如 之 " 镍 离 "的 倒数 . 

车 4 近 平 奇异 , 则 4 -会 有 一 个 大 的 范 数 . 若 和 是 在 140 =1 的 意义 下 规格 化 的 ,条 件数 还 
是 大 的 ， 

作为 - 才 推 论 我 们 有 下 面 的 直观 的 结果 . 





20.22 


206.23 


20.24 


20.2S 


20.20 
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若 忆 大 * 足 铝 千 近 " 于 非 奇 界 阵 上 的 ,在 1 和 -二 | 比 让 4A 生 大 的 意义 下 , 则 吾 也 是 非 春 
异 的 . 


使 用 题 26.21 的 定理 来 估计 在 以 前 的 题 1.13 中 列 出 的 方程 组 之 抢 阵 的 条 件 . 

1 十 3a 一 1 ， 

1.17l1+z2= 2. 
解 8 本 关键 是 杀 件 数 所 希 要 的 4 (并 大 总 是 容易 具有 精度 地 获得 .虽然 这 里 不 是 这 种 情况 ,我 
们 观察 到 系数 称 阵 接近 上 奇异 矩阵 
rt 1 

一 国 中 

并 且 得 到 (使 用 最 大 范 数 ) 1 A 1 =2.1， | 有 一 站 上 =0.1, 所 以 


上 43 > 站 = 10， (4) 之 人 .110) = 21. 


估计 由 于 在 题 26.22 的 第 二 个 方程 中 用 1.01z; 来 代替 r: 所 造成 的 误差. 








0 
解 8 民 关 生 阵 为 下 = | 。 ，， | 具 志 最 大 范 数 0.01. 因 此, 我们 的 估计 是 
| xs 一 工 | 五 | 0.01 
1 过 CA TAI <21| 2.1 | 0 


对 一 个 1% 的 输入 误差 我 们 预期 一 个 10% 的 输出 误差 .这 种 放大 是 来 自 4 的 坏 条 件 . 正 像 由 CA4) 
所 度量 的 那样 . 

直接 角 方 程 组 ,我 们 得 到 = (10, - 负 及 了 = (ll -10). 对 于 0.09 的 相 四 误 莹 这 使 得 | z - 
zi 站 =1 谭 | z.| =11. 页 一 个 10%% 的 放 太 差 不 难 被 实现 . 
解 一 个 线性 方程 组 的 许 冤 中 间 计 算 使 得 含 人 误 瑚 成 为 一 个 重要 因素 . 特 习 才能 估计 这 
个 误差? 
解 ”# 和 天 向 后 误 羡 分 析 曾 径 造 就 了 在 这 个 图 难 依 域 中 的 惟一 实 实在 在 的 成 功 . 它 展示 了 伟人 误差 
的 累积 效应 可 以 通过 壮 增 赫 代 方程 组 (4 + 开 )Jzr= 右 来 加 以 估计 ,其 中 忆 是 4 的 -个 摄 动 矩阵 . 接 
着 找寻 王 的 元 内 的 界 . 在 x 中 的 误差 就 可 以 用 题 25.19 的 公式 如 以 估计 .细节 远 不 是 那么 显然 的 ， 
然而 对 大 多 数 解 的 算法 已 经 进行 到 底 .完整 的 历史 必须 在 文献 中 去 寻找 , 但 是 一 种 简 灶 了 的 处 理 导 
出 部 分 满意 的 办 





max | ey | 委 mAA[tnax | ay 1 二 《3 十 放生)max 起 | 
提供 在 题 26.113 至 26.117 中 .这 里 的 A 依 乾 于 单位 会 人 误 善 而 号 依赖 下 已 知 扎 阵 4 的 由 计算 得 
到 的 因子 了 及 局 . 
稍微 深刻-- 步 的 估计 
| 王 ‖ 雪人 1.06max 1 ay 1)(3m 一 3)2 

可 能 诬 用 起 米 较 为 方便 ,例如 , 若 上 为 10 阶 的 (fa=10). 而 执行 计算 的 伺 数 相当 于 用 停 小数 (2 
-10 s), 同 时 对 第 一 个 国 子 我 们 作 了 等 了 10 的 粗 估 , 则 我 们 得 到 

| 世人 3)10 
世 提 示 了 或 许 用 来 计算 的 小 数位 的 一 半 已 不 峙 有 塌 尽 .当然 ,这 个 估计 是 保守 的 ,因为 它 没有 考 卡 
到 旋 善 常常 会 有 一 定 程度 的 由 互 抵消 . 
系数 患 阵 4 的 条 件数 怎样 加 入 舍 人 误差 估计 过 程 ? 
和 解 上 时 ' 回顾 题 26.19. 解 的 相对 误 益 的 界 为 


| ze 一 衬 1| 



































[到 饼 C(A) 二 人 

其 中 ,下 天 在 是 日 内 部 舍 人 误 益 引起 的 对 A 的 棋 动 时 阵 . 对 于 “个 规格 化 的 4, .re 的 由 对 误差 因而 
是 两 个 内 子 (A 的 条 件数 和 王 的 范 数 ) 之 乘积 . 

基 有 双 售 位 精度 算术 可 用 , 含 人 误差 的 情况 能 有 多 少 卜 进 ? 

解 上 据 题 26.24 中 的 公式 , 若 因 子 2 ?可 以 从 10-8 减 必 至 10 “会 获得 外 加 的 8 位 少数 无 用 
是 一 个 重要 的 改进 ,然而 有 -- 个 副作用 .对 大 型 方程 组 而 言 , 即 使 在 单 们 位 时 ,要 用 大 基 的 存 铺 空 
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间 . 疏 人 悦 精 度 可 能 正 处 二 两难 境地 .在 一 个 折衷 的 办 法 , 类似 于 人 们 在 题 19.8 中 描述 过 的 那样 ,在 
那里 其 着 眼 点 是 在 计算 时 间 上 而 不 是 存 情 空 间 . 不 是 在 每 个 计算 与 仓 储 时 都 以 双 倍 位 进行 ,而 是 把 
这 高 户 次 的 活动 仅 限 于 在 算法 中 随处 可 见 为 数 众多 的 内 积 计算 .一 忠 计算 完成 ,它们 的 值 可 以 单 伴 
位 入 存 , 所 造成 的 舍 和 误差 只 是 - -次 而 不 是 本 该 有 的 ” 次 .在 编程 时 无 笛 费 什么 力气 就 能 把 这 个 特 
性 结合 进去 , 而 其 回报 能 够 是 可 观 的 . 

















26.23 近似 解 r, 的 残 基 外 四 量 
六 三 玉 一 AT 
来 定义 , 它 给 出 线性 方程 组 中 簿 个 方程 不 满足 的 量 , 残 其 与 re 的 误 善 之 间 有 和 何 关系 ? 
解 t 王 由 于 对 精确 解 有 4r = 6 我们 有 
rr = 各 fy 一 工 )， 了 一 = 点 -1r， 
而 入 使 用 题 1.37 有 
站 入 1 二 1 
出 Ar = 厂 类 似 乳 我们 有 
aa 站 
这 样 除 相应 的 元 素 导出 所 要 求 的 结果 ， 
1 | r 上 一 2 1 | 
站 受 及 C04) 让 |， 

， 的 相对 误差 以 相对 残 量 的 倍数 为 其 上 下 界 ,在 这 个 倍数 中 包含 了 4 的 条 件数 , 若 C(4 ) 接 近 1， 

中 相对 误差 接近 相对 残 量 , 它 当然 是 总 无 困难 地 适用 的 .然而 ,假如 C(A) 是 个 大 数 .即使 也 许 且 

水 的 数 . 也 有 充分 理由 去 怀疑 在 .中 的 不 精确 性 .换言之 ,假若 A 是 坏 条 件 的 , 方 各 组 可 能 被 一 个 

省 有 大 谨 差 的 *. 近似 好 满足 从 乐观 方面 来 看 , 主要 看 上 述 不 等 式 的 左边 , 当 C(A) 为 大 数 时 ,即使 

葡 量 天 还 是 允许 误差 为 小 最, 虽然 发 生 这 种 情况 的 概率 似乎 是 十 分 小 的 . 
26.28 什么 是 选 代 改 进 的 方法 ? 

解 有 崔 今 产 =- 并 将 上 题 的 方程 站 (ze 工 )= 了 改 守 为 

疯 丰 一 六) 
这 个 方程 组 有 与 原 站 方程 相同 的 系数 矩阵 . 若 A 已 被 分 解 ,或 是 Gauss 消去 法 的 步骤 以 其 种 方式 被 
保留 , 它 就 以 相对 小 的 代价 把 它 解 子 . 斑 边 有 了 上 , 人 们 计算 
二 区 十 丰 ， 

于 是 得 到 一 个 新 的 并 可 以 推测 为 更 好 的 对 真 解 的 通 近 值 . 现 在 可 以 计算 新 的 残 量 ,而 只 要 看 来 有 效 

果 过 程 就 重 昌 下 去 这 就 是 多 代 改 进 的 思想 .假如 可 以 用 双 倍 位 算术 ,这 是 用 它 的 -个 极 好 的 机 会 . 
和 迭代 方法 
26.29 使 用 下 面 的 熟知 的 例 季 说明 解 线性 方程 组 的 Causs-Seidel 人 渤 代 .一 条 狗 遗 先 在 一 个 方 


形 的 多 通道 迷宫 中 (图 26.2) ,在 每 一 个 交叉 点 处 
它 随 机 地 选择 一 个 方向 并 前 进 至 下 一 个 变 受 点 ,在 
那儿 它 又 随机 地 选 一 个 方向 等 等 .一 条 狗 从 交叉 点 
f 处 出 发 最 终 出 现在 南面 迎 界 上 的 地 率 是 什么 ? 

解 假定 从 好 有 9 个 内 部 交叉 点 ,如 图 所 示 . 令 Pi 代 
表 狗 反 第 】 个 交叉 点 出 发 最 八 出 现在 南边 上 的 概率 , 令 
也 2 P9 类 伏地 被 定 文 . 假设 在 它 到 达 的 每 个 交 关 点 ,一 
条 多 很 可 能 随意 地 选 一 个 方向 , 并 假设 只 要 它 到 达 了 任何 
.个 出 口 它 的 共 动 就 算 结束 .概率 论 于 是 为 六 提出 下 面 
的 9 个 方程 ， 





图 26.2 
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26 ,30 


1 

己 ， = 寺 人 0 + 二 也 人 )， 了 3: 一 开 (+ Pi+ Ps + PP)， 
1 

Pi = 二 (00+ Pi+0+P， Ps 二 (PRL+0+ Ps+P)， 

Pe = 本 (P: + Pr Po+ Pa) Ps -本 (Ps + Pi +0+ Po)， 
工 1 

P = 吉 (P4 +O+PPs+ 二 Pa = 可 (Pi+ PP 


已 。 = 玉 (Pi+ Past+0+1)， 


保留 方程 的 这 种 形式 ,我 们 选择 Ps 的 初始 各 近 值 .这 里 有 可 能 作出 明智 的 猜想 , 世 是 仍 假 定 对 所 有 
的 天 我 们 取 的 是 平 几 的 初始 值 已 = 4, 按 列 出 的 顺序 取 方 程 ,我 们 逐个 地 计算 第 二 次 的 过 近 人 以, 首先 
P 简 出 来 为 零 .接着 P, …, Pa 也 如 此 .但 是 这 之 后 我 们 得 划 





P; =- 十 (0+0+0+D = 二， Ps = 才 [o* 荆 +o+i= 着 ， 
了 | 21 
Ps = 二 ortr0+lj= 计 ， 


这 样 每 个 已 的 第 :- 次 遇 近 人 就 有 了 .注意 在 计算 Ps 和 Ps 时 分 别 朋 到 P 和 Ps 的 最 新 送 近 值 ,看 
来 使 用 早 些 时 的 过 近 什 音义 不 大 .这 个 (使 用 最 新 值 的 ) 过 程 更 快 地 导出 正确 结果 .现在 以 同 樟 的 方 
式 逐 次 得 到 通 近 值 , 选 代 持 续 到 在 所 要 求 的 小 数位 不 出 现 进一步 的 变化 为 止 .工作 到 3 亿 , 得 到 表 
26.1 中 的 结果 .注意 前 出 的 P, 为 0.250, 这 意味 着 从 中 心 出 发 的 狗 之 中 有 174 会 出 现在 南面 的 边界 
上 .从 对 称 性 的 贡 度 , 这 是 合理 的 .可 以 将 所 有 的 9 个 值 回 代 人 原始 方程 作 进一步 检验 , 来 看 请 残 量 
是 桔 蛙 小 基 . 

















表 26.1 
夺 伐 P 了 P: 了 3 了 3 5 Pu 了 Pa Ps 
他 0 0 0 0 轴 0 0 
1 | 0 人 0 0 0 0.250 0.312 0.328 
2 0 0 0 0.062 0.078 0.082 0.328 0.394 0.328 
3 0.016 0.024 0.027 0.106 0.132 0.127 0.375 0.464 0.398 
0.032 0.053 0604 0.10 0D.196 0.160 0491 0.499 0,415 
5 0.048 0.072 0.038 0.161 0.223 0.194 10.415 0.513 人 ,422 
6 0.058 0.085 0.065 0.174 0.236 Vi18t 0.422 0.520 0.425 
7 0.065 0.092 0068 0.181 0.244 0.184 0.425 0.524 0.427 
8 0.068 0.095 070 0!84 10247 0.186 0.427 0.5253 0.428 
9 1I70 0.097 0071 0.186 0.249 0187 人 .428 0.526 0.428 
10 0.071 0.098 0.071 0.187 0.230 0387 0.428 0.526 0.428 





在 Gauss-Seidel 方法 的 这 一 例子 里 9 不 方程 中 的 每 一 个 都 以 下 面 的 拒 式 出 现 ， 
王 , 一 

并 且 以 此 形式 来 校 止 对 P, 的 逼近 , 蚜 到 的 是 其 他 分 量 的 最 新 值 .值得 注意 的 是 在 每 个 方程 里 左边 
的 那个 未 知 重 有 最 大 的 系数 . 
对 一 个 一 般 的 线性 廊 程 组 推出 Gauss-Seidel 方法 . 
解 ti 本 该 算法 最 经 营 的 是 应 用 于 具有 对 前 优 的 此 阵 4A 的 方程 组 Ar = 5. 在 任何 情况 下 , 人 们 
应 该 道 过 行 和 列 的 对 调 进行 整理 , 尽 可 能 地 使 较 大 的 元 素 落 在 对 角 线 上 ,方程 组 的 第 ; 个 方程 将 
用 其 他 的 去 知 量 来 表示 而 解 与 它 , 俱 如 我 们 使 用 记号 r45 表 对 zx 的 第 次 通 近 , 则 算法 的 进行 外 
例子 中 那样 . 














卫 ) 
(也 一 az 多 一 … -aaza 
了 [ 二 

好 1 











| 站 0 
1 一 的 一 2 
俱 32 ， 
一 11) 一 人 1》 站 上 
了 工时) = -aa3l 了 7j 区 32 江 了 一 一 
” 是 


上 标 {0) 表 初始 通 近 更 一 般 地 我 们 对 >, 的 下 次 避 近 有 


上 
一 【时 ， 熙 1) 
-oz | 
本 二 =1| T= -+ 

了 了 





在 这 电 面 第 一 个 和 使 用 了 对 其 有 ji<i 的 z 的 第 上 次 盘 近 ,而 第 二 项 和 使 用 了 具有 j > 的) 的 第 
(天 一 1 次 通 近 .此 处 主 = Ta 和 下 = [ 
26.31 “表示 Gauss-Seidel 算法 为 符 阵 形式 . 
解 攻 首先 抵 阵 A 般 分 列 成 
二 工 上 + 六 + TD 
其 中 工 及 苛 是 对 角 线 上 元 素 为 零 的 下 二 和 与 上 二 和 角 阵 .于 是 题 26.30 的 一 般 公 式 可 以 写成 
工人 一 万 -1 加 也 Te 
它 可 以 就 x 纺 解 出 .首先 
(十 站 -1LJrt = 了 5 一 万 TUree 昌 ， 
它 导 出 
了 0U 
或 是 
了 
26,32 ”什么 是 一 个 定常 的 矩阵 移 代 ? 
解 本 -个 具有 形式 
隐 避 二 了 HE 十 [本 
的 抢 阵 适 代 称 为 定常 的 , 若 Mi 与 Ce 不 依赖 于 .于 是 造 代 变 成 
0 二 MD + 人. 
Gauss-Seidel 方法 是 定常 的 , 它 具 有 这 种 M 玉 操 ， 
M=-(tD+L IC 人 = 【DT+L) 1 
26.33 讨论 矩阵 迭代 的 收 和 伍 性 . 
解 “ 晤 首先 我 们 要 求 Ar =5 的 精确 解 是 迁 代 法 的 一 个 不 动 点 . 即 , 我 们 将 zx = 各 1 来 替代 
1 一 RE 1 十 让 有 
中 的 输入 通 近 值 与 输出 扣 近 值 ,内 而 有 
站 Cr 
它 对 所 有 向 量 占 均 成 立 , 所 以 我 们 令 系 数 相 等 . 
下- 一 Ri4 十 人 
J= ad + CA 
现在 我 们 定 交 e 的 为 天 次 遂 近 逢 的 误差 ， 
机 
于 是 
ef = 了 一 Mree 一 由 
二 Rs(zx 四 工作 -1 二 ATett 1 
这 吉明 控制 误差 性 态 的 就 是 Ms .重复 使 用 这 个 结果 ， 
避 一 MU Maieto， 
其 中 si 是 初始 误差 ,对 - -个 定常 的 法 代 而 吉它 就 成 了 


ae . 


第 一 二 六 章 ”线性 方程 组 





26.34 证 明 ; 候 如 矩阵 4 是 正定 .对 称 的 , 则 Gauss-Seidel 过 代 对 任意 的 -一 个 初始 向 量 z 季 牙 

全. 
证 攻 因 为 对 称 性 ,4 二 工 +P+L , 它 使 

一 《+ 了 
若 1 芒 m 是 M 的 - -个 特征 值 和 特征 向 量 , 则 

【《D 上 + 工 ) Ta = Mt 

工人 = 一 ADT+ 工 )m， 
以 二 的 共 斩 转 曾 ( 以 o 来 表示 ) 米 预 匀 , 得 

DEL TDP+TL)T 
然后 将 m 1D + 工 )z 加 到 两 边 
pranmn=(l 一 Ap (D+IL)n， 
朱 为 4&= 工 + 万 +L7. 然 箱 w"Av 的 失 绝 转 置 为 w ”Auw， 所 以 对 于 上 个 方程 的 右边 同样 必定 如 此 . 因 
此 以 1 表 大 的 共生 , 有 
(1_2ostDP+L)ro =(-aorD+Tio=(-ACa Do+z Lo) 
-(1-a(aDao-aosfD+ 工 )7o). 
将 项 进行 合并 ， 
(1 -1 Do D+L)Tm= (1 一 Ah)m7Dm- 
再 将 两 边 滋 以 1- 和)), 并 作 少 量 代 数 运算 最 后 我 们 有 
(1 -1 Do*ano=1t1- 1 Dao. 
但 是 uw* an 及 u* Do 都 是 非 负 的 因而 不 可 能 等 于 1( 因 为 这 会 带 同 到 Au = 0), 所 以 
1 蚂 区 1 
所 有 符 征 慎 都 位 于 一 个 单位 锅 内 并 保证 fn =0. 因 此 对 任何 so 来 说 e 避 的 级 限 为 零 . 
26.35 ”怎样 才能 和 将 一 个 加 束 方 法 应 用 于 Gauss-Seidel 迭代 ? 


解 5 由 于 co = Met 0, 我 们 预计 误差 可 以 按 一 个 常数 速率 下 降 ,十 分 像 在 题 25.4 那样 . 外 


推 到 极限 的 思想 也 就 使 人 联想 起 它 本 身 .这 里 它 液 取 的 形式 为 
三公 tt 晶 


(42 一 
1 一 
人 了? 


一 


对 := 1.…,4 -上 标 表 示 相 继 的 三 个 允 近 值 . 
例如 ,合用 表 26,L 的 中 心 列 ,在 该 列 中 我 们 知道 校正 值 为 0.250, 在 第 4 行 至 第 8 行 的 误差 为 
在 第 三 位 小 数 上 的 54,27,14,6, 与 3. 这 非常 接近 于 稳定 地 减 半 .假设 我 们 党 试 外 推 到 极限 使 用 的 基 
下 面 的 三 个 元 素 , 与 它们 连同 对 应 的 差分 一 起 如 下 所 给 出 ， 
0.196 
0.027 
0.223 下 .084 
0.013 
人 ,236 
我 们 得 到 


_ _ (0.01372 
P5 =- 0.236- 0 04 = 0.248 


它 是 在 正确 的 方向 上 ,假如 不 是 特别 戏剧 性 的 话 ， 
26.36 什么 是 松弛 法 与 趣 松 弛 法? 
解 ME 中 心思 想 是 使 用 残 量 作为 如 何 校正 已 经 得 烈 的 般 近 值 的 指示 器 , 例如 过 代 公 式 
1 二 全 (1 十 《 直 _ 册子 人 -11 
有 松弛 法 的 特征 . 已 经 发 现 络 予 残 量 一 个 外 加 的 权 可 以 加 速 收 总 ， 由 此 和 导出 超 松弛 公式 诸如 
了 (有 一 人 十 tf 一 矶 It1))， 


到 ze>1. 这 个 思想 的 其 他 变化 也 已 经 被 使 用 过 








数值 分 析 





26.37 改编 超 松弛 法 来 加 速 Gauss-Seidel 收复, 
解 k 酝 自然 的 改编 为 
站 一 了 个 十 mo [证 __ 工 生 ( 人 0 一 《PDT+ 工作- 昌 ]， 
有 具有 册 = 工 + 万 + 可 如 前 .我 们 眼 让 =1.2.7 各 = 并 再 .次 尝试 去 解 疙 在 迷 官 中 的 问题 .我 们 发 
现 生成 的 零 如 前 直至 
1 


PP 人 = pg + 1.2| 0.250 + 二 PP 和 - Pi + 十 PE 名 | = 0.300， 


工 
4 


PH = P 加 + 1.2| 0.250 + 才 Pg + 二 一 P 扣 + 





P 旬 | = 人 0.390， 


PiD = Pj + 1.| 0.250 + 开 P 包 + 二 P 色 - P 和 | = 0.418， 


以 同样 的 方式 得 到 逐次 遂 近 值 并 列 在 表 26.2 中 .注意 现在 所 需 选 代 次 数 约 为 一 半 ， 





衣 26.2 
Eterafinn 也， 已: PP 了 4 了 尼 卫 7 Ps 了 Pa9 
0 和 0 0 0 站 1 人 有 和 
卫 D 站 让 心 心 六 .300 .390 站 .48 
2 0 D 0 0.090 0144 0.169 0.384 0.506 0.419 
3 10028 0.052 0.066 0149 0.234 0.182 0.420 0.520 0.427 
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矩阵 求 首 


26. 旭 “推广 Gauss 消去 法 来 产生 系数 矩阵 4 的 逆 和 矩阵 . 即 , 求 4 使 A4 := 工 
解 “ 再 一 次 用 古 26.1 的 方程 组 , 我 们 简单 地 同时 处 理 三 个 5 向 量 . 从 数组 


了 革 
1 二 二 100 
工 工 鞋 
二 3 了 0011 
1 二 
本 十 0901 
出 发 . 左 半 过 是 4 而 右 半 按 是 [现在 第 一 个 Gauss 大 导 出 的 新 数组 为 
1 工 
1 寺 二 1 00 
工 工 上 
0 
工 4 工 
0 本 -于 0 
这 里 让 第 二 个 主 元 还 原 广 1 将 方法 稍 加 改变 , 通过 将 第 二 行 滋 以 12 来 执行 这 一 措施 ， 
二 工 
1 二 于 1 0 
0 1 -61 
上 上 _- 
0 0 ji86 6 1 


第 二 步 还 完成 了 方程 组 的 三 角 化 .此 时 可 以 使 用 向 后 回 代 来 解 三 个 不 同 的 方程 组 ， 每 一 组 和 包 舍 苔 后 
三 列 向 量 中 的 一 列 .然而 ,我 们 不 去 回 代 而 是 扩充 第 二 Gauss 步 .继续 以 第 二 行为 主 元 行 , 我 们 从 第 
一 行 中 诚 去 它 的 一半 为 了 过 生成 一 个 零 ， 
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3 





20.39 


26 .4 


10 16 4 6 0 
D 1 1 6 12 0 
0 0 17180 176 -1 1 
将 最 后 -个 主 元 杰 元 为 1 后 ,接着 第 二 Gauss 步 .这 : 步 的 月 的 是 将 新 的 主 元 上 方 止 成 本 .于 县 就 出 
版 好 毛 的 数组 . 
1 0 0 -3 牢 3 
0 10 -区 192 -18 
001 30 -180 180 
) 于 我 们 鹿 卫 上 已 经 解 了 二 个 形 姬 4r 一 吾 的 方 种 组 , 依 歌 明 有 同好 谎 = 人 100).101,0) 及 (0,0， 
1 , 很 清楚 ,最 后 : 齐 现 在 包 售 4 -1 .原始 的 数组 荐 (4 ,站 .最 后 的 数组 是 (7T, 4 0) .对 其 他 的 甜 阵 
生 也 可 以 应 用 问 样 的 过 程 ,倘若 需要 的 话 可 作 行 或 列 的 交换 .假如 作 了 这 种 交手 ,在 算法 完成 时 必 
锦 了 以 恢复. 
假设 矩阵 4 已 让 因子 分 解 成 4 = 工 D, 怎样 能 从 因 了 中 求 得 矶 1 
解 E 本 出 二 AL-=U 1 就 化 成 了 二 角 上 阵 求 道 的 问题 . 考 韦 并 寻找 … 个 所 样 形式 的 首 
镍 阵 . 


























1 0 0 [1 0 0 0 ]] 
站 1 0 0 1l 0 人 
站 ee = 
要 
当 我 们 在 进行 时 便 可 清楚 这个 假设 的 合法 性 .现在 令 二 边 柑 诺 的 元 素 相等 ,十 分 像 在 Cholessi 因子 
分 解 算法 中 的 那 伴 , 从 上 到 下 从 左 到 右 .我 位 得 到 


tat t+ ca 有， CI 一 一 呈 2 
1 + zaat2+r3al = 由 ce 二 -人 《30+1aaca)， 
2 二 3 一 0， t 开 一 2、 


Pa art 一 0 ea Te 433 





1 ae Te = 人 ea 二 《033 


+ 9 二 0， 5 二 一 1 


元 素 递 推 地 硝 定 ,- 般 的 公式 是 


f 二 了 








?i- 
人 li， 1 
所 有 对 和 角 元 均 光 1 
f 的 求 道 类 似 , 假设 道 矩 阵 是 上 三 角 阵 , 共有 元 素 ad, ,我们 从 下 到 上 从 右 到 左 ， 得 到 . 
妇 : 一 二 二 天 ,1 
硫 











蕊 | 








应 用 上 题 的 方法 于 题 26,41 的 全 阵 . 
解 “时 ' 在 那个 问题 中 分 解 的 因子 为 


1 0 0 是 [3 1 2 
-1D- 2/3 1 0 00 3 -23 -173 . 
113 23 1 000 28/9 一 4859 
0 153 57 1 由 人 2477 


应 用 上 面 的 递 蕉 公式, 我 们 现在 有 


21 .41 


才 什 分析 
63 1 0 
上 和 后 0 0 
63| 7 -和 6 0 
9 9 -和 反 


由 它们 最 后 得 出 


pay -UL 工 | ”> 7 
24|1 -5 7 1 
1 1 -5 7 
为 子 产 生 最 歼 的 4 我们 便 用 上- 一 (P4) PP 并 国 忆 及 :个 营 换 扔 阵 己 后 乘 就 等 十 将 列 重 新 安 
排 . 返回 去 参看 前 面 的 问题 ,发现 上 述 诸 列 应 取 成 4,1,2,3 的 瓶 序 . 
推导 关于 在 一 个 线性 方程 组 中 作 一 个 变换 步 的 公式 ， 


解 ” 贱 令 线 福 方 程 组 为 &z = 已 , 或 是 

















让 


忆 四 
和 aas 一 书 ， 上 二 下 


站- 工 
它 基本 的 组 成 可 以 用 :个 =3 的 数组 加 以 说 明 ， 





了 飞 主 工 3 
五 上 1 鼠 13 巡 
3 位 21 区 33 中 23 





姓 5 31 对 拉 93 


我 们 进行 将 - :个 * 困 "fdlependetr 7 变 黄 (譬如 ， 32) 与 -个 由 findependent) 变 量 ( 辟 如 , xi 的 交接 .从 
芝 二 个 方 种 中 解 出 rs 7r4= (8 -aalzl -uazrzj/az ,这 要 求 主 元 系数 aa 不 为 零 , 将 ri 的 这 个 表 
达 式 代 到 余下 的 二 个 方 得 中 去 便 带 来 
| CE 2171 一 Q22721 

23 





站 | 一 苹 1 二 下 1 


避 ai 由 2 -QTL 一 以 22 了 2 





几 3 一 3T1 十 让 了 2 光 2 十 





23 
在 对 换 之 后 ,新 方程 组 的 数组 如 下 : 
革 1 | 百 > 
五 企 13 世 2 吕 13222 对 旺 
多 一 这 一 
1 1 在 1 上 2 人 3231 
中 2 区 了 -了 
了 全 一 一 
全 23 中 2 到 33 
出 | 立 33 马 22 苹 卫 3 
1 要 
多 3 妈 23 ? 如 2 中 323 





马 可 以 总 结 成 四 苯 规 则 : 

1. 主 天 系数 置换 成 它 的 倒数 . 

2， 主 元 列 的 剩余 部 分 用 主 元 系数 去 除 ， 

3. 主 匹 列 剩余 部 分 以 变 导 的 主 元 系数 去 除 ， 


4 . 任何 其 他 系数 (比如 w ) 被 置换 成 em - “其 中 oa 为 主 元 系数 - 
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20 .42 


20.43 


20.44 


以 例子 说 明 用 于 寻找 逆 称 阵 的 交换 法 . 
解 ” 咪 我 们 青 一 次 地 外 是 26.1 前 征 阵 ， 





为 控制 误差 , 习惯 的 做 法 是 ,选择 最 大 系数 来 作 主 元 ,在 日 前 情况 下 选 开 将 5 与 xl 对 调 ,我们 得 到 





新 的 数组 

太 1 了 了 了 

1 1 

证 1 一 一 一 

1 2 3 

了 工 了 上 工 

请 

工 工 了 

p3 1 3 12 45 





二 不 类似 的 对 换 :53 与 ri, 3 与 xz 导出 丁 面 所 示 的 二 个 数组 .在 每 种 情况 下 在 一 问 行 与 z 列 中 的 








最 大 系数 用 作 主 元 . 
囊 1 开 了 2 五 3 妈 1 2 3 
| 94 -306 “8504 加 和 -36 30 
5 | 3A46 17192 15716 2 36 192 一 180 
z3 | -41574 -15716 454 了 3 3 一 180 180 





出 于 我 们 所 散 的 是 将 方程 组 请 = 4A7y 换 成 方程 组 z= 4 412, 所 以 最 后 的 扎 阵 就 是 4 
导出 公式 上 = (TI+ 及 + 及 2 +…) 吾 ,其 中 
尺 = 了 -BA， 
解 ge 本 这 里 的 彻 法 是 月 为 4 的 一 个 近似 道 ,所 以 残 量 R 有 小 的 元 素 , 因 而 级 琢 中 取 少 数 几 项 可 
能 足以 产生 一 个 好 得 多 的 对 二- :近似 .为 了 导出 这 个 公式 ,首先 指出 ( 工 - 有 JI+ 尼 二 及 "+ = 了 
是 以 乱 阵 玛 数 收 化 为 条 件 的 .这 时 1 玉 + 及 2+…=( 人 一 只 ) 着 因此 
(十 尺 + 玉 2+…)B = 人 一 玉 ) -有 = (BA) B 
= 点 -1 了 1， 
它 迁 原 到 4 1， 
应 用 上 题 的 公式 于 矩阵 





假设 只 有 一个 3 -位 计算 机 可 用 .由 于 任何 计算 机 都 只 能 进行 有 限 位 数 的 计算 ,所 以 这 
将 再 一 次 说 明 逐 次 校正 方法 的 能 力 ， 

解 t 知 首先 我 们 应 用 Gauss 消去 法 得 到 这 个 道 秆 阵 的 首次 近 做 .下 面 列 出 了 消去 法 的 三 步 ,在 每 
-- 步 都 使 用 恰当 的 最 大 主 元 ,近似 着 矩阵 B 也 一 起 列 出 , 它 是 经 过 两 次 行 交换 把 底 行 移 到 项 行 而 得 
来 的 ， 





3 数值 分 本 








0 101 01 和 自 中 上 0,.037 1.1i1 妆 一 在 ,0371 
2 和 ].f 人 0 1 和 0 六 0 一 0,260 站 ,222 1 - 避 .742 
27 101.7 -03 0 1 1 和 0.630 -0 0 站.371 


第 - 步 第 二 步 
日 1 自 .143 站 .14 计 一 由 ,14 入 了 ,42 .43 一 了 .43 
口 必 了 .3854 一 全 和 和 了 ,5 [ 们 ,上 43 -oa| 
1 D 电 .427 之 .本 一 上 .43 心 . 届 S4 了 本. 必 导 2.85S 1 
第 = 上 秒 所 阵 月 
接 下 来 我 们 证 人 恒 地 计算 


0.003 0.020 0.003 
玉 一 了 -PR4= 由 -站 .的 3 六 。 


.004 000 0.004 
在 这 之 后 按 下 面 的 顺序 求 RB,TH+ RB ,RERB-RIRB) 及 有 +RB+RB (和 疆 意 由 于 有 8 是 如 此 
小 , 为 了 雪 示 的 简单 起 见 引进 了 - :个 10,000 的 内 子 .》 
0.001580 -0.001400 oo [0.428579 ”2.428600 ee 

















- 0.000143 一 站 .00014 和 3 人 .000143 在.1428 和 7 0.142857 一 0.142857 
-0.603140 -0.007110 0.007110 一 日 .857138 -3.857110 2.857]110 





玉石 刀 + 及 好 
-0.07S40 一 0.28400 0,28400 了 0 .4285715 2.4285716 一 1.4285716 
,00143 0.00143 - Co 口 , 1428571 0.1428571 中 ,1428571 
-站 .04810 一 0.32600 0.32600 一 0 .8S71428 一 .8571426 了 .8571426 


108，RR( 有 有 ) 刀 +RHT 尺 * 吾 


注意 除了 在 加 法 过 程 中 , 者 是 以 3 位 有 效 数 字 进 行 计算 . 白 于 精 殉 逆 郑 降 为 
3 7 -1 


一 了 | T 上 - 

-6 -27 2 
可 以 或 证 百 +RRB+RzB 只 在 第 7 了 位 小 数 上 有 误差 . 取 级 数 公式 的 更 多 项 将 会 再 来 还 要 进一步 的 精 
度 .此 法 常用 于 改进 由 Gauss 消去 法 求 赣 的 铺 果 , 因为 Giauss 方法 对 售 信 误差 的 积累 过 于 敏感 . 








行列 式 


26.45 ”行列 式 不 再 广 这 地 使 用 于 解 线性 方程 ,但 继续 有 其 他 方面 的 应 用 , 直接 计算 一 个 二 阶 
行列 式 会 要 求 1 据 的 计算 , 它 是 禁用 的 ,除非 对 小 的 ”: 别 的 选择 是 什么 ? 
解 ”期 从 行列 式 的 性 质 , Ganss 消去 法 中 没有 哪 “ 步 能 改变 所 阵 的 行列 式 的 值 ,规格 化 及 对 换 除 
外 .假如 没有 执行 这 些 运 角 ,行列 式 值 可 借助 三 角 化 后 诸 对 角 元 相 乘 而 得 .因此 ,对 了 题 26.1 的 得 


阵 其 行列 起 值 可 作 忆 速 计算 :| 点 ] | | = 填 5 .这 值 之 小 是 囊 阵 的 廉 拓 特 内 的 外 一 个 象征 ， 
行列 式 值 还 可 以 从 因子 分 解 PA = TD 得 到 ， 
由 于 和 = 了 - 世 LU 我们 有 
detf(4) = dettP dettTLjdetfP = 【derf UL 
其 中 请 是 由 车 换 些 阵 P 或 严 -! 所 表示 的 交换 之 次 数 .对 于 题 26.11 的 华 阵 


aet(U) - 33 翁 | 全 | = 9%6 


而 detE) 易 见 其 值 为 - 1.( 或 者 加 顾 在 分 解 因 了 于 时 作 了 三 次 对 换 , 使 户 :3.) 困 此 
detAa) = 96， 





特征 值 问题 , 特征 多 项 陈 
26.46 什么 是 矩阵 4 的 特征 值 与 特征 向 量 ? 
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26.47 





“ 319 ， 





解 ”上 旺 一 个 数 ), 对 它 来 说 方程 组 4r -jiz 或 者 (4 -cz=0 有 -个 间 零 解 自 量 ,该 数 就 称 为 
方程 约 特 芷 值 ,任何 对 应 的 非 直 和解 同 量 * 称 为 一 个 特征 向 最. 显然 ,若是 :个 特征 问 基 则 对 全 
何 数 CCr 也 是 . 
寻找 方程 组 
(2 一 ATr1-- 区 = 0， 
一 iT (2 一 4Jr2- 2Z3 二 人 ， 
-- rz+ (2 -4) 23= 0. 
的 特 自 值 与 特征 向 基 . 在 包括 由 三 质点 以 阁 答 连结 在 一 起 组 成 的 系统 之 振动 在 内 的 各 
种 物理 装 距 中 会 出 更 这 类 方程 组 ， 
解 ” 时 我 们 以 柯 说 骨 , 下 接地 有 寻找 特征 多 项 式 并 接着 获得 后 作为 这 个 多 项 式 之 址 点 的 特征 值 的 
方法 ,最 后 得 到 特征 癌 量 .这 第 一 步 是 取 方 仍 的 线性 组 全 ,很 像 在 Ciavuss 消去 法 中 那 伴 , 直 到 只 有 zs 
列 的 系数 中 包含 1. 例如 若 以 下 ,RE 表示 这 二 个 方程 , 则 : 巨 > + )E; 是 方程 
一 2x3+fL+22 zx 下 
称 它 为 E,, 组 台 下; -2F2+ ME 变 成 
4zrl 一 Sr 二 (2+A+212-》 Jras= 小 ， 
这 好 后 的 两 个 方 在 与 E3 -起 ,现在 只 有 +; 的 系数 中 包间 和. 
过 程 的 第 二 止 是 将 方程 给 以 Gauss 消去 法 或 者 等 价 的 方法 进行 三 角 化 .以 这 个 小 方 积 组 对 竺 主 
天 我 们 可 以 有 少许 的 白 由 ,保留 
ri -2rr+tl+24-12)rs- 人 0， 

















四 (2-A)ra=0 
作为 我 们 的 前 一 个 方程 并 立刻 实现 
(4- 104+62 和)za= 0 

来 完成 三 角 化 为 了 满足 这 最 后 一 个 方程 我 们 必须 避免 个 *3 = 0 因为 它 立刻 过 使 rz = z1= 山 从 而 
我 们 就 没有 -一 个 撞 零 解 向 量 . 据 此 我 们 必须 要 求 
4 -104+6A2 一 = 
这 不 三 次 式 是 特征 党 项 式 ,而 特征 值 必定 是 它 的 零点 , 国 为 没有 其 他 的 方法 可 以 得 到 一 个 非 零 解 向 
量 提 早 前 普 节 中 的 六 法 我 们 得 到 这 些 特征 值 按 递 增 的 顺序 为 Mt 一 > .ia=2,.A3=2+v2. 

好 后 一 步 是 找 特 征 向 量 , 然而 ,对 于 已 经 二 和 角 化 了 的 方程 组 ， 只 要 用 向 后 回 代 就 行 了 .首先 取 
1 ,并 记 住 特征 向 基 只 要 被 决定 到 含有 任意 的 乘 数 ， 所 以 我 们 可 以 选 xy = 十 ,我们 得 到 ra =v2 接 着 
xi=1 .其 他 的 特征 向 量 使 用 ha 与 hx 以 同样 的 方法 得 到 ， 

















最 后 的 结果 足 
一 一 一 
闷 本 1 了 2 3 
-| 
2 -2 1 vv 1 
了 -1 0 1 
2+v3 1 -2 | 1 











vv” 一 -一 一 





在 本 题 情况 下 三 个 方 查 的 原始 方程 组 有 三 个 不 同 的 特征 依 ， 对 于 它们 中 的 每 一 个 都 对 应 了 一 个 独 
立 的 特征 向 量 .这 是 最 痪 单 的 , 然而 并 不 是 惟一 可 能 出 现 的 特征 值 问题 .应 该 指出 ， 现在 的 这 个 矩阵 
既是 实 的 还 是 对 多 的 .对 于 - -个 实 对 称 的 mx 矩阵 ,代数 学 的 一 个 重要 定理 陈述 了 

(a] 所 有 特征 值 均 为 实 的 , 虽然 或 许 不 是 不 同 的 ， 

fb) 总 存在 有 n 个 独立 的 特征 向 基 
这 并 不 是 对 所 有 和 阵 都 成 立 的 . 李 运 的 是 计算 机 目前 面临 的 许多 记 阵 问题 是 既 实 又 对 称 的 ， 
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26.43 为 了 使 青 接 计算 特征 多 项 式 算法 更 为 清楚 ,将 它 应 用 到 这 个 更 大 的 方程 组 ; 





下 1: 《1 一 和 六) Fl 十 林寺 3 十 4 二 0， 
开 2; TXT (2 一 下 ) 了 3 士 33 十 47z4 三 0， 
三， 1 二 3ry + (6-a)zr3+ 10z4 = 
开 4， 二 引 工 2 十 10xz3+ (20-4)za 三 0. 


解 本 记 这 些 方程 为 王 ，BEs,E3,RE, 组 全 五 ;十 4E2 十 10 臣 ;十 AE。 为 
157i 二 39zru+373xz3+f1t7+204 -ar = 0， 


得 到 
了 4;: - 21 -77734+( -183+354 一 AT4 一 (0. 
组 侣 -21E;-77E4+ JE5 亚 成 
-98zi - 273ra - 52Szji +( .854- 183A + 3512 -xz4 = 小 
它 是 我 们 的 第 三 个 方程 ,在 它 里 面 所 有 项 除 z4 项 外 均 与 4 无关. 继续 = 角 化 通过 联结 这 最 后 的 方 
程 与 已 帮 五 ; 得 到 
下 6: 392ry +{1449 一 1736A +61642 一 2123)74 一 日. 
现在 形成 392E3 + As 的 组 合 ， 
392zi + 1176z， + 2352r3 二 (3920 + 14494 - 173642 + 61643 - 21A4]74 = 有 ， 
而 三 角 化 的 完成 华 联 结 这 个 方程 与 六 4, 卫 5 大 王 k 得 到 
下 7: (1 29 十 7242 一 2943+ 14) 了 4 一 自 、， 
黄 在 方程 组 BE, E,Euw, E; 就 是 我 们 所 瞄准 的 二 和 角 方 程 组 . 为 了 各 免 零 解 向 量 , 1 必须 是 作为 特征 
多 项 式 的 1-294+7242 .2913+ id 的 一 个 零点 , 它 就 寻找 这 些 零点 及 相应 的 特征 向 其 留 作 一 个 综 
习 .刚才 所 使 用 的 程序 可 以 推广 到 更 大 的 方程 组 . 
26.49 以 例 说 明 在 寻找 矩阵 的 竺 征 方程 时 Cayiey-Hamilton 定理 的 用 途 , 
解 4 将 方程 写成 























FJ = + 
Cayley-Hatmmilton 定理 曾 明 矩阵 4 本 身 也 满足 这 个 方程 . 即 
4) = hr+ecian1+ e+ = 
其 中 在 右 侧 的 现在 是 雳 给 阵 , 这 就 出 现 关 于 个 系数 c; 的 2 个 方 穆 , 因 而 有 实质 性 的 宛 余 . 
_ 1 1  ，f2 1 
钢 如 , 取 Fibonacei 第 作 严 -| ， ， .由于 本 = | ,我 们 有 


211 pri 10 ro 
[0 
1 1 0 0 1J Lo 0 


2+eU+tz 一 了 
1>~* = 小， 1+ra = 小 
它们 中 的 第 二 个 应 重复 - : 沁 . 典 悉 的 方程 \2= 1 + 就 又 在 于 边 .( 参 看 题 18.24 及 26.128.1 
或 者 考 溢 奸 换 矩 阵 共有 


D 0 0 1 1 0 5 
PiIl00 PP-=- 001， = 0 1 0 
) 1 0 1 0 0 1 


它 很 快 地 引出 方程 组 
1+t= 由 el = 昌 ， ta 二 昌 ， 
重复 二 次 .特征 方 稳 为 1 -上 =， 
好 几 种 方案 曾经 被 提出 用 来 在 这 ?2 个 可 才 的 方程 中 选取 -个 适当 的 子 梨 .方案 之 - -需要 计算 
大 二 昨 ， 




















对 -个 适当 的 向 草 w, 并 解 这 个 方程 组 . 
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20 .5 小 


26.S1 


26 .S2 


桥 方 法 


26,.53 


26 .54 


“321 





证 明 Gerschgoria 定理 , 它 阐明 此 阵 4 的 每 一 个 特征 值 都 落 人 在 一 个 复 加 内 ,它们 分 别 


以 ci 为 中 心 ， 以 ， 
开 ; 一 > ai 为 半径 ， 


了 


证 盎 令 z 为 点 的 特征 向 量 之 一 , 大 小 为 最 太 的 那个 分 量 .从 方程 组 (4 - iD)r=0 的 第 : 个 方 
程 ,我 们 有 


i 


《au - hz = 一 asrh， 
1 玉 
下 
as 一》 回忆 1 an 1， 
4 沾 于 


它 就 是 这 个 定理 . 

置换 矩阵 在 每 一 行 和 每 一 列 上 只 有 一 个 1, 其 他 的 都 为 零 , 关于 它 的 特征 人 
Gerschgorin 定理 告诉 我 们 什么 ? 

解 “E 这 些 图 或 是 以 0 为 中 心 半 和 为 二, 或 是 中 心 在 1 半径 为 零 .所 以 特征 值 位 了 离 原点 的 一 个 


单位 范围 内 .例如 ， 
0 0 1 
| 
1 0 


的 特征 值 为 1 的 立方 根 .特别 , 恒 等 窍 阵 的 特征 值 必 定 在 中 心 为 1 半 和 从 为 等 的 圆 中 ， 
Gersehgorin 定理 对 于 具有 优 对 角 线 的 矩阵 特别 有 用 将 它 应 用 于 矩阵 
4 -1 -1 0 
-1 4 -1 =-1! 
-1 -1 4 一 1 
0 -!1 -1 4 
解 E 琵 所 有 的 特征 值 必定 落 在 一 个 中 心 在 4 半径 为 3 的 圆 中 ， 1 对 称 枉 ,它们 也 必须 为 实 的 . 


























什么 是 产生 一 个 矩阵 的 最 大 特征 值 和 特征 向 基 的 蝴 方 法 
解 E# 村 假设 所 阵 4 是 #a xp 的 上 共有 个 独立 阿 量 Yi， V2， mVn 及 一 个 真正 的 明 上 特征 值 1， 
1 > 关 … 交 1 由. 则 一 个 任意 向 是 Y 可 以 圳 示 为 特征 向 基 的 组 合 ， 
VY = YI +asVaT anyYa 
由 此 得 
ViAVIT+TeAV TanaR = AITI+TashaY2TT 二 GoMnYny 
连续 乘 以 上 我 们 到 达 
= 和 IT 人 wa Ta 
- 妇 | 。 了 1 十 oj| 呈 | 2 十 ，…… 十 cn| 忆 | 也 | 
根 设 ci 径 履 由 于 Ai 为 最 大 的 , 方 括号 中 的 所 有 除 第 -项 外 的 项 均 有 零 极限 .假如 我 们 取 任 何 交 P 1 
TY 及 Ap 对 应 分 量 的 比 ,因此 这 个 比 应 该 有 慨 限 11. 此 外 ,TAI 将 收 笋 于 特征 向 量 aY1 
对 题 26.47 中 使 用 过 的 生 阵 应 用 津 法 来 寻找 它 的 最 大 的 特征 值 和 特征 向 量 ， 
2 -一 1 了 
有 = |-1 2 一 | 


- D 


| 


解 “ 居 选择 初始 向 量 了 = (1 划 . 于 是 4AY= (10,1) 用 辣 2 人 = 【2， 


方便 的 ,而 在 未 来 , 为 了 保持 数字 合理 我 们 继续 以 某 些 适当 的 内 子 去 除 ， 
7WV = 0f99，-- 140, 90)， 


2,213 .这 旦 以 2 来 除 它 是 











这 个 方法 我 们 得 到 





8 = “338，- 478,.338)， 
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其 中 " 是 某 个 因子 ,分 世 的 比 为 


338 478 
g9 二 3.41414， 1 习 3.41429， 


因而 我 们 已 经 接近 准确 值 1 一 2+2x3.414214. 我 们 最 后 的 输出 向 基 除 以 338, 它 近 届 地 变 成 (1， 
- 1.41420, 1), 它 授 近 在 题 26.4? 中 得 到 的 淮 确 值 (1， 2,1)， 
什么 是 Rayleigh 商 以 及 它 可 以 怎样 地 使 用 于 寻找 主 特征 值 ? 
解放 Rayleigh 商 是 rzL4z/rTr, 其 中 工 表示 转 置 .假如 Ar= Ar, 蕊 就 与 相 重 ,假如 Ac 和 
那么 可 以 想象 Raylegh 商 近 似 和 于 .在 - 定 的 环境 下 , 关于 内 寄 方 法 挛 生 的 逐次 癌 量 的 Rayteigh 商 
收 货 上 4 .例如 , 令 > 为 上 题 最 终 和 输出 的 向 量 .(1, -1.41420, 1) .这 时 

Ar _ 《3.41420，，4.82840,3,41420)， 

rzT4r 一 13.65672， TI7 一 3.99996， 
而 Raylsigh 商 是 近似 地 为 3,414214. 它 准确 到 6 位 小 数 , 提 丰 这 里 收 功 到 ) 比分 量 比 来 得 更 快 . 
假设 所 有 特征 俏 都 是 实 的 ,其 他 极 特 征 值 怎样 才能 找到 ? 
解 gp 若 4r=)z, 则 (4-oDz=(-g)z, 这 意味 着 X-4 是 4 df 的 一 个 特征 信 . 通过 逢 当 
地 选择 5 ,比方 说 g = 1 我 们 使 其 他 极 特 征 值 占 优 并 且 兰 方法 可 以 被 好 .对 于 是 326.55 中 的 起 阵 


我 们 可 以 选 9 =4 并 考 虐 
-2 -1 0 
| 1 -2 1 
-0 -1 -> 


远 是 取 TV- (1.1.1), 我 们 立 得 关于 向 景 (1,1.41421,1) 的 Raylcigh 商 -3.414214, 这 向 量 基 本 上 是 
(Ad4masv .加 上 4 我 们 有 0.585786, 它 是 另 -个 极 符 征 值 2 -2, 准确 公 6 们 . 沪 向 项 也 接近 于 准 
确 的 畦 证 向 基 (1,” 2,1). 

如 何 计 圭 法 求 绝对 值 最 小 的 特征 值 ? 

解 上 时 车 Ar_ir, 则 吕 -1r=h-tzr, 这 意味 善 A 的 钨 对 值 最 小 的 特征 值 可 以 作为 4 的 最 大 
特征 值 1 的 俐 数 求 很. 关于 题 26.55 的 怎 阵 我 们 首先 求 得 






























































仿 选 取 = (1 1 但 是 现在 使 用 A 代 蔡 4, 交 得 关于 滞 量 (1 1.41418， 1 的 Raylcigh 商 
1 707107 倒数 商 为 0.585786, 所 认 我 们 仍 有 这 个 在 题 26.47 吕 26.56 中 得 到 的 特征 值 与 特征 向 
量 . 寻 找 上 -1 原水 不 是 简单 的 任务 ,但 是 这 个 方法 有 时 是 对 求 绝对 全 最 小 之 特征 俩 的 域 好 方法 . 
怎样 才 可 以 通过 对 出 发 向量 允 的 一 个 适当 选择 来 得 到 下 一 个 最 大 特 社 值 ? 
和 解 ” 姑 已 经 提出 过 各 种 算法 , 及 有 不 同 得 麻 的 或 功 .困难 在 于 把 主 特征 信 本 身 降 到 次 要 地 人世 并 保 
持 它 的 次 要 地 位 .伟人 误差 损害 了 若干 理论 F 侣 理 的 方法 , 它 使 主 特征 值 回 到 计算 的 主线 | 而 车 德 
了 次 主 值 , 或 者 它 限 制 了 用 于 确定 次 主 值 的 精度 .例如 ,假设 在 题 26.53 的 讨论 引 , 能 安排 纪 发 向 量 
T 使 ui 为 零 . 于 有 是) 贡 Yi 实际 上 永 近 不 会 出 塌 , 而 且 俱 若 1 优 了 于 祭 下 的 那些 特征 节 , 它 就 担 侍 
以 前 由 X; 挫 滨 的 萌 色 ,内 而 相同 的 理由 证 明 对 1 到 V， 移 收 总 .用 我 们 在 题 25.54 中 的 定 阵 ,这 - 
点 可 以 很 好 地 得 到 说 明 . 由 于 它 是 实 的 与 对 称 的 , 故 这 短 阵 就 .有 诺 和 将 征 向 量 彼 此 正 交 的 性 质 .{ 题 
26.47 可 以 快捷 地 验证 它 . ) 这 总 昧 着 YY = alVTV， 医 而 假如 Y 于 女 于 Yal 将 为 零 .假设 我 
们 可 Y=( -1,0, 扫 , 它 正 变 V 我 们 立刻 得 到 4AV = -2.0. 轨 一 2Y. 于 是 我 们 有 精确 的 1: -2 用 
vi-(f 1.0,1). 然 而 ,这 里 我 们 对 出 发 向 其 的 选择 是 礁 巧 欧 . 

规 察 -下 用 一 个 合理 但 下 是 这 么 瑟 侣 的 Y 会 发 生 什 么 情况 ,几乎 基 件 有 趣 的 求 . 比 所 说 取 立 
= (0,1.1,4142), 它 也 像 所 要 求 的 那样 与 Y 正 交 ,接着 我 们 发 现 AsVYxs4,8[ -1.0.04,1.20), 它 才 
少 有 些 类 俱 寺 Vs, 并 从 它 出 发 Rayleigh 商 提 供 令 人 满意 的 1z 呈 1.996 ,然而 ， 在 这 之 后 计算 流 化 了 
而 旦 最 后 我 们 得 到 A2Vseefl, -1.419,1.007), 它 提供 给 找 们 的 区 -次 是 对 % 及 V， 的 好 的 近 
世 舍 人 误差 俩 主 特征 值 又 活动 起 来 ,不 怕 麻 需 , 稍 灿 改变 每 个 向 量 48V, 合 它 正 交 于 Vi 可 以 造就 

-个 较 好 的 竺 果 . 其 他 使 用 所 个 出 发 岂 量 的 办 法 也 被 堂 斌 过 的 
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26,.59 推出 道 大 法 . 
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解 8 本 这 是 用 十 题 26.56 中 的 特征 值 移 倍 的 -个 拓 广 - 若 4 有 特征 值 双 则 A 王莽 (和 一 


:7 [分 别 地 有 特征 值 ， .+ 与 人 - 旨 王 像 人 在 题 26,53 中 那 学 谍 用 客 法 ,但 是 使 用 (4 - 7) 来 代 
规 4, 我 们 有 














(4 -TV 
昔 ， 莫 近 一 个 特征 值 妨 ,并 假设 加 和 关 0 昌 必 十 一 个 手 立 的 特征 值 . 网 ss 品 “这 -项 将 看 这 
个 利 中 起 决定 作用 .要 计算 的 等 就 将 引 向 一 个 4 的 特征 值 . 困 为 所 有 这 些 矩阵 都 有 机 辐 的 特征 癌 
基 . 这 就 足 逆 守 方法 的 基 珊 . 
这 个 思想 的 :个 有 趣 的 变化 是 使 用 值 ， 的 “个 序列 .给 出 -个 特 企 向 量 的 初始 近似 , 比方 阅 
rt ,逐次 计算 






































《2 1 
二 -1 -1 
一 人 2 一 0 区 有 一 7 民 人 9 ， 


1 ,是 Raylsigh 向 ,作为 各 的 帖 计 值 ,而 :5 是 对 We 的 毅 近 ， 收 策 性 曾 在 不 同 的 假说 下 得 到 证 
明 .因子 .1 选 得 使 1z [= 工 对 某 种 范 数 成 了 

实际 上 没 必 要 去 计算 逆 算 阵 .所 需要 的 基 由 
本 一 【《 肌 一 Te 
定 这 的 问 量 z6*0 ,所 以 , 道 过 解 方 班组 

【全 一 站 一 了 
来 得 到 它 是 更 为 泾 济 的 ,于 是 有 020= esta0 0 . 当 序列 发 展 时 撼 阵 4 一 2 将 趋 问 奇异 , 提 
示 这 证 法 也 许 用 一 个 苑 险 持 征 , 但 是 注意 规格 化 及 选 让 元 能够 得 到 精确 结果 
什么 是 反选 代 ? 
解 E 给 出 -个 对 和 的 - .个 特征 值 的 精确 近 近 , 把 夫 代 是 一 个 得 到 相应 特征 向 量 的 快速 方法 . 
令 为 的 一 个 近 候 值 ,是 从 特征 多 项 臣 或 其 他 只 产生 将 征 值 的 方法 得 到 的 ， 于 是 4- 红 接近 奇 
蛋 , 但 像 在 是 26.8 中 那样 还 是 有 - -个 因 了 了 分解， 
PIA 弛 一 了 工 U， 问 - 林 = 下 世人 
止 像 在 上 是 中 寺 们 ,我 们 以 迁 代 会 起 
(4 -rz = 了 IT 下 

并 始 .合用 zt, 它 在 对 应 于 ) 之 特征 问 基 zx 的 方向 有 一 个 站 零 分 量 . 选择 人 一 下 1111 
1)7 有 时 为 适当 的 ,或 是 问 一 回 末 
































UzD (1 11)， 
应 用 反选 代 于 是 26.47 的 矩阵 , 使 用 0.586 作为 对 特征 值 2 -v2 的 -个 近似 .由 于 特 
征 向 量 z= (lyv2.1) 已 经 获得 ， 这 将 充当 对 方法 的 溢 能 的 一 个 小 规模 的 饥 证 ， 

解 “ 盎 作为 开始 找 们 需要 二 个 四 子 工 及 D, 它 们 证 明 就 是 下 面 的 


-~ 1 0 0 1.414 -1 0 
L -| -0.70721 1 U|， Us= 0 0.7068 -1 | 
- 昌 -1.4148 上 0 0 -0.0008 
在 这 个 例子 由 FT Uzo (tl 了 7 的 解 , 册 向 后 加 代 可 以 获得 为 z 阅 -人 1250，1767， 
- 125017 .接着 



































了 ETTTr2T 一 了 
产生 五 位 数字 的 cx = (31.319, 44,273,，31， 265J7. 规格 化 也 就 带 来 近似 特征 岂 量 (1 1.414， 
口 ,998y 7” . 





转化 为 正则 形式 
26.62 ” 线 代 数 的 -个 基本 定理 阐明 :一 个 实 对 称 香 阵 和 只 有 实 特 征 值 并 且 存 在 着 一 个 实 正 


交 征 阵 吕 ,使 QI4AQ 为 一 个 对 角 阵 ， 于 是 对 和 角 元 素 就 是 特征 值 ,而 怠 的 列 就 是 特征 
问 量 .推导 产生 这 个 止 交 矩阵 入 的 Jacobi 公式 . 
解 BEE8 在 jarobi 方法 中 抽 昆 作 斩 形 如 


“323 





324 





26.63 


206.64 


人 


的 "旋转 " 生 阵 的 元 穷 乘 积 而 得 到 的 , QQ 的 所 有 其 他 元 束 与 单位 矩阵 的 那些 相同 .假如 所 表示 的 4 
个 元 素 是 乍 位置 人 站 0) (ii) 及 (大 ) 上 的 ,那么 相应 的 和 raQI 的 元 素 可 以 方便 地 计算 为 
所 = aucosz 朋 二 20singcosg 上 aasinzg， 
机 = 上 一 《ed 一 cs)sin 开 cos 中 十 Eeefecos 贡 一 Sin2 币 )， 
Bosin2 贡 - 2a wsin 和 cos 表 十 GAOs2 下 ， 
选择 由 让 tan2g= 2au7fa - eu) ,从 而 使 得 2 = 名 =0.Jacobi 算 法 的 每 一 步 合 一 对 非 对 角 元 素 为 
地. 不 幸 的 是 下 一 步 , 当 它 制 造 出 “对 新 的 零 时 , 在 先前 零 的 位 置 上 引进 子 非 零 页 献 .尽管 如 此 , 逐 
次 的 形 如 Qa tiQr1aQQ: 的 所 达 ,等 等 ,将 趋向 所 要 求 的 对 角形 式 而 且 和 < QiQa:…. 
| 了 2 -1 1 
一 1 2 一 | . 
0 -1 22 
解 贱 取 ;=1t=2 我 们 有 tan2f= -270 对 它 的 解释 是 表示 28 = r/2. 于 是 cosg = sing=1W2 
以 及 


应 用 Jaccbi 方法 于 4 = 








工 了 上 工 -了 工 
vv2 vv“ 2 -1 012 
41= 和 4Q = 1 革 儿 | 2 了 二 
2 v2 0 -1 2 并 
0 0 1 0 0 1 
1 
| 改 -万 
-|0 3 -万 | 
- 工 - 工 ， 
本 
接 下 来 我 们 取 ;= 1k=3 使 mmn2g= -vv27(-1)=v2, 于 是 sings<0.45969, cosgs“0.88808 并 且 我 
他 计算 
[0.88808 0 0.45969 0.88808 0 -0.45969 
4 = @QiAiQ: = 0 1 0 0 1 0 
[0.45969 4 0.85808 .45969 0 虽 .S8808 
「『 0.63398 ”一 0.32505 0 
= | - 0,32505 3 -oemor| 
L 上 昌 -0.62797 “2.36603 





非 对 角 线 并 未 开始 收效 于 零 ,但 是 至 少 已 开始 减 小 .在 9 次 这 类 旋转 后 我 们 达到 
0.58578 和.000000 人 .0000001 
4s = aa 2.00000 0.00000 
.00000 0.00000 3.41421 
在 这 里 早 些 时 得 到 的 特征 值 重 又 出 现 .我 们 还 有 
0.50000 0.70710 0.50009 
oo rm 0.00000 -eol 


,50000 一 0.70710 0.50000 





在 这 里 特征 向 其 也 是 明显 的 . 

关 士 一 个 实 对 称 矩 阵 的 Jacobi 旋转 算法 的 Givens 的 变更 的 二 个 主要 部 分 是 仆 么 ? 

解 “g 本 在 算法 的 第 -一 部 分 中 使 用 旋转 将 矩阵 转化 为 三 对 角形 式 , 只 有 主 对 钊 线 和 它 的 一 条 邻 对 
角 线 不 同 证 零 . 第 - -次 旋转 是 在 (2,3) 平 电 中 ,也 含 元 素 uveia2 此 23: 容易 验证 ,这 样 -个 旋转 
司 用 由 tang = aisyaiz 决 定 的 岂 死 未 at( 及 ai) 换 成 了 零 , 在 (2， 站 平面 中 的 相 此 旋转 将 ab 及 an 
换 成 0. 对 守 =4,…,a 贡 值 由 iang= aa 所 决定 ,其 中 a 人 表示 当前 位 于 { 行 ,2 列 上 的 元 素 . 搂 
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下 米 呼 转变 元 吉 as4, ,az 它们 将 被 在 (3,4)…{3, oz) 平面 中 的 旋转 变换 成 0. 以 这 种 方式 继续 下 
去 ,一 个 三 对 条 形式 的 矩阵 将 被 得 到 , 因为 经 我 们 操作 所 制造 的 零 在 以 后 的 旋转 中 不 会 丢失 .这 可 
以 出 -个 直接 计算 来 证 明 并 有 旦 使 得 Givens 转化 为 丰 限 过 程 ,而 Jacobi 对 角 化 是 一 个 苑 限 过 程 . 
第 二 步 包 售 形 成 序列 
方 人 1) = 1， 万 人 1) = 人 -8 一 记 1 态 -0 


其 中 诸 e 及 有 为 我 们 新 罕 阵 互 的 元 素 
ol 有 0 避 
Bi ea 请 0 
召 = |0 记 a3 0 
有 -1 


0 0 0 高 虹 
与 矶 =0. 这 些 拓 (4A)? 证 明 汶 第 阵 杂 一 忆 之 主子 所 阵 的 行列 式 , 正 如 可 以 从 


-ai 一声 站 0 

-名 Ar 一 记 人 8 

大 (4) 一 人 - 吕 -aa 0 
加 一 让 -1 
一 订 -1 和 一 时 


看 到 的 那 祥 , 通过 洪 着 最 后 一 列 展开 , 有 
方向 = 人 一 6) 天 -AT+ 访 -1D， 
其 中 口 存 它 的 底 行 中 只 有 元 素 - 尺 -内 而 等 于 口 = -有 户 -1P-a0) .因此 当 i= ”我 们 在 产 () 中 
有 旦 的 特 钙 移 希 式 .由 于 我 们 的 旋转 并 不 改变 这 个 多 项 式 , 故 这 也 是 A 的 特征 多 项 式 . 
现在 , 若 某 些 记 为 零 ,行列 式 分 异 为 两 个 较 小 的 行列 式 , 它 可 以 分 开 来 处 理 . 假 媚 没 有 及 为 零 ， 
函数 序列 六 证明 为 Stumm 序列 (编导 与 题 25.53 给 出 的 顺序 相反 ) .其 结果 是 在 -个 给 定 的 区 间 
中 特征 值 的 个 数 可 以 用 统计 符号 的 变化 次 数 求 决定 . 
最 后 . 第 三 步 包 含 寻找 特征 向 量 .这 里 哩 的 对 角 性 质 使 Gauss 消去 法 为 直 榈 地 得 到 它 的 特征 向 
是 局 的 -个 合理 的 过 程 ( 删 去 一 个 方程 并 赋予 某 个 分 量 以 任意 值 1), 耶 是 A 的 相应 的 特征 商量 是 
V = QU ,其 中 驴 再 一 次 为 我 们 旋转 第 阵 的 乘 称 . 
诺 用 Givens 方法 于 三 阶 的 Hilbert 矩阵 
1 12 403 
互 = 区 173 | 
1/3 1/4 17S 
希 “对 于 这 个 小 的 矩阵 只 需 - -次 旋转 . 取 lang -= 273, 我 们 有 cosg = 3 和 3 政 sng = 27 13, 于 


是 
.13 
1 
Q- -五 必 
0 
1 V 13A6 


了 = 和 HHQ = 本 34165 ”97260 |， 
0 97260 27195 





ho 之 

[Lo | 己 
bm 

-一 上 


和 是 我 们 有 了 二 对 角 纸 阵 .Sturm 序列 由 
及 (=1， 态 {z) >， 一 业 P0D = [1- 引 | 世 


2 ， 81 
一 - 雍 jat) 仙人 


组 左 它 导出 的 鞋 导 如 表 26.3 所 示 . 在 0 与 1 中 有 两 个 根 及 第 三 个 根 在 1 与 1.5 之 间 . 选 代 将 这 些 
位 署 更 精 化 在 0.002688,0.122327, 及 1.408319. 特 征 值 这 样 党 近 零 是 该 拒 阵 接近 奇异 的 另外 一个 
指标 ， 





20 .600 


2Z6 .67 


206 .68 


26.69 

















针 值 分 析 
表 26.3 
.站 六 六 订 化 
疾 十 一 十 和 
1 | 站 一 一 1 
1.5 十 十 + 1 





为 寻找 甘于 的 特征 向 量 , 我 们 解 BUI = 1 Di 很 快 就 发 现 xl 一 1 aa 1.6596,53 一 7.5906 是 
一 种 可 能 性 .最后 

Vi = QU = (1，- 5.591,5.395)T， 
它 可 以 像 所 希望 的 那样 被 规格 化 . 关于 其 他 两 个 特征 值 的 特征 向 量 , 相同 的 过 程 地 放 应 于 它 细 |， 
和 的 一 个 相似 变换 定义 为 M- -LAM, 对 任何 非 夺 异 失 阵 M .证 明 , 这样 的 一 种 变换 保 
持 特 征 值 不 变 . 
证 8&B 由 于 Ar=jzr 隐 含 了 








MaM (NMz) = AUOMr) 

我 们 立 刘 有》 是 MAM 1 能 一 个 特征 值 具有 对 应 的 特征 向 量 Me. 用 于 Jacepi 及 Givens 方法 中 的 下 
变 变 换 是 相 介 变换 的 特殊 博 总 . 
证 明 -- 个 矩阵 具有 互 不 相同 的 特征 值 , 与 相应 的 独立 特征 向 量 时 ,可 以 通过 一 个 相信 
变换 将 它 转化 为 对 角形 式 . 
证 睦 ' 通 过 使 用 4 的 特征 问 量 作为 列 来 格 造 算 阵 M, 由 此 得 

AM = MD， 
其 中 了 是 对 和 角 阵 并 以 特征 值 为 它 的 对 角 丈 .因为 特征 向 量 均 为 线性 独立 的 , 民 存在 并 且 

MIAM = 了 
正如 所 求 .将 矩阵 转化 为 特殊 的 ,正则 的 形式 的 这 个 古典 定理 具有 可 散 的 计算 价值 ,因为 寻找 W 看 
米 要 以 整个 问题 的 解 攻 注 先 决 条 件 . 
什么 是 Hessenberg 怎 阵 ? 
解 LEE 它 是 这 样 一 种 征 阵 , 除了 邻近 主 对 角 线 的 元 素 不 为 零 外 不 是 上 一 有 为 零 就 是 下 三 角 为 零 ， 
假如 上 三 钊 有 有 堆 , 该 拭 阵 就 十 一 个 下 Hessenberg 阵 , 芭 之 亦 然 ,这 里 有 二 个 小 Hessenbcrg 咋 , 第 二 个 
出 于 它 的 对 称 性 还 是 一 个 三 对 章 阵 . 


















































1] 1 1 1 
1] 1 0 
1 1 1 1 
1:1 1|. 
员 11 
1 ] 
DO 1 1 


证 明 - -个 矩阵 4 可 以 遗 过 Guass 消 去 法 加 上 - -个 相似 变换 转化 为 Hessenberg 形式 . 
证 时 假定 我 们 以 一 个 上 Hessenberg 阵 作 为 我 们 的 日 标 .所 要 求 的 下 三 角 中 的 零 吕 以 这 列 地 在 
,2 个 步骤 中 生成 .假设 上 .1 个 这 种 步骤 已 经 完成 ,并 以 s 来 表示 新 元 素 -然后 上 列 中 的 零 被 安 
排 如 下 ; 
(从 起 素 好 ya 中 找 出 绝对 值 最 类 的 并 将 它 所 在 行 与 &+1 行进 行 交 换 . 这 是 部 分 主 
元 步 插 日 可 以 通过 在 当前 的 这 个 矩阵 A" 上 堪 殿 - - 们 如 题 26.8 中 所 介绍 过 的 交 搞 扎 阵 
T x+1 来 完成 
(b) 让 算 乘 数 





闻 
寻 
_ 一 _ 
上 二 一 辐 了 上 士 辽 , yy 提 
好 下 1 和 


( 带 双 搬 号 的 代表 交换 后 的 元 素 ) .将 cs 和 习 有 +1 行 于 与 了 行 相 加 .这 可 以 对 所 有 的 ; 同时 来 完 
成 , 通过 将 当前 的 这 个 4" 预 乘 凡 一 个 类 似 于 是 26.8 中 工 的 扼 阵 Ca. 
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Crx = 下 二 2 行 ， 








中 列 
这 是 一 个 Gauss 紫 ， 
{ce) 将 当前 的 年 阵 后 乘 六 1 及 人 的 道 镍 阵 . 这 是 相似 变换 的 一 步 . 革 然 , 1.e+ it 就 是 它 森 昊 的 
闭 , 而 Co 的 亲 可 遂 计 改变 元 束 的 符号 而 得 到 . 它 完成 了 归纳 读 的 第 大 个 步 要, 它 可 以 概括 
为 











GeL 
以 4 表示 来 白 上 … 步 的 输入 阵 ， 或 者 当 R= 1 时 就 是 4 本 号 . 
对 必 -1, mn 2 执行 aoc = 贞 , 容 易 发 现任 何 步 上 日 标 宕 被 保留 
26.70 应 用 上 题 的 算法 于 这 个 下 阵 : 








T 
忆 一 
必 一 TD 


主 
] 
| 
性 


解 ”E 术 所 有 的 要 点 芷 现在 图 26.3 中 ,这 两 个 步 又 左右 排 开 . 记 住 ,作为 -个 预 乘 矩阵 , 1eyv 


二 
0 呈 1 3 
0 1 2 3 5 
3 0 1 2 ， 3 30 
J3 册 134 册 
2301 0 到 二 2 
9 2 3 
1 2 300 
计 了 
0 93 
1 
0 1 2 3 0 3 1 】 
30 1 2 3 S 2 
人 3 胡 2 二 了 CT 
了 1 23 03 本 了 3 了 34 34 一 2 
有 2 
。 引 3 
0 ”3 3 0 0 得 二 2 
17 17 
j1 
0 2 1 3 03 3 
3 1 0 2 3 2 
Ca 修 子 3 了 GaoJaa4 Ti 34 -3 
0 了 
9 3 
0 3 3 0 0 二 2 生 
17 37 





“32 和 “ 





26.71 


26.72 





一 
一 
请 
请 
一 
0 


0 六 1 也 3 
3 3 3 号 呈 1 
六 
Ch 3 
， [> 了 34 生 Js 
9 3 9 本 
3 守 4 二 之 186 40 
0972 3 0 4 389 17 
1000 100m 
， 0010 | 0100 
”2 01000 ”00001 
0001 0010 
1 0 00 1 0 0 1 
0 1 009 01 0 0 
cc 0 学 0 c 00 1 0 
- 11 
0 01 00 1! 
图 26.3 


交换 行 但 是 作为 它 自 己 的 道 , 而 后 磁 它 就 交 摘 列 . 给 定 的 失 阵 4& 是 非 对 称 的 所 以 其 结果 是 Hessenberg 
矩阵 而 不 是 三 对 攻 的 .相似 杰 换 MAM - ! 的 矩阵 M 是 如 JuGuT23- 
什么 是 寻找 特征 值 的 QR 方法 ? 
解 上 假设 我 们 有 - :个 上 Hessenberg 算 阵 百 并 且 可 以 将 它 分 解 为 
万 = 9R， 
具有 Q 为 正 交 阵 而 只 为 十 (或 是 右 ?) 三 前 阵 , 在 这 个 算法 中 归结 为 我 们 实际 上 首先 要 找 的 是 
@@I = 中 ， 
通过 逐 容 旋转 将 百 转 化 为 一个 二 角形 式 . 定 闵 
HI = RQ = QTHQ， 
并 注 畜 到 万 人 因为 有 题 26.66 中 的 定理 将 与 岂 有 相同 的 特征 值 .( 出 于 外 是 正 交 前 , 故 和 = 
和 -1. ) 冉 果 为 万 名 也 是 Hessenberg 阵 , 所 以 这 个 过 程 可 以 重复 到 由 五 的 生成 H4, 以 于 作为 
HGD 以 及 =1…, 收 仇 图 是 十 分 复杂 的 ,但 是 在 不 同 的 很 设 下 对 角 元 赵 于 特征 值 骨 时 下 三 角 趋 于 
零 .( 当 然 , 民 因子 在 每 个 步 又 上 都 是 上 三 角 , 但 在 形成 溢 积 RQ 时 , 为 重新 恢复 原来 的 特征 值 ,次 对 
和 角 元 素 再 一 次 变 或 非 零 . ) 这 是 QR 方法 的 基本 思想 ,下 二 角 最 后 消失 . 











QR 方法 第 上 步 上 所 要 求 的 只 折纸 阵 是 怎样 得 到 的 ? 即 授 和 (使 
再 4+D 二 加 全 TFT 人 的 
对 呈 二 1 | 上 
解 。 是 完成 它 的 一 种 方法 是 使 用 旋转 , 非常 像 在 题 25.64 中 提供 的 Givens 方法 . 由 于 我 们 假设 
万 山 - :个 上 Hessenberg 上阵, 我 们 只 需 注意 元 素 请 + 对 i=1.…,n -1 但 是 i ,可 以 使 用 旋转 
1 ] 
sr - as 叱 8inm 则 i 行 
四 -Sin 旨 cos 多 If+i 行 
| i 列 +l 列 人 





将 它 变 成 零 ,并 且 计 算 SI 假设 Tanm 二 由 ,+ 【更 为 容易 的 是 令 sing = om 1 :yees 节 一 二 ，， 许 


且 选 择 c 使 它 的 平方 和 为 1.) 于 是 这 些 旋转 的 乘积 
QT 二 SST 
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便 是 我 们 所 要 的 .同样 的 论证 可 用 于 任何 步 双 于, 所 以 上 标 (&) 在 这 里 被 略 看 了 ， 
26.73 出 现在 题 26.56 中 的 特征 值 移 位 思想 是 如 何 庶 用 于 加 速 QR 算法 的 收 仇 的 ? 
解 ” 贱 ' 代替 对 则 和 阵 塘 的 因子 分 和 解 , 我 们 党 试 对 某 个 适当 的 记 值 转化 
已 (一 贡 ) 一 民 ， 
因此 隐 客 着 因子 分 解 后 条 = 总 R .于 是 
QT(HE- 阿 )Q=RQ=2- 汪 ， 
这 展示 了 倒 过 来 的 乘积 , 它 是 方法 的 核心 并 是 还 定义 了 旦 全 ,但 是 这 样 一 来 
Ho -ar -可 )Q+ 苛 = QHQ. 
白 以 旦 5 人 切 有 与 开 相 同 的 特征 全 . 以 手边 的 甩 2 ,我 们 准备 开始 下 -个 适 代 . 疡 选 得 接近 特征 值 是 
好 的 ,然而 在 缺少 这 类 内 在 信息 的 情况 下 推荐 下 面 的 选择 .寻找 当前 的 五 的 右 下 角 的 2x2 子 天 隆 
的 特征 值 , 并且 当 这 些 特 征 值 是 实 的 时 , 令 P 等 于 最 接近 Ar 的 一 个 特征 值 .如 杂 它 们 是 复 的 , 则 令 
疡 为 它们 公共 的 实 部 ， 
26.74 给 定 一 个 小 型 的 Hessenberg 宇 许 











以 QR 六 法 寻找 其 特征 值 . 
解 “ 蜂 容 易 发 现 它 的 特征 值 蚌 对 角 元 素 4, 1,3. 但 是 观察 QR 方法 怎 伴 执 行 二 角 化 还 是 有 间 义 


的 .选择 -个 3 的 移 位 .我 们 计算 
了 2 工 
琳 =31 = 一 了 | 
2 0 

它 只 项 一 次 旋转 就 达到 二 角形 式 


v2 0 0 | 2 2.2 .2 
一 省 ST( 末 -3T) = 一 要 证 

0 1 工 [ 万 人 0 

4 -1 -1 0 0 


以 $ 后 乘 就 完成 了 相似 变换 





2 -2 -32 
rcaos- 计 4 
0 上 
最 后 我 们 加 37 并 得 到 
2 
五 司 = 2 2 ， 

D 1 一 

日 3 


保持 了 -角形 式 . -- 般 亲 说 ,这 种 情况 不 会 发 生 , 需 亡 好 几 个 像 上 面 这 样 的 步骤 ， 
26.75 应 用 QR 方法 十 Hessenberg 拖 笑 


定 
名 一 和 一 
户 上 王 必 
本 一 一 


对 它 来 说 精 形 特征 值 为 6,43 及 3， 
解 “ 上 迄 上 大量 的 反复 旋转 最 余 将 只 阵 转化 成 下 面 的 二 角 阵 : 
5.99997 1.50750 一 0.17830 0.29457 
3.99997 一 0.44270 ,22152 
3.00098 -0.60302 | 
2.99895 


， 3 数 但 分析 











在 该 矩阵 中 特征 值 显然 就 是 漆 着 对 角 线 的. 对 于 较 大 的 作业 当 -个 容 对 和 角 线 欧元 素 为 党 时 计算 时 
间 药 节约 将 通过 降 阶 料 实 更. 单纯 观看 < “和 前 部 分 慢 堪 吕 当 失 是 右 趣 的 .用 上 而 的 近似 特征 值 直接 
得到 对 应 的 特征 向 量 ,它们 与 淮 得 值 (3,3,2, 0 0 1 101) 基 (0,0 1DD 相 正 配 大 约 到 3 位 小 
数 | -下 . 湛 丰 第 4 个 特征 向 基 . 

26.76 应 用 QR 方法 十 三 对 和 角 人 证 阵 











r 100 
1410 
| 
1)]0134 





然后 用 所 得 结果 去 " 猜 " 准 确 特征 值 
解 同 为 使 具有 该 结果 的 进 各 运 行 起 来 下 次 允许 区 侯 扫 作 族 转变 按 . 非 对 角 宛 基本 为 起 ， 





























“5.618031 
4.618065 
3.381945 

L 2.381942 
庄 十 给 定 的 所 阵 是 区 称 的 , 上 一 角 与 上 一 角 二 者 均 亚 成 索 ， 十 分 明显 留 下 特征 值 ,请 最 大 的 “个 , 特 
征 疝 址 的 直接 计算 得 到 














f1.00002,.1.61806,1.61806,1)， 
第 4 个 分 量 是 事先 加 以 固定 的 .猜想 它 应 该 是 (1， rz,r,1), 很 快 地 导出 方才 
4- 了 了 +4 TY-1=0 
这 第 二 个 方程 由 于 它 与 Tibonacei 数 的 联系 而 被 人 所 熟 屡 . 根 一 (1 + 5 72 现在 与 1=19 +VS)72 


配对 ,而 < =-(1-vS)/2 与 1= (9--S)72 配 对 ,给 了 我 们 精 靖 解 中 的 两 个 .其 他 两 个 可 美 似 地 得 到 
复方 程 组 


26.77 ” 解 复方 程 组 的 问题 怎样 才能 代 之 以 解 实 方程 组 的 问题? 
解 tk 征 这 几乎 是 自 动 实现 的 ,因为 复数 精确 地 相等 的 条 件 是 它们 的 实 部 本 虚 部 分 别 精 确 地 性 等 











方程 
(AT+ 语 )Tr+ 思 一 下 十 胃 
立 纪 等 价 于 
一 了 9 一 册 y 十 有 E = 一直 . 
而 这 可 以 写成 拭 阵 的 形式 





| 用 1 1 _- 妊 | 
有 33 
一 个 复 的 nm xia 方程 组 为 2aX 了 2 个 襟 的 芭 统 来 取代 ,于 是 我 们 对 实 方程 组 的 任何 方法 餐 吕 以 被 应 
用 ,还 可 能 忆 二 个 实 的 方程 组 来 代 昔 它 
(BA-AIBJr- Bae+Aa 6b， 
{B-44+4-B)w= 了 Ia 
它们 部 是 >X1 的 只 有 相同 的 系数 贞 阵 .这 是 从 
(BIAr+AIBz Bazr-PBD+ AIz+Aa = BT 人 A ! 硬 ， 
(Bi4+A-B)Jy = BLAay+Br)+afBy 一 Ar) 一 癌 芒 一 贞 La 
得 到 的 .使 用 这 些 较 小 购 方 程 组 略微 销 握 了 异体 的 计算 ， 
26.78 将 复 矩 阵 的 求 道 简化 为 实 矩阵 的 求 道 ， 
解 “ 呈 念 给 定 的 插 阵 为 由 + 训 以 必 它 的 道 拭 阵 为 C+ 访 . 我 们 要 寻求 妃 及 卫 使 得 4 了 襄 六 人 
<- D)= 工 成 立 . 假 定 4& 是 井 奇 异 的 于 是 4 :存在 .此 时 
局 一 (《aA+PRA-IB) D 站 = -18(4 + BATIES) 
这 可 以 通过 让 接 男 代 得 到 验证 如 果 B 下 扑 奇异 的 , 则 
C- 有 IafaAB 14+ 互 ) 1 门 = 一 (AB-IA + 及 1， 
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26.79 


26 .80 


这 也 可 以 道 过 回 代 得 到 验证 .很 如 4 与 吾 玫 是 非 畜 异 , 这 一 个 结果 当 热 是 恒 等 的 .在 4 与 下 都 是 奇 

红 的 情况 下 ,而 (4 + 古 ) 和 不 是 奇异 的 ,此 时 - -个 更 为 复杂 的 过 程 看 来 是 必要 的 . 首先 识 定 -- 个 实数 

情 得 矩阵 玉 = A+ 绍 为 非 麻 异 的 .然后 , 取 下 = 日- :4, 我 们 得 到 下 -FE=(-azA+ 吉 ?二 是 
(由 十 沼 ) = 人 -全 + 站) 

由 于 王 是 非 奇 异 的 故 可 以 用 第 一 种 古 法 加 以 计算 . 








把 寻找 特征 值 和 特征 向 址 的 中 cobi 方法 拓 广 到 Hermite 第 阵 的 情况 . 


解 上 5 我 们 利用 Hernitian 所 阵 在 一 个 本 变换 下 成 为 对 前 化 的 事实 , 即 0 LU 是 一 个 对 角 阵 . 
底 阵 月 及 避 有 FT = 百 及 UT= U-1 的 性 质 . 奸 阵 U 可 以 遂 这 形 如 
。 | -singe 下] 
呈 1 二 
Sin 家 Cos 于 
所 有 其 他 元 素 与 了 的 那些 一 致 的 矩阵 的 无 穷 乘 积 而 得 到 ,所 示 的 4 个 元 素 是 在 (5 (证 下) (二 
及 从 ) 的 位 置 上 .假如 互 的 相应 的 元 未 为 


可 六 多 | 
L5 二 二 ， 














将 多 及 日 选 得 使 





an 有 = 于， tan2 和 一 2eeosb + sin0， 

则 U-LBU 的 Ci,k) 及 (让 元 素 会 有 实 部 及 虚 部 都 为 零 ， 

(aeosgsin 昌 cos8 二 百 rosz 贡 ， 二 sin2geos28 -rsingsin28 一 小， 

fa - df)eosgsingsinb -ceoszg + sin2gsin29 一 csi2gcos38 = 站， 
这 种 类 型 的 旋转 像 在 题 26.62 中 那样 迭 找 邮 被 使 用 直到 所 有 非 对 角 元 素 都 已 变 得 足够 小 ,这 {( 实 ) 
特征 值 于 是 为 结果 的 对 角 元 素 所 通 近 ,而 特征 向 基 则 被 避 = Di Uaz Ua… 的 列 所 有 殖 近 . 
对 一 个 一 般 的 复 矩 阵 怎样 才能 找到 它 的 特征 值 和 特征 向 量 ? 假设 所 有 特征 值 都 是 互 
蜡 的 . 
解 ”8 二 作为 第 - 步 我 们 得 到 一 个 要 矩阵 D 使 得 U-1AU= 了 ,其 中 了 是 一 个 上 三 角 阵 , 主 对 藤 
线 下 的 所 有 元 素 为 零 .这 个 U 再 次 是 由 在 上 题 中 所 未 的 形式 Ui 的 旋转 矩阵 的 无 穷 箭 积 而 得 到 的 ， 
现在 我 们 将 它 写 成 

2 了 
Di = | 机 | 


了 
于 是 在 UiIAUY 的 人 , 门 位 置 上 的 元 素 为 
2 上 + 【am as jy 一 ay2， 
为 了 便 它 为 零 我 们 念 y= Cr,z=1v13+1C1. 它 自动 地 向 我 们 避 证 将 为 酉 的 ,然后 由 条 件 
aaCz+fa -euiC-ei=0 确 定 忆 , 它 使 


CC - Low -e+WY(e 一 加 和 + 4 


两 种 符号 均 可 使 用 ,更 可 到 的 是 使 |C1 更 小 - 些 的 那个 符号 .这 类 旋转 持续 地 做 下 去 直到 在 主 对 角 
线 下 的 元 素 基 本 上 为 零 .结果 年 阵 为 








站 四 
T = LU-I4U = ， 


0 0 
其 中 UL-= U D… Uw.T 和 上 两 者 的 特征 值 风 为 对 角 元 喜 世 ， 
下 一 步 得 到 了 的 特征 向 最, 作为 殉 的 列 


2 3 


0 0 D 
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第 -- 询 已 经 是 属 卫 2 的 特征 向 景 .为 了 使 第 二 界 风 一 个 属于 ec 的 特征 向 蔗 , 我 们 要 求 112 让 
-0 或 是 冯 一 ta 交 一 让 很 设 二 闫 ia. 类 偶 地 ,使 第 三 列 为 一 个 特征 向 量 我 们 要 求 





on 23 一 了 2 二 
呈 3 zt33 一 2 
般 来 说 ws 由 递 推 公式 
_ Li 
rs 一 
1 一 下 


得 到 , 逐次 地 取 ;= -1 -2,…,1, 最 后 4 自己 的 特征 向 莉 可 由 VW 的 列 得 到 


补充 题 





26.81 应 用 (iauss 清 去 法 来 求 这 个 方程 组 的 解 向 是 ; 
Tt 十 2 -12y 十 有 二 27， 
Sm 十 荆 二 ?yy 一 az 二 4 
一 3i 十 YX 十 93 二 535 盖 11， 
be -12zr 一 8 +3z 二 49. 
站 ,8 应 用 题 六.10 的 方法 来 求 这 个 方程 组 的 解 向 基 ， 
33z1 + 16xy + 7273 = 359， 
- 24zl- 1073 - 57z3 = 281， 
-gx -4zrs-17ry = 85， 
26.83 俱 设 已 经 找到 方程 组 
1,7zi+2.3r3 -1.5x3 = 2.35， 
1.1zi+1,6r -1.9z3 = 一 0. 时 ， 
2.7ri -2.2zr; +1.5ry = 2.70. 
有 一 个 解 舒 近 !1,2,3). 应 用 题 26.28 的 方程 来 得 到 一 个 改进 的 近似 值 . 
36. 对 应 用 Gauss 消去 法 于 如 下 的 方程 组 , 以 有 理 形式 进行 计算 ,因而 没有 伟人 误 善 的 引入 并 由 此 得 到 一 个 
辕 确 解 .系数 征 阵 是 四 阶 的 Hilibert 阵 . 











于 zi + 二 za+ 二 zt 可 = 
工 

计 zi 中 本 za+ 于 za 村 避 ， 

1 自 


26.85 ”重复 上 题 ,将 所 有 系数 沟 换 成 取 3 位 有 效 数 字 的 小 数 .在 整个 计算 过 程 中 只 保留 3 位 有 效 数 字 . 试 疝 
你 的 结果 与 上 题 中 的 精确 解 接 近 程 度 如 何 ” (高 阶 的 Hilbert 矩 嘿 特 别 麻烦 ,即使 有 许多 位 小 数 可 以 

用 来 进行 计算 .》 

26,86 应 用 (jauss-Setdel 选 代 上 下 面 的 方程 组 














一 PP1 十 工 2 = 一 1， 
了 | 一 Y 十 了 = 和 
zz 2 + = 人 
2 -2r 一 昌 
1 
在 1 了 子 于 了 
步 长 


图 26.4 
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3333 





26.37 
了 和 ,名 全 


26.89 


26.90 
26.91 


26.92 
26.93 
寻 6 9 
2 
26.96 


26.97 


站 .多 
亲生 
26.10 人 
站 .101 


26.102 


26.103 


对 所 有 上 以 再 近 值 r* =0 开始 ,将 方程 组 卜 写 成 每 个 方程 就 其 主 对 钊 的 末 知 景 解 出 .在 作 了 若干 次 迁 
代 后 你 能 和 猿 出 准确 的 解 向 重 吗 ? 这 个 问题 以 用 - -个 随机 步行 者 来 解释 ,他 滑 着 直线 走 的 得 一 步 朝 
左 或 朝 右 是 随机 的 如 图 26.4 所 示 . 当 他 到 过 -个 端点 时 他 便 舍 下 , 每 一 个 rx 值 代表 他 从 站 位 置 上 到 
达 志 端点 的 顾 率 .我 们 可 以 定义 rw=1 战 了 x=0, 在 这 种 情况 下 每 个 方程 有 形式 办 -1 一 2 1 一 
昨 , 帮 一 1 

超 松 弛 法 是 否 朝 着 题 26.86 的 精确 解 方向 闭 速 收 训 ? 

全 用 (auss-Seidel 大 法 于 廊 程 组 


3 1 
LT 一 区 十 人 中 二 1 …，, 1， 


元 人 一 1 ， 证 交 一 曲 ， 
它 可 以 解 为 表示 - -个 随机 步行 者 在 一 条 有 编号 为 0 到 20 之 位 置 的 诗 线 上 , 他 埋 左 移动 经 常 3 倍 于 
辑 右 ， 
上 题 是 一 个 关于 差分 方程 的 边 人 问题 ,证 明 它 的 精确 解 为 mr =1- (3-1A33 -1 对 二 = 一 01)20 
计算 这 些 慎 并 与 以 只 代 算 法 所 得 结果 进行 比较 、 
对 同 冬 的 方程 组 应 用 超 松弛 法 .以 世上 计 作 试验 . 低 松弛 法 {w 冬 1) 看 起 来 是 否 适 用 于 这 个 问题 ? 
亦 用 我 们 的 任何 一 个 方法 于 下 面 的 方程 组 ; 


和 1 二 光 十 并 3 二 区 4 十 立 5 = |， 
字 1 十 2T2 十 3xr3 十 4 十 275 二 总 ， 
中 十 卫 工 2 十 83 十 10s4 十 1535 = 由 


zj rdra +t0rs +20zr4 +35r5 二 由 
+Szr2 +1573 +35r +7075 = 站 . 
以 题 26.38 的 消去 鼻 法 求 题 26.81 的 系数 所 阵 的 鞍 符 阵 ， 
以 变换 法 求 局 一 惩 阵 的 道 矩阵 ， 
以 任何 一 种 我 们 的 方法 求 题 25.86 中 系数 矩阵 的 道 第 阵 . 
党 试 使 用 3 位 算术 求 4 阶 Hiipert 矩阵 的 逆 竺 阵 、 
兰 试 对 Wilson 和 失 阵 求 道 ,再 对 逆 撼 阵 求 散 , 亡 能 接近 原始 窍 阵 到 什么 程度? 
2 了 名 了 
了 5 5 
8 6 10 9 
7 3 9 1 
应 用 题 26.43 的 方法 于 是 26.82 的 矩阵 . 着 起 来 它 是 知 朝 着 精确 道 矩阵 收 乱 ? 


-16 -402 
| 15 153 | 


16 4 54 
求 题 26.81 中 系数 矩阵 萨 行列 式 的 值 . 
求 古 26.82 中 系数 算 阵 的 行列 式 的 值 . 

















什么 是 4 阶 Hilber 捉 阵 的 行列 式 ? 
应 用 芽 26.48 的 方法 求 Ar = iz 的 特征 值 相 特 征 向 最 ,其 中 4 是 3 阶 Hitbert 抢 阵 , 司 用 有 理 算 术 并 
求 精 允 的 特征 才 项 式 . 
参照 题 26.101, 应 用 同样 的 方法 于 
(2 一 2)zr - 芝 = 0， 
一 + (2-A)za2 一 工 3 = 心 ， 
-za+ (人 2- hzs- 4 = 0， 
-3 zs 下 
一 和 二 (人 2 一 Js 由 
使 用 算法 找 矩阵 
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2 .104 
25.103 
2 .0 
26.107 
26.108 
2 .109 


26 .1310 
26.111 
26.112 


26.113 


26.114 


32.115 


之 6 ,人 


的 最 天 特征 值 与 特征 向 莉 

使 用 轿 法 求 3 阶 Hilher 矩阵 的 最 大 特征 值 与 特征 同 量 ， 
应 用 Jacob 方法 于 3 阶 Hilbert 惠 阵 . 

席 用 Jarebi 方法 于 是 26.103 的 第 阵 ， 

席 用 Givens 方法 于 题 26.103 ， 

永 用 Givens 方 法 于 4 阶 Hilbert 和 阵 . 

解 方程 组 











工 1 十 了 一 
-这 1+Ta +ir = 一 心 
-iira + = 也 . 
几 题 26,.77 的 方法 . 
应 用 题 26.78 的 方法 求 题 26.109 中 系数 第 阵 的 道 和 矩阵. 
应 用 题 26.79 中 提出 来 的 Jarohi 方法 , 求 题 2.109 中 系数 矩阵 的 特征 信 与 特征 向 量 ， 
应 用 题 26.80 的 算法 于 矩阵 
1 -1 
1 | 
-1 +: 1 














假设 矩 许 4 有 - :个 LU 因子 分 解 ,我 们 有 题 26.14 中 关于 决定 因 于 元 素 的 公式 . 
下 站 一 上 1 全 1 82 一 一 -Tar 1 了 芝 Ti 
2 1 


假 秆 它们 都 是 从 左 到 右 计 算 的 .以 一 撒 . 表 示 遭 受 含 人 误差 的 计算 人 ,于 是 , xs 的 计算 像 下 面 这 样 开 
冶 .( 见 题 1.22 及 1.23.) 
ar(T+) 一 区 af1+ 吾 ) 人 2， 
每 个 王 代表 -- 个 售 人 误 善 , 在 不 同 的 地 方 很 可 能 有 不 同 的 误差 , 而 上 标 不 表示 宕 而 是 不 同 的 (1 + 
五 ) 因 子 的 编号 , 这 种 措施 将 本 来 要 长 的 表达 式 缩短 -" 些 .继续 下 去 ， 
a2(1+ 互 )2 一 此 atL+ 下 0 -aa2r(1 二 吾 ]fe 
直到 最 终 我 们 得 到 计算 的 wo 
多 + ED 一 一 + 
证 明 相应 的 基于 计算 妃 - 的 表达 式 如 下 ; 
2 os 人 T+EOD LT 王 ) 


-C++ 下 3， 








宙 下 式 定 义 ay 
f1+EEIICL+Ea) 二 1+22， 


并 注意 





村 


以 zx 表 最 大 舍 入 误差. 类似 地 证 明 由 (1+ Et)(t+Es)(1+Fa)=1+3A 定 义 的 的 界 
“+ 2+ 卫 四 存在 ,以 及 更 为 - 般 地 我 们 可 以 记 


fT + 瑟 一 了 十 天 辣 ，， 


| A | = 六 (El+ 2 + 下 LEa) 扫 十 


AAA 以 [If+a)a In 为 界 . 


综合 前 两 题 的 结果 来 得 到 (以 A 表 一 个 适当 的 Ax) 
站 六 六 让 
=uantr-1A- EuUrA- ap 7 < 
并 注意 到 以 惩 阵 形 式 它 等 价 于 
LT = 症 二 下 


具有 下 的 元 素 如 上 述 等 式 右 侧 所 未 ,这 说 明 因 子 分 解 工 L7 对 被 扰 动 的 史 阵 入 + 是 精确 的 ， 
证 明 上 题 中 严 的 元 素 绝 对 值 不 超过 zaA 乘 上 与 LU 的 组 合 项 .也 就 是 说 


1 而 1 鹤 mA(Iey + 人 


委 “ 十 六 章 ”线性 方程 组 


33 ， 





26.117 


206.1] 避 


26.119 


26.120 


26,.121 


26.122 


26.123 


其 中 心 为 被 包含 的 所 有 Ax 的 界 , 而 岂 是 工 的 7 行 苑 素 的 饮 对 值 导 I 的 j 列 元素 绝 对 悄 计 算 而 来 . 
内 部 舍 和 人 误 差 效 应 的 估计 强烈 地 依赖 于 记 , 这 些 可 以 在 因子 分 解 后 再 计算 .此 处 = 为 原始 起 阵 上 的 
阶 . 假 设 = 不 太 大 如 上 总 是 配合 的 ,我 们 由 些 推断 全 局 误差 为 最 大 会 入 误 莹 的 适中 的 倍数 ， 

在 苹 36.9 中 导出 的 向 前 与 向 后 回 代 公式 


Jr 一 如 一 131 和 关 tr 13r 一 1 








HT 二 3 一 TIE 一 
共有 与 对 舍 人 误差 传播 刚 分 析 过 的 那些 相同 的 形式 .理由 与 上 题 的 颇 为 相同 , 人 们 可 以 为 计算 出 y 
得 色 方 各 














(+ 人 9 二 由， 
其 中 |gy| 委 aa| 忆 | ,然后 为 计算 出 解 本 身 有 
【LI + Hz = > ， 


此 处 | | 窒 maxw . 
将 这 些 结果 与 上 是 的 综合 起 来 ,证 明 它 为 
{ 上 十 严 ) 了 一 看 
其 中 王 为 FE,G,H,T 及 订 的 混合 体 . 进 一 步 推出 估计 式 
6 | 和 和 站 [1 oa 1+ 《3 + 下 站 | ， 
其 中 咏 定 义 如 前 
应 用 题 26.80 的 算法 于 实 的 非 对 称 短 阵 


1 2 3 
4 上 1 3 3|， 
1 4 ? 


解 方程 组 
6.4375xz1 + 2.1849zry 一 3.7474zr3 + 1.882224 二 4 .6351， 
2.1356zr1 十 S$,2101zry + 1.522073 -~ 1.123474 二 5.2131， 
-3.7362x1 + 1.49987rz + 7 了 .642173 + 1.2324z4 一 S.8665， 
1.8666zi -= 1.1104zy + 1.2460r3 + 8.331274 二 4,1322. 
求 下 面 方程 组 的 所 有 特征 值 : 
4 工 十 33 十 三 二 AE， 
2 十 4 十 了 2 一 4yi 
工 十 2Y 十 二 二 ASY， 
求 方 程 组 
4 2 2|1z71 开 了 
| 5 | 2| 一 大 | 开 2 
2 1 了 3 开 3 
的 所 有 特征 值 与 特征 向 量 ， 
对 Pascal 窍 阵 求 逆 : 
11 1 1 1 
tz23 4 5 
13 6 区 15 
14 10 20 35 
15 4145 3 710 
对 车 面 的 抢 阵 求 道 ， 
二 
工 二 寺 
3 5 了 | 
上 工 工 
S 7 了 9 


3336 ， 





26.124 


26.12S 


30.12N6 


26 .127 


26.128 


26.129 


26 .1310 


26.13 








数值 分 析 
鸡 下 面 的 卸 醉 求 道 ， 
厂 十 “2 
10+3 多 +6rJ 
求 


25 -41 1I0 -16 
-41 6 -17 10 
[JI7 3 一 
-65 10 3 2 
的 最 大 特征 值 到 三 位 . 


求 
国 一 37 3 一 2 
| 51 3 了 0 
了 + 23 用 了 
的 最 大 特征 值 及 相 诬 的 等 让 向 基 . 
求 
9 10 各 
[ SS 一 | 
杂 6 3 
的 两 个 极 庙 特征 值 . 
证 明 此 阵 


1 1 
[| 
的 特征 多 项 式 为 Mi- 六 -1 并 注意 它 与 题 18.23 中 上 及 在 别处 出 现 的 Fibonaeci 数 的 关系 .对 十 更 为 
一 般 的 nm 阶 *Fibonaeci" 诗 阵 的 特征 霓 项 式 是 什么 
用 我 们 方 靶 的 任何 一 种 求 


1 1 ] 1 1! 
1 0 0 站 0 
0 1 0 0 nn 
天。 = 
各 人 1 0 
LO0 0 0 1 0- 








的 特征 值 .给 出 某 个 初始 向 量 >, 当 户 =2,… 时 向 量 Fez 是 什么 ? 
应 用 QR 方法 于 Hessenberg 上 阵 ， 
1 0.3 0 
13 1 05 
01 2 1 
) 005 123 
应 用 CR 方法 于 二 对 角 秆 和 降 ， 


-2.0 3.5 1.5 
0 1.5 25 -414.0| 
L 有 心 一 10 1.5 


将 一 个 正方 形 顺 时 针 方 向 旋转 四 分 之 一 圈 可 以 通过 应 用 置换 第 禾 民 于 向 量 (1 2, 3,4) ”来 模拟 . 
( 见 狗 26.5.) 相 对 于 竺 直线 { 虚线) 的 反射 可 以 用 符 阵 Y 来 模拟 . 易 著 展 的 特征 值 为 15 一 1，- >， 
而 Y 的 特征 值 为 1,1, - 1， 1. 二 个 提 阵 拘 有 是 Hessenberg 型 的 .是 26.73 的 @R 算法 在 两 种 情况 中 
是 否 都 将 收 禹 ” 


3 和 37， 


第 “十 六 章 


线性 方 答 组 








图 26.5 


莫 二 十 七 车 线性 规划 


基本 问题 
-个 线性 规划 问题 要 求 一 个 线性 函数 


页 一 ci71 十 十 Cn 
在 受到 形 奶 
ai 十 十 ar 过 0 
约 昌 下 极 小 化 (或 极 大 化 ) 其 中 了 =1 oa 及 )=1 :这 个 问题 以 向 量 形式 可 以 写成 
Htr)= cx = 极 小 Ar 过 b， 0 裤 . 
线性 规划 的 一 个 重要 定理 说 明 所 要 求 的 极 小 值 ( 或 极 大 值 ) 出 现在 一 个 极端 可 行 点 处 ,一 
个 点 (< yz) 称 为 可 行 的 假如 它 的 笃 标 满 足 所 有 ”+ mr 个 约束 ,而 一 个 极端 可 行 点 是 这 样 
的 一 个 点 , 其 中 至 少 有 ? 个 约 东 真正 成 为 等 式 ,松弛 变量 zl ,xs+w 的 引进 将 约 东 转化 为 
QilT1T 十 ci2T2 一 Gurra 十 3 了 nti 二 让: 
的 形式 ,对 := 1，… 如 . 它 允 许 一 个 极 端 可 行 点 恒 等 于 这 样 的 一 个 点 在 该 点 上 na 个 或 更 多 的 
变量 (包括 松弛 变量 ) 为 堆 , 这 是 一 个 重 太 的 方便 .在 特殊 情况 下 多 于 一 个 的 极端 可 行 点 可 以 提 
供 所 要 求 欧 极 小 , 在 这 种 情况 下 其 他 的 可 行 点 也 对 这 个 目的 适用 .五 的 一 个 极 小 点 称 为 解 点 . 
单纯 形 方法 是 一 个 算法 , 对 于 在 某 些 极端 可 行 点 出 发 , 然后 通过 一 系列 交换 ,有 规则 地 进 
行 到 其 他 的 这 种 点 直到 获得 -个 解 点 , 它 是 以 这 样 的 一 个 方法 来 完成 的 , 它 稳定 地 使 五 前 值 
减少 . 所 包含 的 变换 过 程 基本 上 与 前 意 关 于 矩阵 求 道 所 列 出 的 相同 . 
对 偶 定 理 是 在 两 个 问题 解 之 伺 的 关系 
cr = 概 小 Ar 0 过 工 ， 
yy 惠 = 极 大 7 < 匀 c，10 拟 
它们 被 称 作对 偶 问 题 , 而 且 它 们 包含 上 相同 的 数 ,六 ,及 避 . 对 应 的 极 小 值 及 机 大 伪证 明 是 
相同 的 ,不 管 单纯 形 方法 庶 用 在 哪 一 个 问题 上 (假定 对 二 者 中 容易 的 一 个 ). 允许 两 个 问题 的 解 
都 能 在 这 些 结果 中 引出 , 这 显然 是 一 个 重大 的 方便 . 


























两 个 相关 的 问题 
1. 两 人 游戏 要 求 从 下 面 的 "支付 "( “pay off 六) 矩阵 
| 嫩 12 ”在 1m 
们 2 
女 mm1 多 ma 代 znl 


中 民选 -不 行 而 C 选 一 个 列 . 元 素 au 位 于 所 选 的 行 与 列 的 交叉 处 , 它 决定 尽 必须 付 

给 C 的 草 , 自然 C 希望 将 他 所 期 望 赢得 的 极 大 化 ,与 此 司 时 及 希望 将 它 期 望 的 损失 极 

小 化 , 这 些 矛 盾 观点 导出 一 个 对 候 线 性 规划 . 它 可 以 用 单纯 形 方法 来 解 , 这 个 解 称 为 对 

四 个 游戏 者 的 最 佳 策 输 ， 

2. 超 定 的 线性 方程 组 . 在 这 个 方程 组 中 方程 多 于 未 知 荆 , 没有 -- 个 向 量 可 以 满足 整个 方 
程 组 , 它 可 以 作为 线性 规划 问题 来 处 理 , 在 该 问题 中 我 们 寻找 向 其 x 它 在 某 种 意义 开 
市 最 小 误差 , 其 细节 公布 在 第 28 章 中 . 
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题 解 
单 绅 形 方法 


27.1 求 满足 不 等 式 
0 所 zl， 0 入 rz 一 xlI+2zS2，T1+T2 和 4，T1 委 3 

的 和 1 及 工 2 并 且 使 函 雪 下 = 2 ”1 极 大 化 ， 

解 “ 醚 ' 由 于 只 包 舍 了 两 个 变量 , 为 方便 起 见 整个 问题 可 用 几何 来 解释 .在 *i, za 的 一 个 平面 中 $ 
个 不 等 式 将 点 (ri, z?) 的 东 到 落 人 图 27.1 的 阴影 部 分 .在 每 一 种 情况 下 等 号 对 应 于 (xl za) 它 在 5 
条 直 的 边界 线段 的 一 个 上 .在 这 些 约 东 的 限制 下 , 将 下- 极 大 化 等 价 于 投 斜率 为 1 有 最 大 的 y 裁 距 而 
且 撑 与 阴影 区 域 相交 的 直线 , 看 来 很 清楚 所 要 求 的 直线 工 ; 是 1= zz - zi 而 变 点 是 (0, 1), 因此, 对 一 
个 最 大 慎 来 说 ,xz =0,xa=l,P=1， 





27.2 “ 寻 投 满足 与 愿 27.1 相同 的 不 等 式 约 束 且 使 C = 2zt + zz 为 极 大 的 (z1, 2). 
解 “里 现在 我 们 找 一 条 斜率 为 -2 的 直线 , 并 具有 最 大 的 y 截 距 同时 与 阴 昆 部 分 相交 ,这 根 直线 
L; 是 7= 2zl+ xz; 而 所 要 求 的 点 为 ri = 3,zz=1.( 参 看 图 27.1) 
27.3 “寻找 yl, yy3， 满足 约 东 
0 过 W，0 过 内 0 所 浊 网 一 委 1， 23 一 入 科 - 
并 使 百 =2yi+4ya+3y3 极 小 化 . 
解 g 丁 将 尾 个 同 题 用 几何 加 以 解释 ,我 们 发 现 5 个 不 等 式 约 东 (91, yi, 点 落 入 一 个 如 图 27.2 


} 
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所 示 的 民 城 ,这 个 区 域 在 yy2y,33 的 正方 向 是 无 界 的 , 然而 , 其 他 地 方 为 个 伴 面 所 限 的 部 分 ,如 队 
影 所 示 , 这 些 平 面 对 应 于 在 我 们 的 $ 个 约束 中 等 号 成 立 .在 这 些 约束 的 限制 下 , 概 小 化 等 价 于 寻 
找 一 个 乎 面具 有 法 向 节 (2,4,3), 帮 最 小 的 截面 但 仍 与 所 给 的 区 域 相 交易 见 这 个 平面 就 是 1= 271+ 
472 + 3y 而 交点 为 | 十,0,0| . 
列 出 线性 规划 问题 的 三 个 主要 性 质 以 及 它们 的 解 ,它们 为 前 面 的 问题 所 说 明 . 
解 。 若 今 这 个 问题 是 村 战 -个 点 xz 共有 坐标 (rz rz yx) 受到 约束 0 入 xz,Azs 上 而 且 将 函 
数 HLzy=cf= cr 裤 小 化 . 称 :个 潢 足 所 有 这 些 约束 的 点 是 一 个 可 行 点 (假如 有 任何 这 种 点 存 
在 的 话 ), 则 : 
1. 可 行 点 的 集合 是 凸 的 , 也 就 是 说 连接 两 个 可 行 点 的 线段 全 部 由 可 行 点 组 成 ,这 是 由 每 个 约束 都 
定 广 了 一 个 半空 间 ,而 可 行 点 的 集合 就 是 这 些 半空 间 的 交集 . 
2 . 存在 其 些 极端 可 行 点 , 凸 集 的 角 点 , 它 为 在 这 些 点 上 至 少 有 = 个 约束 成 为 等 式 这 个 事实 所 确认 . 
以 一 维 的 情况 为 例 ,精确 地 有 * = 2 个 边界 自在 这 类 角 点 上 相遇 , 以 三 维 的 情况 为 例 ,精确 地 有 三 
个 按 异 平 蚊 在 每 个 这 种 角 点 上 相遇 .然而 当 mn 六 3 时 可 能 有 更 多 的 平面 (或 超 平面 ) 在 一 个 角 点 上 
汇 台 到 一 起 . 
3. 解 点 带 澡 是 一 个 极 美 可 行 点 .这 是 几 于 要 极 小 化 的 函数 严 (x ) 的 线性 .( 有 可 能 二 个 极端 可 行 点 都 
是 解 ,在 这 种 情况 下 整个 的 连结 它们 的 边 均 由 解 组 成 , 等 等 . ) 
在 这 里 我 们 对 线性 规划 的 这 三 个 性 质 不 加 证 明 , 假 如 五 (z ) 是 要 被 极 大 化 的 ,或 中 约 束 读 作 
4z2, 它 们 同样 是 正确 的 . 
关于 解 线性 规划 的 单纯 形 方 法 背后 的 一 般 思 想 是 什么 ? 
解 “ 上 天 由 于 解 出 现在 极端 可 行 点 上 ,因而 我 们 可 以 从 某 个 这 种 点 上 开始 计算 号 .接着 我 们 按 使 刀 
能 取 更 小 值 的 万 则 ,来 选取 与 这 个 极端 可 行 点 以 直线 圈 结 的 另 一 个 端点 上 的 极端 可 行 点 , 进行 交换 ， 
这 种 交换 过 程 消 着 边 前 进 ， -让 持续 到 不 再 减少 为 止 .这 个 交换 算法 称 为 单纯 形 方法 , 它 的 细节 在 下 
题 中 给 出 . 
发 展 单 瑟 形 方法 ， 
解 EF 令 所 讨论 的 问题 是 
0 过 rr， Ahr 裤 FUz) = cz = 极 小 值 . 
我 们 首先 介绍 松弛 蛮 量 (slack variable)zn+l,…,znrem: 剑 


人 Id 十 全 12 开 2 十 十 全 lmgn 十 交 nt1 羡 各 1 





























证 二 


人 Ti 十 ma 十 二 mrxw 十 工 o+m 二 二 wm 
注意 这 坚 松 弛 变量 与 其 他 *, 一 岩 必须 为 非 仙 的 ， 松弛 蛮 量 的 使 用 允许 我 们 以 另外 的 方法 对 一 个 航 
靖 可 行 点 如 以 确认 .出 于 现在 入 z 祥 如 中 等 式 的 成 衬 对 应 了 “个 松弛 变 旦 为 零 ，- 个 极端 可 行 点 变 成 
了 在 zyra 审 至 少 有 am 个 变量 为 零 的 这 样 一 个 点 ,换言之 ,在 … 个 极端 可 行 点 上 这 些 变量 中 最 
多 有 m 个 非 零 ,系数 拒 阵 恋战 





ea 1 
最 后 六 列 对 应 了 于 松 驰 变 其， 令 枯 苗 的 列 称 作 vv， urnm. 于 是 线性 太 程 组 可 以 写成 
冤 ] 1 十 了 22 十 十 工 n+ragmtr 二 站 
现在 假设 我 们 知道 - -个 极 峭 可 行 点 .为 简单 起 见 我 们 将 取 在 这 -点 上 的 yzm+n 都 为 堆 
所 以 my zw 是 (最 多 普 个 ) 莫 零 变量 . 亲 是 
1 十 or202 十 和 村 om 1) 


而 相应 的 互 值 为 


再 | 一 了 Le 十 了 262 下 十 了 tm {2)》 
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假设 向 是 wm， we 为 线性 独立 的 ,所 有 am + 说 个 向 芋 可 以 用 这 个 基底 来 表示 
本 十 《3 
同样 定义 
让 一 WTA (4] 
现在 ,假设 我 们 党 试 通 过 包含 一 部 分 pxy 来 还 听 且 ,对 大 > 亚太 正 的 思 , 为 保护 约 训 当 = 时 我 们 
以 六条 (3),p 还 是 待定 的 ,并 从 ( 巧 减 去 它 , 来 得 到 
(zt - al)al+ (za ao)p3+T 十 《ma 一 站 mktjam 十 六 pe 一 在. 
类 但 地 从 (2 和 (4), 新 的 互 值 将 是 
(一 jet t+ 人 ra 一 cz 二 ma 末 - 扣 让 
这 征 变 化 仅 当 尺 >0 时 将 是 有 利 的 ,在 这 种 情况 下 最 饶 的 是 使 p 尽 可 能 地 大 而 不 让 一 个 系数 了 , - 
poz 挛 成 仙 的 . 它 提 示 选 择 
疡 三 min = 至 
1 
这 最 小 值 只 是 在 具有 正 的 吕 项 上 取 . 取 这 样 选择 的 p,ci 的 系数 变 成 零 , 其 他 的 为 非 负 , 而 我 们 有 一 
个 新 的 极端 可 行 点 使 扩 取 香 
Hi = 再 一 大 t 
它 青 乱 比 吕 | 小 .我 们 也 有 一 个 新 基 底 , 改变 基底 自 量 w 为 新 的 六 .该 过 程 现在 被 重复 直到 所 有 疙 
为 负 的 ,或 是 直到 对 某 些 正 的 如 设 有 us 再 是 正 的 ;在 前 面 这 种 情况 下 眼前 的 极 映 可 行 点 与 任何 邻近 
的 极端 点 一 - 样 地 好 ,这 可 以 进一步 地 证 明 它 与 任何 其 他 邻近 的 点 一 样 地 好 或 者 不 是 .在 后 一 种 情况 
玉 可 以 任意 地 天 因而 撤 有 关于 五 的 极 小 值 ， 
在 散 另 .个 交换 之 前 ,所 有 向 量 必 须 以 新 的 基 诬 来 表示 .这 类 交换 在 我 们 抢 阵 求 道 的 那 一 节 中 
已 经 做 过 ,但 是 细节 将 被 重复 .向 量 w 要 被 向 量 内 所 赫 代 .从 
TEL 
我 们 解 出 w 并 代入 (3) 得 到 新 的 表达 式 


机 二 和 DT 十 二 








十 二 mami 


其 中 
ti 一 当 症 尖 志 
my 二 
2， 当 守 = 工 . 
TH 


同时 将 w 代入 {1) 得 到 
区 1 人 1 十 十 工 1 全- 十 了 2 二 THAT 
十 四 tm 二 由 


其 中 


此 外 , 稍 加 计算 证 明 


而 我 们 已 有 


[zi 2 22 ”名 ,at 
了 2 2 Ti 
灾 


1 办 1 站 用 


3342。 
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称 内 为 主 元 , 在 主 元 行 上 的 各 元 素 被 主 元 来 除 , 主 元 列 的 各 元 素 除 主 元 位 昨 上 为 1 其 他 均 为 二 ,而 
所 有 其 他 的 元 素 服从 干 先前 称 之 为 矩形 法 则 的 ,现在 将 以 各 种 不 同 的 例 王 来 说 明 它 
用 单纯 形 方法 解 古 27 .上 . 


解 几 在 引进 了 松弛 变 其 之 后 ,约束 方程 变 为 


1 二 了 二 = 2， 
1 十 3 + 了 1 = 一， 
1 十 | 一 3. 


所 含 的 5 个 变量 要 求 都 基 非 负 的 , 失 赫 将 rz ，r; 极 大 化 我 们 将 ri - zz 极 小 化 ,这样 的 在 航天 和 极 
小 化 问题 之 间 的 一 个 开关 对 我 们 来 说 是 常常 可 用 的 .由 上 原点 是 -个 极端 可 行 点 ,我 们 可 以 选择 ri 
-=0.e=2.x4= 小 上 =3 为 出 发 点 .这 是 非常 方便 的 ,由 于 它 相当 于 选择 wa, 4 及 us 为 我 们 的 
第 -个 基底 , 它 使 所 有 的 w = ay .从 此 出 发 的 阵 式 如 下 











芝 | 二 一 
芝 | 字 一 十 
之 | 王 富 二 


与 原 27.6 中 的 格式 进行 比较 ,人们 发 现 这 6 个 各 量 及 ui，…， vs 形成 顶部 的 三 行 而 数 再 , Ri ，…， 
ji 在 底 行 中 . 只 有 hx 为 正 的 . 它 确定 了 主 元 所 在 的 列 ,在 这 一 列 有 工 个 正 的 wz 数 ,是 是 /2 出 4 1 
小 所 以 主 元 是 。 ,= 2, 这 个 数 已 被 围 起 .现在 应 用 前 题 中 的 这 些 公式 来 产生 一 个 新 的 阵 式 . 顶 行 息 单 
地 被 除 以 2, 而 所 有 其 他 的 元 服从 迭 形 法 则 








基底 碧 2 TV3 3 4 15 
2 1 -1 1 172 人 用 
4 3 32 TD 12 1 0 
宇 S | 1 册 妇 性 1 

-1 -la 0 -12 0 


基底 向 量 w; 为 wm 所 变换 而 所 有 向 量 现在 均 以 这 个 新 基底 来 表示 。 但 是 对 这 个 例 焉 更 为 重 费 
的 是 , 现在 太 无 - -为 正 的 所 以 算法 停止 . =; - zs 的 极 小 值 是 -1 使 r: - xi 的 极 大和 值 等 于 1, 如 前 ). 
这 个 最 小 值 在 *, = 1,r,= 3,zs= 3 处 实现 ,正如 第 一 列 所 示 . 这 些 约束 使 xi 一, zs= 0, 这 是 我 们 所 
戎 期 的 ,由 于 > 不 对 应 于 基底 向 攻 应 恒 为 淮 .结果 ri = 0, ra= 1 对 应 于 我 们 前 面 的 几何 结论 .注意 
单 印 形 兽 法 草 将 我 们 从 可 行 点 集合 中 的 极端 可 行 点 (0,0) 带 至 极端 点 (0,1), 它 证 骨 为 解 点 .( 见 图 
23.17) 

以 单纯 形 方法 解 题 27.2. 
解 “ 同 松弛 变量 及 约束 与 前 题 中 的 相同 ,我们 将 厅 = -2z1- zz 极 小 化 .原点 为 一 个 极 靖 点 , 我 
们 可 以 从 这 个 阵 式 开始 ， 
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Al 晓 各 拘 为 正 的 ,所 以 我 们 有 -种 选择 . 选 同 =2 使 ws 为 主 元 ,由 关 371 比 471 小 .这 个 主 元 
已 被 问 起 ,将 ws 与 wl 变换 我 们 有 一 个 新 的 基 虐 ,一 个 新 的 极端 点 ,及 - :个 新 的 阵 式 . 





aa 1 0 中 8 -1 
1 3 1 0 0 0 1 
-6 0 1 吕 0 一 2 





3 3 和 0 1 -2 3 
aa 0 1 0 1 -1 
Vi1 号 1 0 0 0 1 

一 了 问 0 0 一 芋 -1】 


现在 六 无 : 为 正 , 于 是 我 们 便 停 止 . 极 小 值 为 -7. 它 与 在 题 27.2 中 获得 的 2zl + za 的 极 大 值 
为 了 相 一 玛 , 解 点 是 在 r;= 3, rs=1 它 也 与 题 27.2 所 获得 的 结果 相 - 致 .单纯 形 方法 曾 将 我 们 从 
(0,0) 带 至 (3,0) 又 到 (3, 1, 其 他 对 我 们 来 说 可 用 的 选择 在 第 一 次 交换 时 就 会 把 我 们 带 到 专 另 外 的 
方 应 围绕 可 行 点 集合 . 
以 单纯 形 方法 解 题 27.3. 
解 本 取 松 弛 变量 约束 就 变 戚 

3 一 有 = 1， 
一 231 一 姑 +35 二 一 于 

所 有 的 5 不 变 基 被 要 求 为 正 的 或 为 零 . 然而 此 时 , 原点 !34 = 和 = 条 =0 不 是 一个 可 行 点 ,如 图 27.2 
所 示 并 且 为 执行 过 的 负 的 = - 1 所 证 实 的 .因此 我 们 不 能 杂 随 前 两 例 中 的 出 发 过 程 , 它 建 立 在 诸 
如 





的 一 个 阵 式 上 .在 列 中 的 负 值 %= 一 1 是 不 能 被 允许 的 , 基本 上 我 们 的 问题 是 我 们 没有 一 个 极端 
可 行 扎 可 以 从 它 那儿 开始 出 发 的 .寻找 这 样 “个 点 的 标准 过 租 ， 甚至 对 比 它 太 得 多 的 问题 , 是 介绍 一 
个 人 工 的 基底 .这 里 将 第 二 个 约束 换 成 -2y -ya+T3%5 一 36= 一 上 就 足 通 了 , 它 包 含 了 负 的 5 分 基 ， 
现在 可 以 将 一 个 新 的 列 附 加 到 我 们 前 面 的 阵 式 中 去 . 











但 是 - -个 极端 可 行 点 现在 对 应 于 y4= Y6= 1 所 有 其 他 % 均 为 零 ， 它 使 在 这 个 基底 中 将 us 换 成 w 
变 得 自然 ,经 过 ws 行 时 只 要 求 少数 = 个 符号 改变 这 个 出 发 阵 式 儿 最 后 一 行 现在 得 到 了 解 杰 . 


-344 数值 分 析 











mm 册 一 鲍 出 


引进 这 个 人 工 基 底 已 经 改变 了 我 们 的 原始 也 题 ,除非 我 们 可 以 肯定 ye 最 络 证 明 是 零 , 人 幸运 地 是 
它 可 以 通过 将 要 极 小 化 的 函数 , 旦 = 2 + 4ya+33y3, 像 它 在 题 27.2 中 那 祥 的 ,改变 成 万 ”=231+4y3 
+3y3+ 和 ye 而 得 到 安排 .其 中 多 是 这 样 的 一 个 大 的 正 数 ,对 一 个 讼 小 化 我 们 肯定 必须 使 6 等 于 
零 ,以 这 些 改 变 我 们 有 琴 的 一 个 出 发 百 值 . 数 天 也 可 以 得 到 计算 而 出 发 阵 式 的 最 后 - 行 止 如 所 未 
我 们 现在 以 正常 的 单纯 形 风 格 进行 .由 于 克 是 大 数 且 为 正 的 ,我们 有 两 个 正 的 矶 值 的 -个 选 
择 , 选 a; 导 至 加 圈 的 主 元 .由 于 uk 没有 进步 的 意义 ,将 ws 换 成 w 带 来 一 个 新 的 阵 式 ,由 它 最 所 





- 列 就 被 摘除 了 . 
工 -了 马 - 了 
了 4 站 9 1 1 本 
了 虐 _ 工 
弄 了 2 1 了 自 自 生 
1 0 -3 一 3 册 一 


由 于 声 死 一 为 正 , 我 们 已 经 到 这 给 点 , 极 小 什 为 1, 它 与 我 们 在 题 27.3 中 的 几何 的 结论 相符 .此 外 ， 
从 第 -- 列 我 们 得 到 yj = 二, 和 = 到 其 他 所 有 y 等 于 鹤 , 它 产生 的 模 小 点 | 于,0,0j 在 题 27.3 中 也 
得 到 过 . 
27.10 极 小 化 函数 所 =2y1+4ya+3y3 受 入 于 约束 一 妇 一 轨 科 -2， -2 一 和 2 袜 -]， 
所 有 y 为 正 或 零 . 
解 ”SF 松弛 变量 及 人 工 基底 将 约 东 条 件 转化 为 
3 
一 2 一 3 +35 一 2 三 一 1 


并 且 很 像 在 前 题 中 那样 ,我 们 很 快 便 有 们 个 出 发 阵 式 : 





基底 在 31 三 T3 T4 人 训 6 Tin 
下 了 -上 1 1 一 1 册 1 属 
了 1 了 中 必 站 一 1 站 1 














3 儿 鲜 -2 2 有 -4 丈 -3 -有 -到 0 0 


要 极 小 化 的 函数 为 
万 ”= 231+ 4393 + 334 十 如 96 十 画 9?. 
06 T 一 3 必 心 一 1 1 
了 1 了 1 癌 癌 一 1 





三 +4 -3 本 +6 昌 开 -3 一 本 琴 -4 自 


而 它 决 定 这 最 后 一 行 , 对 主 元 有 不 同 的 选择 , 我 们 选 加 图 的 那个 , 它 导致 个 新 的 阵 区 通过 将 wy 换 
成 妆 并 将 om 这 一 列 摘 掉 . 一 个 新 的 主 元 也 被 加 了 泪 于 是 跟 之 而 来 的 最 后 的 阵 式 为 
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.345 ， 








了 3 1 一 3 避 ] 一 1 1 
ma 1 也 了 心 心 一 1 
了 一 卫 有 属 一 广 1 


所 "及 于 的 最 小 信 是 7?, 而 它 在 (0,1.1) 处 出 现 . 
对 侦 定 理 


27.11 什么 是 线性 规划 的 对 侦 定 理 ? 
解 上 葵 虑 这 商 个 线性 规划 问题 ， 
何 题 各 阿 题 也 
cr= 极 小 ， wo= 极 大 ， 
< 产 0， yz 阅 0， 
同 .了 五， JIASc， 
它们 所 以 称 为 对 但 问 题 ,因为 它们 之 间 有 许 密 英 系 ,诸如 下 面 的 那些 : 
1. 车 其 中 的 一 个 问题 有 一 个 解 , 则 另 一 个 向 题 也 如 此 , 而且 cz 的 极 小 值 与 y75 的 极 大 值 相等 ， 
2. 对 其 中 的 一 个 同 题 以 通常 的 方法 求 得 它 的 解 向 量 , 则 对 倡 问题 的 解 向 量 可 以 通过 依次 取 松 弛 变 
重 而 得 到 , 把 零 值 分 配给 那些 在 最 后 基底 中 出 现 的 ， 并 给 每 一 个 其 他 的 以 相应 的 - 产 导 .这 里 对 
这 些 结果 不 加 证 明 而 是 使 用 我 们 前 面 的 例子 加 以 说 明 . 对 偶 忻 使 得 通过 解 点 与 B 二 个 问题 中 的 
- :个 而 得 到 西 者 的 解 成 为 可 能 . 
27 和 ”证 明 题 27.1 及 27,.3 为 对 侦 题 ,并 证 明 在 题 27.11 中 说 明 过 的 两 个 关系 . 
证 “里 包 售 了 少许 小 小 前 改变 .将 夯 27.1 与 A 相 配 , 我 们 以 对 zl - rz 的 极 小 化 来 代替 对 rz- 
< 的 极 太 化 ,于 是 向 量 "7 为 {1, -1) .约束 则 改写 为 
zl 一 2ra 闻 2， 一 TI 72 呈 -4 一 1 蓉 -3 


它 使 得 


于 是 对 问题 我 们 有 


1 一 3 1 
-| js[ 中 


一 23 一 好 
它们 是 题 27.3 的 约束 .y73 = 极 大 的 条 件 也 等 价 于 
3 一 瑟 ) = 23 二 42 十 333 二 银 小 . 
所 以 题 27 .3 与 也 也 是 匹配 的 , 两 个 问题 的 极 值 证 明 为 1, 它 证 明了 题 27.11 的 关系 1. 共 题 27.7 中 
的 最 后 的 单纯 形 阵 式 我 们 得 到 z7= (0,1) 与 宁 = | 十 ,0,0j ,而 从 题 27.9 的 计算 中 我 们 得 到 y 
[二 .0.9] 与 如 = (9,.D, 证 明了 关系 2 
27 13 “证明 题 27.2 与 27.10 是 对 侦 的 ， 
证 “上 旦 气 阵 4 及 向 量 放 与 题 27.12 的 相同 ,然而 ,我 们 现在 有 r =( -2 - 1) , 它 将 骨 27.2 与 疝 
题 4 丰 匹 配 ,将 题 27.10 与 问题 8 相 匹 配 ,是 27.8 最 后 的 阵 式 产生 z7 ={3,1) 及 = (0,1,1), 而 
同样 的 结果 来 自 题 27.10. 这 共同 的 cfz 的 极 小 与 yz 的 役 大 信 是 一? 
27.14 证 明 如 何 使 两 人 游戏 等 价 于 线性 规划 . 
证 “ 贱 今 由 正 数 ,组 成 的 付 清 矩阵 (pay off 算 阵 ) 是 


< 346 “ 


数值 分 析 





27 .15 





用 它 我 们 的 意思 是 当 游戏 者 及 选 了 该 息 阵 的 第 : 行 而 游戏 者 C( 独 立地 ) 选 了 工 列 , 接 下 来 只 就 要 
向 C 付 请 a; 这 个 量 .这 就 构成 了 游戏 的 一 局 问题 是 要 对 每 个 小 战 者 在 选择 行 或 列 时 确定 最 好 的 
策略 . 为 更 明确 起 见 , 令 C 选 这 一 个 列 的 概率 分 别 为 户 ， 训 , 疡 3:, 则 
Pi parpa20 昌 和 +as+ps= 1 

依 囊 于 只 对 行 的 选择 , C 规 在 有 下 面前 一 个 量 为 他 所 期 望 赢 的 . 

已 ; = 上 上 1 声 | 十 12 声 2 十 员 13 访 3， 

也 2 = 9a1 恩 | 二 己 22 户 2? 十 23 轧 3， 

了 3 一 如 31 户 | 十 下 有 2 四 2 十 立 引 3 
字 忆 为 这 二 个 数 中 最 小 的 一 个 .十 是 ,不 论 R 怎么 玩法 , 垃 将 有 希望 赢得 的 数 至 少 在 每 一 局 上 为 
P, 干 是 因此 他 问 自己 这 个 量 已 怎样 才能 极 大 化 .由 于 全 部 所 含 的 数 都 是 正 的 ,于 是 己 也 为 正 的 , 因 
而 我 们 通过 令 














了 1 二 


忌 1 如 
五 和 已， 


得 到 - .个 等 价 的 问题 ,并 将 下 = > -ra+ za 一 方 极 小 化 ， 
不 同 的 约 东 可 以 表示 为 工 1 守 2 了 3220 用 


企 11 光 1 十 下 12 开 2 十 次 13.73 





闵 1， 
a21YZ1 十 @222 + 有 23 了 1 之 |， 
GE311 十 G32 工 2 十 区 T3 营 上， 

这 就 是 我 们 取 c = 红 = (tl1,1,1) 对 偶 定 理 的 类 型 A& 问题. 
现在 以 只 的 观点 来 看 事物 .假设 他 选取 3 个 行 的 概率 分 别 为 gu g2， gd, 依赖 于 C 对 列 的 选 
择 , 他 有 下 面 基 中 的 一 个 作为 它 的 期 望 损 失 ， 
aieal + 3ze2l + 3a31 安 六， 
G1612 + g2622 + 93432 宝 包 ， 
Qi1a13 + 92a29 二 33233 去 加， 
其 中 虽 为 三 者 中 最 大 的 一 个 .于 是 ,不 论 C 怎么 玩法 ,及 将 会 有 在 每 -局 上 将 会 有 期 望 的 损失 不 
超过 马 . 据 此 ,他 问 怎样 才能 将 这 个 量 极 小 化 .由 于 和 >0, 我 们 令 





并 考 起 等 价 的 极 大 化 问题 


G=31+32+3 二 三 ， 
约 东 为 六 ,2 33 过 0 县 

3iatt + 32221 + 3683 安 |， 

31a12 二 ?2222 中 938 了 2 ss 1 

31213 + 32a33 十 33033 S 二 ， 
这 就 是 我 们 取 cr = 好 = (1,1,1 的 对 偶 定 理 的 茶 型 问题 .我 们 已 经 发 现 了 R 问题 与 C 问题 是 对 
偶 的 ,这 意味 着 极 大 值 已 与 极 小 值 已 将 是 相同 的 . 故 一 个 游戏 者 都 在 最 优 的 平均 寺 铺 上 - 致 . 它 同 
时 意味 着 对 二 个 游戏 者 的 最 佳 答 略 正好 可 以 通过 解 同 -- 个 对 偶 问 题 找到 , 我们 选择 只 的 问题 由 于 
它 避 免 了 引进 人 工 基底 . 
同样 的 论点 应 用 于 其 他 规模 的 付 清 符 阵 .此 外 ,所 有 ws 是正 的 这 个 要 求 可 以 方便 地 去 掉 , 上 由 了 
芳 oj 换 成 sy+a, 则 已 与 @@ 便 换 成 P+a 及 +a， 因此 改变 的 只 是 游 戏 的 值 而 不 是 它 的 最 佳 策 
略 .在 下 面 将 提供 例题 . 


对 具有 怎 阵 








必 

山 
rr 一 | 
瑚 一 必 
to 二 一 
安 一 总 





的 游戏 , 寻找 对 二 个 游戏 者 的 最 佳 策略 以 及 最 佳 付 清 . 
解 t 丁 我 们 代 之 以 在 约束 条 件 
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32 十 33 十 34 = 二 
371 十 233 二 35 二 1， 
23y1+ ?2 + y6= |. 


下 函数 -C= - 呈 2 一 好 的 极 小 化 ,所 有 % 包括 松弛 蛮 基 ys, %,y6 都 是 非 负 的 .由 于 原点 是 一 
个 极端 可 行 点 ,我 们 的 出 发 阵 式 为 











1 [1 0 1 1 1 D 人 





| 34 0 于 0 1 -UV2 六 


| 14 0 -二 1 0 12 -14 


名 1 172 1 172 有 0 0 172 





-去 0 34 0 0 -12 -14 


35 一 -一 一 一 一 
开 3 2/75 一 本 一 一 一 一 
5 -一 -一 一 一 





-6A5 和 0 0 -35 -145 一 275 


从 最 后 的 阵 式 我 们 推导 最 佳 付 清 , 或 游戏 的 值 ,是 二. R 的 最 优 策略 可 以 直接 地 通过 规范 解 21 


二 , 罗 = 半 ,= 得 到 , 福 率 9i,9z, 93 必须 与 这 些 成 比例 ,但 是 其 和 必须 为 1, 扣 此 


1 3 2 
1 6 人 一 和 93 一 和 


为 了 得 到 关于 CC 的 最 优 策略 我 们 注意 到 在 最 后 的 基底 中 没有 松弛 变量 ,于 是 将 - 力 放 到 ( 非 基 廊 ) 
松弛 变量 的 位 置 上 





3 工 


王 1 一 与 1 工 2 盖 5， 下 3 
规范 化 带 来 


了 袜 
训 二 6， ja = 二， 如 6 





假如 游戏 者 之 一 用 这 个 最 优 策 略 来 混合 他 的 选择 ， 平均 付 清 将 是 ， 为 使 游戏 公平 起 见 , 所 有 人 符 清 
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27 .16 


27 . 打 7 


27 .18 


27 .1$ 


27 .好 


27.21 


可 以 按 这 个 盖 来 减 公 ,或 者 和 可 以 在 每 局 结束 以 前 要 求 付 这 个 其 . 


对 具有 和 抢 阵 
i9 3 4 
4 
3 0 


的 孵 戏 , 对 每 个 游戏 者 找 出 最 优 策略 以 及 最 优 付 清 ， 
解 “ 鄙 注意 中 心 的 元 素 既 是 行 的 慑 大 也 是 列 的 极 小 , 它 也 是 行 的 极 天 中 最 小 的 ,也 是 列 的 极 小 


中 最 天 的 .这 样 的 一 个 鞍点 便 等 于 一 个 具有 纯 策 略 {pure strategies) 的 游戏 .单纯 形 直接 弛 出 这 个 使 
目 鞍 点 为 主 元 的 绪 果 出 发 的 阵 式 如 下 ， 


























基 诬 四 T1 名 袜 mm3 1 TS 1 
定 1 站 1 卫 于 避 避 
Ts 1 3 二 3 颂 1 册 
6 1 4 1 0 0 1 

有 [ 1 1 站 各 恬 
次 变换 就 足够 卫 ， 
亚 由 二 一 一 一 一 一 一 一 一 - 
也 
2 工 _ _ _ _ _ 一 
了 
革 
6 1 轴 加 
了 
_ 芋 - 工 上 _ 上 
二 2 2 二 1 


最 优 的 付 清 是 - 工 的 负 偶数 , 即 必 主 元 元 素 2. 寺 接 获得 对 R 的 最 优 策 咯 , 由 于 一 0, 22 志 ， 玉 
= 0, 我 们 规范 化 去 获得 纯 策略 
9 二 人 0， 42 一 |， 9g3 = 有 
只 有 第 二 行 应 一 喜 被 使 用 ,关于 ( 的 策略 通过 松弛 变量 得 到 ,由 于 ws 及 ne 在 最 后 的 基底 中 我 们 
有 2 = x3=0, 以 及 最 后 ra = -ks = 1/2. 规 范 化 ,我 们 获 另 外 的 纯 策略 
六 = 有 加 = |， 六 = 


补充 题 


作 -个 铀 未 说 明 同 时 满足 “ 面 约束 的 所 有 的 点 


站 扫 XI 0 雯 TI 十 2z2 立 4， 一 了 1 + 扫 |， 





1 二 Ya < 3， 
前 题 中 的 $ 个 锯 疝 行 点 是 什么 ? 在 娜 个 极端 可 行 点 上 下 = z1 一 273 取 它 的 极 小 值 尽 极 小 值 为 何 ? 
在 哪个 极端 可 行 点 上 这 个 函数 取 它 的 极 关 依 ? 
通过 应 用 单纯 形 方 法 在 题 27. 17 约束 的 眼 制 下 找 出 F = zi - 2xz 的 极 小 值 , 当 你 用 几何 方法 时 得 到 
的 值 是 否 相同 ?” 极 映 可 行 点 是 析 相 同 ? 
什么 是 题 27.19 的 对 侦 问 题 ” 证明, 通过 使 用 该 题 中 获得 的 最 后 单纯 形 阵 式 ， 得 到 对 偶 问 题 的 解 向 


量 yi= 柱 ,32= 号 90， 
通过 应 用 单纯 形 方法 在 题 27.17 约束 的 限制 下 求 FE= zi -2z3 的 最 大 值 .( 极 小 化 - 已 ) 用 见 何方 法 
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27 


.22 


27 .23 


27. 


27 


27 . 


27 . 


27. 


327 


27 


27 . 


寻 


上 


夺 


27 


23 


2 


池 1 


27.32 
27 ,区 


“349， 





你 得 到 的 蝴 果 是 天 相同? 
什么 是 题 2?.21 的 对 偶 问 题 ” 从 该 题 的 最 后 单纯 形 阵 式 中 得 到 它 的 解 . 
直接 出 单纯 形 方法 解 是 27.19 的 对 偶 癌 题 ,使 采 一 个 外 如 的 变量 于 一 个 人 工 基底 , 约束 该 该 作 
31 3 一 3 委 十 吕 4 = 1， 
231 一 3 一 3 +3536 二 一 2 
以 只 与 六 为 松弛 变 重 . 林 = 4 + 因 +333 为 要 极 小 化 的 函数 , 由 最 后 的 阵 式 重新 找到 对 个 问题 的 
解 及 是 27.19 它 本 身 的 解 . 
极 小 攻 天 =2zi+ra, 在 约束 
3zrl+ ra23，4r1+3r3 了 区 I++272 六 
的 限制 下 所 有 zx, 基 非 负 的 (得 到 的 解 为 v1= 375, ra 673). 
几何 池 说 明 关 于 一 个 在 题 27.17 约 东 限制 下 下 = xi - xs 的 极 小 有 无 穷 多 个 解 点 .它们 在 何 处 ?证 
明 单 纯 形 方法 直接 地 产生 一 个 极端 解 点 ,而 它 还 产生 另外 的 , 由 如 作 了 最后 的 -个 va 与 wm 的 交换 ， 
即使 要 应 的 产 俏 为 罕 . 解 点 的 集合 是 连结 这 些 极 端点 的 线段 ， 
在 约束 
2z1+2r TI 之， 了 十 z4 芝 ]， 
2ri1+Yz +2r3 委 44， Ta+xa 二 一 3 


的 限制 下 极 小 化 上 = r,+ xu 所 有 zi 为 非 负 的 .( 极 小 依 为 零 ,在 多 千 一 个 的 可 行 点 十 出现.) 


对 游戏 
< 


使 用 单纯 形 方法 寻找 最 优 策略 及 付 清 - | 仁 清 是 2.5, 只 的 策略 是 (172, 1/2)? 而 对 C 来 说 是 


上 3 
民 


解 具有 托 降 
的 游戏 , 证 明 最 优 付 消 为 芭 , 对 R 的 最 佳 策略 为 | 总 ,六 ,十 | .而 对 C 的 是 相同 的 ， 
由 单纯 形 方法 解 下 面 的 游戏 


-2 3 -2 3 
对 下 面 的 巩 数 求 航 小 - 概 大 一 次 密 项 式 .什么 是 极 小 - 极 大 误差 以 及 它 在 何 处 达到 ”? 











求 关于 


(zr)] = 1 
了 1+(4.1163z)2 


的 极 小 一 极 大 二 次 客 项 式 以 及 棚 小 - 极 大 误 关 以 及 达到 它 的 自 变量 - 
对 前 题 的 画 数 寻 找 一 个 三 次 道 近 , 它 的 铁 果 是 什么 ? 又 特 样 从 前 题 的 铺 果 来 预报 它 ”? 
在 约 东 





T = 00.01)1 


TI+sI+3r3+4 SS 
工 1 + .1 一 4 安定 


以 及 所 有 22 的 限制 下 极 小 长 了 1 一 灾 3 十 也 工 3 


:330 
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27 .34 
327 .35 


327 ,3 妈 


27 .37 


解 前 题 的 对 偶 千 题 . 
在 约 训 

TS2，TI+T2 之 6， zt+2r 扫 各 
的 限制 下 及 所 有 习 疡 0 棚 小 化 2xl + zz, 处 理 4 =0,3,6,9.t2 的 情况 . 
利用 线性 规划 在 下 面 的 游 惑 中 寻找 对 两 个 部 戏 者 部 是 最 优 的 策略 . 


站 “] 


『3 !] 
L2 3 


作为 线性 规划 素 解 具有 付 请 窍 阵 为 


的 游戏 . 


第 二 十 八 章 ”和 赵 定 方 各 组 


问题 的 性 质 


一 个 超 定 线性 方程 组 其 形 起 为 
克 工 二 五 ， 
第 阵 4 的 行 比 列 多 .正常 情况 不 存在 解 向 基 , 因而 像 这 样 写 出 的 方程 是 没有 意义 的 .这 个 方程 
组 也 称 为 不 相 容 的 .在 实验 或 计算 工作 中 , 当 在 精度 可 达到 的 情况 下 产生 的 结果 比 所 需要 的 更 
多 时 超 定 方程 组 会 出 现 .在 某 种 意义 上 说 ,一 堆 不 精确 的 ,冲突 的 信息 变 成 从 完美 的 结果 的 笠 
代 物 ,而 人 们 希望 以 其 种 方式 从 矛盾 中 尽力 获取 对 精确 结果 的 一 个 好 的 台 近 ， 


两 种 处 理 方法 


这 两 种 主要 方法 包含 残余 向 量 
及 = 点 zx 一 瑟 ， 
由 于 R 通常 不 会 化 为 零 向 量 , 努力 以 这 样 一 种 方式 选取 x 使 得 R "在 某 种 意义 下 被 极 小 化 . 
1. 一 个 超 定 方程 组 的 最 小 二 生 解 是 指向 量 r, 它 使 残余 向 量 的 各 分 量 的 平方 和 为 极 小 . 


以 向 量 的 语言 我 们 要 
RRIR = 极 小 . 
对 于 六 个 方程 个 未 知 量 , 具有 癌 > 屿 在 第 21 章 中 用 过 的 那 一 类 的 讨论 可 引 
出 法 方程 


《al， QZ1 十 十 【al1y ay 二 《al1， 尼 )， 


(as ai)zl+…+T(anyan)zn = 【any 上) ， 
它 决定 zx 的 分 基 . 这 里 
《ap Qi 三 BLQT 十 十 癌 m 抽 本 
是 4 的 二 个 列 向 量 的 标量 积 . 
2、Chebyshey 或 极 小 化 极 大 解 是 指向 量 z, 它 使 残余 向 量 绝对 值 最 大 的 分 量 为 极 小 . 也 就 
是 说 , 我 们 党 试 极 小 化 


y 一 maxfl ri mw，| ro 的 
其 中 * 为 民 的 分 基 , 当 z=3, zz=2 时 它 转变 成 一 组 约束 含有 要 加 以 极 小 化 的 ~， 
azl+aazz 一 Er 一 lzZ1I 一 和 iT2 二 安 r， 
aalX1+ az Br 一 ar 42X2 二 吉安 六 
ayl +eszz 一 相生 rr 一 63IXI 一 G322 二 3 生子， 


这 容易 转化 成 一 个 线性 规划 问题 ,类 似 的 线性 规划 解 mm 和 *” 为 任意 的 情况 ， 


题 解 
最 小 二 乘 解 
28.1 导出 法 方程 用 于 寻求 超 定 线性 方程 组 的 最 小 二 乘 解 ， 





+ 序 注 :原文 为 了 - 


“39。 


数值 分 析 





28 .2 





解 E5 今 已 知 方程 组 为 
GTTT+ GZz 二 起 1 
ai 十 @22Y2 二 上 2， 
aa3tE1 YT G3273 二 目 3， 
它 只 包含 了 二 个 未 知 量 而 且 只 是 轻微 超 定 ， 但 是 其 细节 对 更 大 的 方程 组 是 几 平一 样 的 .正常 情况 我 
们 不 可 能 满足 我 们 方程 组 中 所 有 的 三 个 方 径 ,这 个 问题 就 像 它 现在 的 这 个 样子 很 可 能 没有 解 的 . 提 
此 ,我 们 将 它 改 写 为 
ET 二 zz 一 下 二， 
k21X1 十 妈 2282 一 有 二 2， 
如 41 十 QT2z 一 而 3 二 73， 
其 中 星 ri ra r3 称 为 残 量 , 并 且 寻 找 数 工 1， 工 2 恒 zt + rr 十 六 为 极 小 .因为 
十 六 + 闻 = (af 十 Ga3l 十 cr +(a 和 + 和 十 和) 
+ 2(allalz + Ga21G22 一 吕 提 刀 了 2) 172 
一 《11 十 Ga2182 十 生疏 和 3) 工 1 
-2(aiyBl + azz62 十 a2B3)za + (6b 十 本 十 站 
念 它 对 xi 及 rs 的 导数 为 零 得 出 的 结果 为 一 对 法 方程 


(aiyaljzrl+falye2)rz 一 【aiy 囊 )， 





(aaaiTi 二 【azy tt2)2 三 《aa， 右 ) ， 
擅 式 中 的 圆 括 弧 表示 


四 z 2 
(ayaly = 十 全 2 十 和 3t， 





《aiyea2)》 一 在 1 人 让 十 生生 全 了 十 外 31 有 32 
等 等 , 这 些 是 原 方 程 中 各 列 系数 之 间 的 标量 积 . 对 六 个 方程 个 未 知 量 { 关 > ma) 的 一 般 问 题 


在 11 了 1 十 二 在 1mza 一 六 1， 





21 开 | 十 十 QQ2aTm 一 几 2， 


全 mr 了 1 十 十 全 mm 二 Dr . 
一 个 几乎 完全 一 样 的 讨论 引出 法 方程 
(aty alt)zri+fata2)raz 二 十 falyanjaa 二 【ty 白 让 


(aayal)zrlr+ (easya2lz2 十 二 (aayaus)z 一 【Gy 


(aaari+(asyga)T2T 《Qnrar)2n 一 【any 吉 )， 
这 是 一 个 对 称 .正定 方 絮 组 . 

闫 时 值得 注意 的 是 跟前 的 这 个 问题 又 一 次 地 与 题 21.7 政 21.8 中 前 一 般 最 小 二 乘 近似 模型 相 
符合 .刚才 所 得 到 的 结果 作为 一 个 特例 世上 能 得 到 , 其 中 向 其 空间 所 由 和 祝 维 向 基 所 组 成 ,例如 , 皇 阵 
上 a 的 列 向 量 (我 们 用 ai ,az，… ea 来 表示 ) 以 及 数 六 的 列 { 我 们 用 ， 来 袁 示 ). 子 空间 S 就 是 定 阵 从 
的 域 {range), 也 就 是 指向 者 Az 的 集合 ,我 们 在 S 中 要 找 一 个 向 量 训 , 它 极 小 化 

| 入 -二 2 = 人 Ar 一 在 外 ?= > 
而 这 个 向 量 是 ， 在 S 上 的 正 交 投 影 , 由 ( 产 - at) 一 0 所 决定 , 其 中 mw 是 关于 呈 的 某 个 基底 .将 这 个 
基底 选 成 = ,=1,… 和 va, 我们 有 通常 的 表达 式 记 = zat+ +xaas( 记 导 与 我 们 - - 般 模 型 的 稍 
有 不 同 ), 代 入 后 便 可 出 法 方程 . 





找 出 方程 组 
了 1 一 了 2 二 了 
zi + 工 2 = 和 
221 + 2 二 攻 . 
的 最 小 二 乘 解 . 


解 HE8 形 苞 所 需要 的 标量 积 ,我 们 但 到 法 方程 


第 二 十 信 章 ，” 超 定 方 袜 给 
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6zil +2xy = 22，2xi+3zy= 10， 


由 此 得 xj= 绎 及 za= 总 .对 应 于 这 个 zi 及 x3 的 残 量 为 mi = 卫 ,o 一 立 ,及 思 = - 半 , 而 它们 的 


平方 和 为 .因此 标准 差 为 p= ,/ 守 .这 比 作 其 他 选择 的 ri 及 zs 都 要 小 
假设 在 题 28.2 已 经 是 超 定 的 方程 组 二 再 加 于 三 个 方程 
1 十 272 三 了， 
271 一 Xa 二 5， 
Ti 一 273 二 了 
找 出 这 个 5 个 方程 的 方程 组 的 最 小 二 乘 解 . 
解 ”8 仍然 形成 标量 积 我 们 得 到 法 方程 12zi = 38, 12x3 = 9 解 之 得 zj 二 xz)= 


5 -1 -141.8,7 及 -4, 折 有 的 都 要 除 以 12. 标准 佐 为 5= /23 

在 大 方程 组 的 情况 下 , 法 方程 组 可 以 如 何 去 解 ? 

解 “E 由 于 法 方程 组 为 对 称 正 定 的 .有 几 了 种 方法 完成 得 非常 好 .可 以 应 用 Gauss 消去 法 ,如果 它 的 
主 元 是 通过 递减 主 对 角 元 来 选取 , 则 它 能 保持 对 称 性 直到 最 后 .因而 可 省 去 几乎 一 半 的 计算 量 . 


Chebyshev 解 


28.5 


28 .站 


简明 超 定 线性 方程 组 的 Chebyshev 解 如 何 能 通过 线性 规划 方法 求 得 ， 

解 《本 我 们 再 次 处 理 题 28.1 的 小 方程 组 , 对 于 大 的 方 稳 组 其 纲 节 几乎 完全 一 样 , 令 > 为 诸 残 量 
之 绝对 值 中 最 天 者 , 故 有 | 站 | 过 r，| ri 委 r 1r3j 委 > 这 意味 着 "Sr 一 瓦 裤 六 对 王政 六 的 要求 
相同 .可 顾 残 量 的 定义 我 们 现在 有 6 个 不 等 式 ; 


QT1 十 人 ZI 一 二 Sr 一 ITT 一 和 222 总 1 窑 





Ga 了 1 十 有 43 一 站 sr， 一 G1 工 | 一品 22 了 2 十 五 妇 r， 
a31TL 十 G32E2 一 3S 了 7， 一 23TTI 一 Q32T2 十 五 3 穴 和， 
慨 如 我 们 还 很 设 xl 及 > 六 人 须 为 非 负 的 ,并 记 住 Chebyshev 解 是 定义 为 选择 ri, rz 使 > 极 小 , 于 是 
我 们 显然 者 一 个 线性 规划 何 题 ,为 方便 起 见 将 它 稍 加 改变 .以 通 除 并 令 ziyr= yiyzsgr=ylrr 
= :约束 就 变 成 了 
al31 + aa232 一 站 3 天 1， -ed -aa2 十 33 宏 ]， 
Ca131 十 G2292 一 233 实 : 1， 一 02131 一 G22 刀 十 33 天 直 
as131 十 0 人 32 一 芭 33 S |， ~ aa31- 232 和 2 十 本 93 安 | 
因而 我 们 必须 极 大 化 力 . 或 者 , 同 -… 件 事 ,使 下 = - y3 一 极 小 .线性 规划 问题 可 以 直接 地 由 原来 的 赫 
定 方程 组 形成 .推广 到 大 的 方程 组 几乎 是 显然 的 事 . zi 为 正 的 这 一 茶 件 在 实践 中 是 常常 满足 的 , 这 些 
数 表 示 长 度 或 其 他 的 物理 度量 .如 果 不 能 被 满足 , 那么 可 以 仔 一 个 平移 = = zi + tc 或 是 可 以 将 线 生 
规划 算法 加 以 修改 ， 
应 用 线性 规划 方法 求 题 28.2 中 方程 组 前 Chebyshev 解 . 


解 “本 在 每 个 约束 上 加 一 个 松弛 变量 , 我 们 有 


31 一 32 一 2393 十 34 = 1 
裤 十 3 十 生 33 + 395 = | 
231 + 32 一 有 93 十 36 = 二， 
一 31 十 2 十 了 33 站 35 二 1， 
31 一 3 十 43 TY 3 = 1， 
-231 一 和 2 二 Bys + 9 = 工 . 


加 上 下 = - 罗 要 被 极 小 化 以 及 所 有 % 为 非 负 的 ， 出 发 降 式 以 及 按 单纯 形 算法 所 作 的 二 次 交换 如 图 
28.1 所 示 . 对 应 于 松弛 变量 的 6 列 被 省 跷 ， 因为 它们 事实 上 并 不 包含 关键 性 信息 .从 最 后 的 阵 式 我 们 


_- IT 了 ， 
得 到 ， -10 及 只 = 凡 -3. 这 穗 得 r=1/ys= 二 以 及 xi 3 ,zs=1. 开 个 我 量 为 3 3 3 大 
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数值 分 棉 









熟悉 的 Chebysbey 的 等 误差 大 小 性 质 叉 一 次 出 现 ， 










za 1 1 -1 一 :2 3 

个 1 1 1 一 入 

zs 1 2 1 一 疾 

他 T 一 1 2 2 一 上 

T 1 一 1 一 1 二 2 站 一 上 

人 m 人 
0 昌 0 1 





t 一 和 0 
0 (二 0 
2 站 0 0 
字 0 0 0 
1 和 0 一 上 0 
友 3 0 一 1 








图 28.1 


应 用 线性 规划 方法 求 题 28.3 中 超 定 方程 组 的 Chebyshev 解 . 

解 时 6 个 附 其 的 的 东 带 来 外 如 的 6 个 松弛 变量 yp 3215: 细节 与 题 28.6 的 十 分 奖 似 , 在 图 
28.2 中 再 次 略 去 松弛 变量 列 , 它 概 插 了 单纯 形 算法 的 3 次 交换 .在 最 后 一 次 交换 后 我 们 得 到 y = 
入 ,=1,= 寺 .于 是 r= 本 与 zi 旭 ,za= 二 .6 个 残 量 为 2.0,- 3,3,3 及 -1 所 有 的 者 要 除 以 
4. 再 次 有 3 个 残 量 等 于 极 小 化 根 大 残 量 r, 现 在 其 余 的 是 更 小 的 .在 一 般 问 题 中 +1 个 等 玖 重 , 其 
佘 的 是 更 小 的 ,与 Chebyshev 解 一 致 , n 是 未 知 景 的 个 数 . 

将 最 小 工 磁 解 与 Chebyshev 解 的 残 量 进行 比较 . 

解 “上 对 一 个 数 zi, …, xs 的 任意 集合 , 令 ir le 表 绝对 值 最 大 的 残 量 . 则 字 + ……+ 吃 拉 
普 1r| 因而 标准 差 肯 定 不 超过 | r|、 .但 是 最 小 二 药 角 是 所 有 中 最 小 的 标准 营 ， 形 而 , 以 p 表 这 个 
误差 , 5 去 | r| nx: 特别 当 了 为 Chehyshev 解 时 这 不 等 式 成 立 , 左 这 种 情况 下 | r| 就 是 我 们 曾经 称 之 
为 了 的 那个 .但 是 Chebyshev 解 也 有 它 的 最 大 误差 为 最 小 的 性 质 ,所 以 假如 | pw 表示 最 小 二 乘 解 的 
绝对 值 最 大 的 残 量 , 风 runs|plau- 将 这 二 个 不 等 式 合 在 一 起 ， 5 有 > 守 |plao 于 是 我 们 有 


Chebyshev 误差 两 侧 都 有 界 .由 于 最 小 二 匠 解 常常 容易 被 挑 到 ， 这 最 后 的 结果 可 以 用 来 琪 定 是 否 值得 
继续 往 下 进行 ,来 得 到 ,出 Chehyshev 解 所 避 米 的 最 大 残 基 的 进一步 减少 ， 


应 用 上 题 于 28.2 的 方程 组 
解 “t 我 们 已 经 得 到 6- 三 ,-= 到 及 !p| wu= 3/7 这 确 如 题 28.8 所 提示 的 , 它们 正 是 稳定 地 
霄 吉 的 .最小 二 汇 残 量 之 一 为 其 他 的 3 倍 大 ,这 桌 家 已 经 推荐 了 对 Chebyshev 解 的 导 查 ， 





1.1 应 用 题 28.8 于 题 28.3 的 方程 组 . 


解 ”g 生 我们 已 经 得 到 p= | ,-= 访 矿 lolw- 11 ,这 种 布局 确实 支持 了 对 Chehyshev 解 的 寻 
查 . 


第 一 十 人 章 超 定 方程 组 


"353 
















二 四 加 车 Na 和 四 本 和 am Im pl 一 和 ar 一 和 


ko= 


人 





各 四 lu 权 一 和 加 四 车 TIW 丽 呈 届 一 本 


已 
忆 
所 
P 
上 
另 | 一 
和 | 一 
加 上 
这 











上 人 一 0 和 0 人 0 0 
0 0 1 0 0 人 
2 0 站 2 0 0 0 
呈 有 0 1 3 0 0 有 
0 一 0 1 四 0 0 
0 1 4 0 0 1 
0 1 1 0 1 0 
呈 0 时 1 0 0 
和 0 一 了 4 0 0 0 
和 0 一 0 2 0 0 0 
2 0 由 0 2 0 f 0 
和 0 0 0 0 必 


一 0 0 一 和 和 0 0 
图 28,.2 
补充 题 
对 方程 组 
立 1 一 工 2 = 一 12z1 一 了 > 一 2， 
X1TTX2 = 溃 ， 2 十 : 二 14. 


求 最 小 二 乘 解 .计算 这 解 的 标准 差 . 
对 题 28.11 中 求 得 的 解 比较 1p mx 与 e. 
寻找 题 28.11 中 方程 组 的 Chebyshev 解 并 比较 它 的 r 值 与 p 及 1p|mx， 
对 方程 组 
工 1 二 节 2 一 部 3 二 3， ri 二 2ra-2r3 一 二 ， 

2r1- Sr 二 一 4 4z1 z2 一 I3 二 0. 
导 找 最 小 二 飞 解 及 Chebyshev 解 ， 
假设 ,已 知 -1 径 : 寻找 下 面 方 程 组 的 Chehyshev 解 .通过 首先 令 z*; = 一 + 工 ， 它 哥 证 了 0 所 sj 同时 求 
最 小 二 坪 解 . 


2x1 一 2 十 工 3 十 也 


1 
如 


1 一 2xz1 一 2ra +3x3 十 324 一 
下 上 十 宇和 十 2 工 3 十 中 一 一 这 1 一 3T3 一 3 工 3 十 工 4 = 3 


xz1 -3r7 Tz3 十 224 二 之 2z1 +4xr2 + +Sr= 0 
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28. 
28. 


38. 


妈 . 


28 . 


扣 . 
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1 


17 
1 全 


1 


20 


21 


22 


23 


寻找 方程 组 
1 二 心 ， 1+ zz 二 一 虐 ， 
.2 三， Dirli+0lrz=0.1. 
的 最 小 二 乘 角 . 标准 差 是 什么 ? 
寻找 题 28.16 中 方程 组 的 Chebyshev 解 . 
测量 所 得 的 4 个 高 度 xi,xayzsird4 连 同 高 度 的 5 个 关 一 起 , 如 下 所 示 . 寻 找 最 小 二 乘 解 . 
工 | 二 47， Ta = 之 .01， 4 .98， 4 = 自 .43， 
TI 一 Ta= 1.42，z-dx3= 1.%2，x1-4 = 3.06， 
Ta- 3 二 0.44，Ta-4= 1.53， 0 一 了 4 = 于 20. 
-- 个 最 x 被 测量 了 N 次 ,其 结果 是 sl az,…,aN, 以 最 小 二 乘法 解 超 定 方程 组 
六 二 人 1 一 2 
佬 么 z 值 会 出 现 ? 
测 攻 二 个 量 z* 及 ”连同 它们 的 车 z-y 以 及 和 光 + y， 
工 二 上 点， YY = 有 卫 ， -yy= TY?y= 卫 . 
以 最 小 二 乘法 解 超 定 方程 组 ， 
三 角形 的 二 个 角 测 得 为 4&,A,A3. 若 以 xi,ray za 表示 准确 值 ,我 们 被 引 圣 超 是 方程 组 
TRT 二 总 ，K-EI-AXa= 内 3 


以 最 小 二 乘法 解 它 ， 


直角 三 角形 的 两 条 边 测 坦 为 A 与 B 而 八 边 为 C. 令 工 4,L: 及 旦 表示 精 形 值 ,并 令 z1= 工 it za= 了 2 


考虑 赵 定 方程 蛆 

一 由 2， 有， 十 了 一 >， 
并 得 到 ri 与 z; 的 最 小 二 乘 估计 值 ,从 它们 来 估计 工 1, 上 >, 玉 五 ， 
证 明 Ax = 的 最 小 二 乘 解 的 法 方程 等 价 二 47Ar= 入 由 ”， 





+ 译注 :原文 为 4&TA 一 各 芋 . 


第 二 十 九 章 按 值 问题 


问题 的 性 质 


这 是 一 个 流行 很 广 很 党 的 课题 , 它 的 变化 和 算法 可 以 写 几 本 书 . 本 章 仅 提供 许多 已 实现 的 
想法 的 实例 . 这 就 意味 着 难免 不 及 的 范围 较 小 ,但 忽略 它 却 是 完全 不 可 取 的 . 

边 值 问题 是 对 区 域 尺 内 的 微分 方程 或 方程 组 求解 ,这 些 解 在 只 的 边界 上 满足 附加 条 件 . 
实际 应 用 产生 了 大 其 这 类 问题 .多 典 的 常 微 分 方程 两 点 边 值 问题 包括 一 个 二 阶 方程 ,一 个 初始 
条 件 和 一 个 终 或 荣 件 

六 = Fazyy yal)=A，3Ca) = 旦 . 
这 时 的 区 域 只 是 区 间 (a,p), 边界 有 两 点 组 成 .典型 的 偏 微 分 方程 问题 是 Dirichler 问题 , 要求 
Laplace 方程 
U， + LUw = 
在 xy 平面 的 区 域 民 内 部 成 立 . 在 玉 的 边界 U(z,y) 取 指定 值 .这 两 个 例子 给 出 了 两 类 重要 的 
边 值 问题 . 


题解 
1., 舌 加 原理 对 线性 问题 很 有 用 .例如 求解 ， 
=dfz)y， 3a)=A4， 3y(5) = 了 
我 们 可 以 用 第 十 九 章 的 办 法 . 解 两 个 初 值 问题 
31 = Cr)yl 31a)=1 on = 
72 = @z)y2， 32fa) = 0， 32t 坟 ) = 1， 


然后 就 右 
3(z) = Awi() 二 了 392) 
2. 当 问题 是 线性 时 , 用 矩阵 问题 来 代替 也 是 一 种 选择 . 例如 用 二 阶 差 商 代替 yY (zi) 把 方 
程 交 =gftzyy 训 换 成 差分 方程 
只- 一 (2 = 

要 求 它 对 下 =1,…,7 相应 的 自 变量 zi, …，, xy 成 立 , 加 上 yo=A 和 := 于 .我 们 就 
有 了 2” 阶 线性 方程 组 .因此 得 到 在 列 出 的 自 变量 处 y 前 近似 值 . 

同 祥 , Lapblaee 方程 Us t+ CU = 变换 成 差分 方程 


LU (Czyy) = EU(z 一 A++ LU 十 页 ,) 二 TFTCzrsy 一 丰 ) 十 Ufzr,y + 只)]， 


它 使 得 每 个 值 是 在 正方 形 阅 格 区 域 的 点 rw = z0+ ?mi 和 二 306+m8 的 四 个 相 邻 结 点 
上 的 平均 .对 每 一 个 内 部 网 格 结 点 写 出 这 个 方程 就 得 N 阶 线性 方程 组 ,其 中 六 是 内 
部 网 格 结 点 的 个 数 .这 种 想法 适用 其 他 方程 , 带 有 曲 边 边 界 的 区 域 和 高 礁 问题 , 在 相当 
宽 的 情形 下 , 能 证 明 对 于 精确 解 的 收 伍 性 . 
经 典 的 扩散 方程 问题 
T = Te TO 一 Tt =0， TIz:0 = zh 
有 限 差 分 方法 也 适用 于 它 , 这 个 方程 在 平 无 限 长 条 区 域 0 委 rz 守 1,0 扫 上 内 部 成 立 . 在 长 
条 的 过 界 上 给 定 工 . 它 有 著名 的 Fourier 级 数 解 .但 有 限 差 分 方法 对 各 种 改进 很 有 用 
处 ,用 简单 的 善 商 代 蔡 导 数 , 上 面 的 方程 就 变 成 
Tri = AT ia 二 人] 一 2)Tnin 直 风 Taslns 
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其 中 zw = zt= 下 和 =/i .于 是 拒 形 网 格 点 集合 代替 了 长 菜 区 域 ,所 给 形式 的 
差分 方程 可 以 从 前 一 时 间 步 的 了 值 直接 计算 每 -个 了 值 , 用 所 给 的 初 值 F( zw) 启动 
这 一 过 程 ,适当 选取 玉 和 有 R ,它们 趋 于 零 . 则 方法 收 部 于 真 解 . 但 是 对 于 小 的 友 计算 量 
很 类 .因此 为 了 减少 工作 基 已 提出 了 很 多 改进 的 方法 . 


, 花园 浇 水 法 (garden hose method), 对 经 典 的 两 点 边 值 问 题 提 供 了 一 种 直观 的 近似 .我 


们 先 解 初 值 问题 : 

多 = Frzyy oae)=A，2?(al= M， 
M 可 以 有 上 几 种 选择 ,所 得 到 的 最 终 值 将 依赖 于 M 的 选择 , 称 它 为 F(M), 于 是 我 们 想 
要 的 就 是 FUM) = 昌 . 这 一 问题 类 似 于 第 二 十 五 章 中 的 求 殷 问 题 , 因此 能 用 类 似 的 方 
法 解决 . 求 出 对 叶 的 逐次 逼近 ,每 一 个 值 都 得 到 一 个 新 的 初 值 问题 , 如 同 求 根 , 有 好 几 
种 方法 来 选择 对 M 的 校正 , 包括 牛 疾 型 方法 
RMU -了 吾 


Ma = MI 一 FFOMI) 


, 蛮 分 法 建立 某 些 边 值 问 题 和 优化 问题 的 等 价 性 .为 了 求 函 数 y(z) 满 足 y(a)= 和 和? 


《5)= 吾 并 使 
frezsyonaz 
取 到 最 小 值 (或 最 大 值 ), 我 们 可 以 解 Euler 方 程 
P = 芋 Py 
并 满足 相同 的 边界 条 件 ,还 有 其 他 直接 方法 , 例如 Ritz 方法 ， 使 积分 极 小 化 ,因此 它 可 
以 认为 是 求解 Euler 方程 并 且 满 足 边界 条 件 的 方法 ， 
对 于 Laplare 方程 相应 的 极 小 化 问题 是 


0U2 + UL2)dzady = inin， 


其 中 二 重 积分 取 在 边 值 问题 的 区 域 R 上 . 
对 于 Poisson 方程 U + Uw= 下 ,相应 的 优化 问题 是 


TH ye you -mm 


. 有 限 元 方法 是 优化 问题 直接 解法 的 有 效 方法 .把 区 域 R 细 分 成 基本 小 片 (对 二 维 的 民 


是 三 角形 ,正方 形 等 等 ), 解 元 素 和 每 一 个 小 片区 域 相 结合 ,例如 关于 一 组 基本 三 角形 ， 
我 们 选取 一 组 平面 三 角形 元 素 共同 形成 连续 的 表面 .这 些 元 素 的 各 个 角 点 之 纵 坐 标 成 
为 怖 化 的 独立 变量 , 使 关于 这 些 变量 的 偏 导 数 等 于 零 , 然后 再 解 出 所 得 到 的 方程 组 . 


, 无 穷 级 数 为 许多 经 典 问题 提供 了 解 .它们 是 琶 加 原理 的 发 展 .重要 的 有 Fourier 级 数 及 


其 各 种 推广 ， 
题 和 解 
线性 常 微分 方程 
29.1 求解 二 阶 方程 
EL) = YY(z) 一 zy ze@z)y(zr) 一 天 ( 汪 ] 
并 满足 二 个 边界 条 件 


cil3(G) 十 ca3(D) 二 Ca (Ca 二 ca (5) = 生 ， 
cai3(a) + c223( 可 ) 十 casy (ay + ca (Bi = 呈 ， 


解 “ 贬 对 于 线性 方程 , 我 们 可 以 用 使 加 原理 , 这 一 点 已 用 于 解析 方法 求解 的 基本 例子 里 , 假设 对 


第 二 十 九 章 边 值 问题 


:3 和 9 ， 





上 述 方程 不 能 求 出 基本 解 ,就 能 用 前 几 章 的 数值 方法 (RungcKurta 方法 , Adarms 方法 等 等 } 来 计算 以 
下 三 个 官 值 问 题 (4e 委 xz 和 电 的 近似 解 
工 (31) = 0， 工 (3y2) = Th 开 (Y 一 拟人) 
34fa) 一 |， yt = D， Ye) = 由 
2 = 0 了 一 |， Y fa) = 0 
于 是 登 加 可 得 所 要 求 的 解 是 
yz) = CCz)+ Cayaktz) + 了 ， 
为 了 满足 边界 条 件 , Ci 和 Ca 可 由 以 下 方程 组 确定 ， 
[ec + et) +o3a05]C+ [cnat+cuyafbo+ cy200)Ca2 
= 站 -et() 一 4 了》， 
[ea + c2ayif6) + cadyaf 扣 )]CT+ [ea2a 十 eaay2f 百 ) 二 cady2[ 瑟 门人 2 
= 旦 -coy(D) -caY fb) 
我 们 美 于 初 值 问 题 的 算法 以 这 种 方式 解 出 了 线性 这 值 问题 . 这 种 方法 容易 推广 到 高 阶 方程 和 线性 方 
程 组 .我们 假定 问题 有 疏 一 解 ,而且 能 求 出 具有 适当 精度 的 y; 和 yz. 于 是 葡 定 Ci, C; 等 的 方程 组 也 
有 椎 一 解 . 
说 明 如 何 遂 过 化 为 线性 代数 方程 组 来 近似 求解 线性 边 值 问 题 ， 
解 。 选 取 等 下 间隔 的 自 变量 xz = a 1 讯 , 而 且 ro=ayzNrl= .现在 我 们 企图 确定 相应 的 值 % 
= Yo)Y(z) 用 以 下 近 俱 代 赫 


_ 一 2 站 十 加 
了 人 世 本 1 


Y (zi) 由 下 式 近 介 


各 4+1 二 史 -1 


? (0 溯 让 
是 29.1 中 的 微分 方程 L(y) = r( 工 ) 稍 作 履 理 即 成 为 
1 一 二 徊 jy 1 十 【- 立 十 再 2g 区 十 人 十 于 雹 ja 一 亚 2m 


加 果 我 们 要 求 它 在 所 有 的 内 点 j = 1,…, N 都 成 立 ,那么 就 得 到 N 个 未 知 量 y:，…,yN 的 只 个 线性 方 
程 , 假设 两 边 值 规定 为 加 = 3y(a) 二 入 ,w+1 区 有 = 日 . 在 这 种 情形 下 , 线性 方程 组 取 以 下 形式 : 


站 yl 十 132 = ai 丽 ， 








aa2y1 十 月 和 十 7233 下 22 


30 十 1433 十 524 一 六 2r3， 


ay 1 十 用 po 三 具 27N 一 四. 


其 中 w=1- 方 ii， 届 = 一 2 十 瑟 2@i， 六 =1+ 二 和 ) 

这 个 方程 组 的 带 状 矩阵 是 对 微分 方才 边 俏 癌 题 离 散 化 后 得 的 线性 代数 方程 组 的 特征 . 只 有 三 条 对 角 
线 元 表 非 零 .这 样 的 矩阵 比 其 他 的 不 如 此 稀世 的 矩 竹 要 容易 处 理 , 若 用 Gauss 消去 法 , 因为 主 元 转化 
成 主 对 角 线 , 所 以 带 的 性 态 不 会 丰 环 . 可 以 用 这 个 事实 来 简化 计算 . Gauss-Seidel 选 代 算法 也 有 效 . 候 
定 出 疯 题 29.1 中 的 更 一 般 的 边界 条 件 , 也 能 进行 处 理 ,多 半 是 用 


v 1 
贱 (np) 一 丰 拉 





， 3 一 区 0 
AR 
色 【ay 下 


这 就 得 到 了 N +2 个 未 知 量 yo2w+i 的 N+2 个 方程 的 方程 组 ， 
在 这 -- 章 以 及 前 面 问题 中 我 们 已 对 同一 自 标 进行 了 可 能 的 道 近 . 在 这 两 种 情形 给 出 的 是 数 % 
的 一 个 有 限 集 . 如 果 这 两 种 方法 用 较 小 的 上 重复 使 用 .那么 所 得 到 的 较 大 的 输出 有 希望 更 精确 地 代 
表 真 解 .这 就 是 收效 性 丫 题 . 
证 明 对 特殊 情形 
TO 0=0 XUD=1 
题 29.2 中 的 方法 是 收敛 的 ， 


.360 ， 


灶 值 分 析 





证 红 李 精 确 解 是 y(ry= (stnritfsinly .近似 差 他 方程 是 





入 -1 【一 了 看 2 光 +1 介 ， 
于 相同 的 边界 条 件 mm = 0, ws+t=] 它 的 精确 解 是 


sinfar zh) 


2 sinfayi 
这 里 m= 上 ,cose = 工 - 二 让 -这 些 结论 可 以 育 接 证 明 或 者 由 本 书 差分 方程 这 部 分 的 方法 推 得 . 因为 
当 太 葛 于 零 时 ,lim(ayh) 一 1 所 以 jimy =y( 忆 ) 即 当 上 短 小 时 ,差分 问题 的 解 收效 于 微分 方程 问题 
的 解 . 在 这 个 例子 中 两 个 问题 可 以 解析 求解 .它们 的 解 可 以 比较 ,对 于 更 “ 般 的 回 题 收 仇 性 的 证 明 必 
须 用 其 他 方法 ， 
说 明 线 性 微分 方程 特征 值 问 题 转化 为 近似 代数 方程 组 
解 。E 本 考虑 问题 


于 


or 





+MwsD oO= yl = 0， 
安 有 精确 解 y(r) = Csinarzr,n = 1,2,….: 相 应 的 特征 值 是 1 = zz 为 简单 地 说 明 这 种 也 可 用 于 精 
确 解 不 易 求 得 的 其 他 问题 的 方法 ,我 们 用 善 分 方程 

w+t(-2+ 让 03+- 一 
鹅 赫 微分 方程 ,要 求 它 在 内 点 j= 1 …, N 成 立 .我 们 就 得 到 了 其 有 带 状 委 阵 
-2 1 


革 
1 -2 - 
的 代数 特征 值 问题 &y = 疝 2y. 手 阵 4 的 其 他 元 素 全 为 零 .y7 = (3 ,ww) ,能 求 出 这 个 问题 的 精确 
解 是 





虽 = Csinewrz 和 An 一 si 2 


显然 , 当 广 趋 于 零 时 ,这 些 结果 收 和 于 微分 方程 特征 值 问题 的 结果 ， 


非 线 性 常 微 分 方程 


29 .5 


什么 是 花园 涪 水 法 (garden-hosemethod)? 
解 ”8 盏 对 给 定 的 微分 方程 y = Fltzr,y，y) ,我们 要 求 它 的 满足 边界 茶 件 (ae)= 4,y(8) = 上 的 
解 .一 种 简单 的 方法 是 计算 以 下 初 值 问题 

如 = Fr Ka = 由， 32) = 
的 解 . 对 不 同 的 M 值 , 坎 到 求 得 两 个 解 ,其 中 个 满足 y( 的 区划 ,而 妇 一 个 满足 y(6) 吾 .假如 这 两 
个 解 对 应 于 初始 条 件 M, 和 M。, 那 么 插入 和 将 在 这 两 个 值 之 间 提 供 一 个 新 的 值 M. 因此 可 以 算得 更 
好 的 近似 值 [ 见 名 29.1). 继 续 这 个 过 程 将 不 断 得 到 更 好 的 近似 值 , 这 种 方法 实质 上 就 是 用 于 非 线 性 
代 救 问题 的 试 位 算法 (regula falsi algocithm》. 这里， 我 们 计算 的 终 代 是 M 的 函数 , 区 如 上 (M) ,而 且 ， 
我 们 必须 解 方程 FUM) = 5. 但 是 对 于 M 的 每 种 选择 , FM) 的 算法 不 理 是 代数 表达 式 的 洲 值 ,而 是 
包括 求解 一 个 微分 方程 初 值 问题 . 





图 29.1 
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优化 


29.7 


29 .9 


花园 赔 水 法 可 以 怎样 改进 ? 
解 # 本 不 用 相当 于 试 位 算法 的 那 种 方法 ,我 们 对 目前 的 问题 可 采用 牛顿 法 ,希望 对 正确 什 1 的 
收 丝 性 得 到 改进 . 为 此 我 们 要 知道 已 (MT). 设 yzM) 表 拓 以 下 问题 的 解 
六 > zy aay= 3，Yfa)= 
为 了 简单 , 令 *(z,M) 是 yw(zryaM) 关 于 邮 的 偏 导 数 . 对 戏 求 导 得 到 
入 十 护 (53y )z， 《1 
这 里 我 们 自由 地 转换 了 各 个 导数 的 阶 数 .再 对 初始 条 件 求 导 , 得 到 
zfayafy = 0 za) = 1. 
设 M, 是 对 朵 的 普 玫 青 近 , 然后 诗 求 出 原 问 题 的 近似 解 y(zr, Mi) ,于 是 它 可 以 代 赫 方程 (1y 中 的 y. 
而 县 可 以 算得 <fz, AM ,因此 FCM)= xfo, Ai) .利用 这 个 已 得 到 的 基 解 FM) -有 =0 的 牛顿 法 
给 出 了 对 朵 的 下 个 近 亿 ; 








克 (ATI) 一 月 

FM 
有 了 这 个 M,, 就 可 以 计算 新 的 近似 y(zr,Mz) 再 重复 这 个 过 程 这 个 方法 名 推 广 到 高 阶 方 程 和 方程 
组 ,其 核心 恩 想 是 导出 类 似 (1) 的 方程 , 称 之 为 变 分 方程 (varjational equation) . 


> 二 Ti 一 


将 | F(z,y sy )dz 的 极 大 或 极 小 问题 化 为 边 值 问题 . 


解 和 这 是 变 分 学 的 经 典 问题 .如 果 解 函数 *(z) 存 在 而 且 充 分 光滑 ,那么 它 满足 Euler 方程 媚 
= (drar)E .假如 在 原 优 化 问题 中 给 定 边 界 条 件 ,如 ?(a) = 和 yt 下， 那么 我 们 就 得 到 了 一 个 
二 点 " 边 值 问题 .如 果 没 有 这 些 条 件 ,那么 变 分 理论 指出 在 区 间 端 点 必须 成 立 F, = 0, 这 称 为 自然 近 
界 条 件 . 


极 小 化 | + ya2)dz,w0) = 1 


解 E 匠 Euler 方程 是 2y =2y ,自然 边界 条 件 是 > 《1)=0. 现 在 容易 求 出 解 是 >= chz -~ thishz 而 
旦 它 穗 该 积分 等 于 thi,( 大 约 等 于 0.76). 在 一 般 情 形 下 , Euler 方程 是 非 线性 的 ,可 以 用 花园 谋 水 法 
求 yz). 
说 明 解 边 值 问题 的 Ritz 方法 ， 
和 解 。g Ritz 方 法 的 思想 是 解 一 个 等 价 的 极 小 化 问题 . 考 忠 

交 = 3y0=y0)= 0. 
它 有 时 被 称 为 单 变量 的 Poisson 问题 ,但 是 实 味 上 只 需要 二 次 积分 就 得 到 解 


站 
y(z) = ] 


对 于 给 定 的 边 值 问题 可 以 得 到 求 与 它 等 价 的 极 小 化 问题 的 方法 , 其 中 著名 的 是 
几 y) = 站 二 om 一 zy | = mitn， 
对 这 十 积分 的 Fuler 方程 可 以 证 明 就 是 我 们 原来 的 微分 方程 ， 
为 了 用 Riez 方法 求 近似 解 ,我 们 需要 - - 族 满足 边界 条 件 的 函数 .假定 我 们 选取 
8 = cr- 全)， 
对 这 个 问题 , 这 豆 能 是 这 族 函 数 中 最 简单 的 . 用 代 蔡 积分 中 的 y, 简 单 计算 得 


上 
J 了 fn] = 6 20 所 








令 F(c)= 0 使 其 极 小 化 ,结果 得 到 < = 让 ,于 是 我 们 得 到 近似 解 


gz) = 贡 zd1 _ 了) 





“361 ， 


362， 
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在 图 29.2 中 给 出 了 它 与 精确 解 的 比较 . 还 可 以 通过 用 更 完全 的 近似 函数 族 得 到 更 精确 的 近似 解 .如 
果 取 


南 (Cr) = (1 一 工 )f 人 ea + Te 二 Cn 

将 导出 确定 系数 。 的 线性 代数 方程 组 . Rirz 方法 的 核心 思想 在 限定 的 函数 族 gfz) 中 寻求 优化 函数 ， 
而 不 是 在 使 所 给 积分 存在 的 所 有 YXzxz) 中 寻求 优化 函数 ， 

用 在 题 29.9 中 解 过 的 相同 的 边 值 问题 说 明 有 限 元 解法 . 

和 解 EE 基本 思想 是 相同 的 , 假定 我 们 把 区 间 (0, 1) 分 成 两 半 , 用 相交 于 点 | 二 ,人 A| 的 两 条 线段 

gifz) = 24r， gfzr) = 24t1 一 菩 ) 
来 近似 yz) .实际 上 我 们 得 到 了 一 族 这 种 近似 , 其 参数 4 可 以 选择 .这 两 条 线 妇 称 为 有 限 元 , 而 近 
似 解 函 救 是 把 它们 拼 在 一 起 形成 的 . 和 前 面 一 样 , 我 们 把 它们 代入 和 容 分 得 


J(g) = 三 wear 4 人 waz -2A2 -二 4 = FA)， 
可 令 广 (4)=0 使 其 极 小 化 .这 就 得 到 4 = [ 记 .计算 很 快 说 明 这 实际 上 是 在 z= 冯 处 解 的 正确 信 ， 


( 见 图 29.2) .已 经 证 明 如 果 用 这 些 线段 作 有 限 元 (当然 是 在 一 维 问题 ), 有 规则 地 在 交点 处 得 到 正 
确 值 . 





真 解 Ritz 有 限 元 
图 29,.2 
把 上 述 问 题 的 方法 推广 到 更 多 的 有 限 元 . 


和 解 “ 风 把 区 间 (0, 1 分 成 份 ,分 点 是 0= zzz yt =1. 设 妨 ,… ww-1 是 相应 的 任意 织 
坐标 .而 且 mm= 吕 =0. 以 明白 直观 的 方式 ( 见 图 29.3) 定 义 线性 有 限 元 贞 ,… ,由 .于 是 








由 ( 工 ) 一 2 十 次 5 = 熙 -1 一 + 1 
当 zxr, 是 等 距 剖 分 时 ,上面 的 第 二 个 等 式 成 立 . 我 们 还 有 
， 上 各 二 着 -1 
%i(z) 加 < -1 于 


现在 考虑 积分 
J( 罗 = 袜 太 [二 -wz = 2 


F=]、 工 -1 ea = 





图 29.3 
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一 所 人 0 
使 其 极 小 化 , 得 到 由 % 表示 的 户 然后 再 计算 它 关 于 * 的 人 导数, 并 令 其 等 于 零 , 再 求解 所 得 的 方 
程 组 .这 就 是 刚才 在 较 简 单 情 形 所 做 的 .这 里 假设 我 们 先 求 导 后 积分 , 于 是 形成 了 最 后 的 方程 组 .对 
于 了 依赖 于 一 个 桂 定 的 纵 坐 标 痰 , 仅 通 过 两 个 部 分 项 六 和 Ji 与其 发 生 半 系 .因此 ,对 天 二 1 


一 1， 
了 站 [= 和 -| 工 2 | _ 
ak j 上 [| 了 dz 


业 一 1 


Te 二- 


这 些 积分 是 初等 的 , 我 们 立即 得 到 方程 组 


1 1 1 1 1 
一 其 上 2 各 一 驯 *1 二 厄 <- + 六 十 瑟 xt1 一 计 <L 一 














一 二 |， 
当 = 2 天 = 工时 立即 得 出 前 面 已 得 到 的 y= 六 : 当 “ = 3 时 ,方程 组 是 
231 一 3 二 话 ， 


好 
34+292 一 扫 6 


由 此 下 得 到 y = - 训 ， 43 一 = 二. 它们 与 真 解 在 这 两 点 的 是 一 致 的 ， 
扩散 方程 


29.12 “用 有 限 差 分 近似 来 代替 包括 方程 
了 立 工 | ad 了 
7 | 5 2 + 吉 于 
审定 朋 条 件 了 (OA TO DC T(z OFC) 的 扩散 问题 
解 上 设 z = mh,b= 厂 ,其 中 xyii=E 用 符号 T。。 表 赤 TLz, 昌 ,近似 关系 式 


3 工 了 wh 一 了 ma 了 了 有 了 w+rtn ” 了 
at 1 2 ， 


+ CT 








天 个 了 2 了 Ta +T 了 Tn 上 2 ， 


-一 迎 一 一 是 


2 下 





把 扩散 方程 转变 为 
Tosas ia -本 大 jos+EL-A2a+o50]Tn 


十 j 全 十 本 吨 | 了 ss， 
其 中 1 = 虹 /和 2 有 =1 2 ,Ma=i2,… 利 用 上 面相 同 的 初始 和 过 界 条 件 , 记 威 To 一 7 
Ts=8E) 及 Too= 下 (zan). 这 个 差分 方程 给 出 了 每 个 办 点 上 Tu,s+l 的 近似 值 . 它 是 四 前 
时 间 步 中 它 的 最 近 的 三 个 值 所 表 出 的 .因此 计算 从 :=0 所 给 定 的 值 开始 ,首先 进行 到 上 = 大, 然后 
进行 到 上 = 34 等 等 ( 见 下 … 砷 的 说 明 . ) 
29 13 在 =18=c-=0Fi=gfi=0F(z)=1t1=1 的 情形 下 .用 上 题 的 这 个 方法 求 
解 ， 


解 5 息 设 取 - 二 从 = 十, 则 4 广 , 于 是 郑 分 方程 化 或 








了 mt 一 广 (Ta -is 十 了 Ts n) 
袁 29.1(a) 摘 录 了 前 几 行 的 计算 , 底 行 和 这 列 是 初始 条 件 和 边界 条 件 . 内 部 值 是 由 部 分 方程 一 行 接 


一 行 计算 所 得 .从 圈 国 的 个 开始 , 它 得 自 它 前 一 行 的 两 个 相 分 值 , 也 是 轩 国 的 ， 可 以 注意 到 慢 惕 地 趋 
于 最 终 的 “稳定 状态 ", 这 时 所 有 的 本 值 为 军 . 对 如 此 简单 的 计算 应 顶 期 到 不 太 精 确 ， 





“3364 





29. 14 


29 .15 








了 工 工 3 3 3 3 
0 才 广 于 0 0 襄 丁 育 1 到 寺庙 -23 -2 0 
上 人 上 工 了 了 了 工 
0 人 立方 0 了 111 二 证 0 1 1 1 
了 工 土 
21 2 021111 1 0 D 1 0 0 
0 人 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 9 
人 1 和 1 1 1 111 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
ay》 【by {e)》 


其 灾 我 们 取 关 = 二 ,= 让 保持 1= 志 . 缚 果 见 表 29.1(b)》 这 表 中 最 上面 一 行 相当 于 表 29.1(a) 中 


的 第 一 行 ,事实 上 是 对 了 | >, 十 | 的 更 好 的 近似 , 由 这 个 结果 得 到 初步 的 猿 想 是 这 一 过 程 开始 收 北 
于 了 (xz 六 的 正确 值 . 
如 果 我 们 取 卢 = 才 疏 = 玫 , 使 = 1. 就 有 表 29.1(e) 中 的 结果 .这 时 差分 方程 是 

Tsl 二 了 mn 
可 以 看 到 开始 激烈 地 振荡 ,这 并 不 都 和 正 殉 解 相符 合 , 它 称 为 指数 型 衰变 .以 后 , 我 们 将 看 到 除了 》 
去 六 ,都 可 能 出现 这 类 并 非 实际 的 振荡 .这 是 一 种 数值 不 稳定 的 形式 . 
这 种 方法 的 截断 误差 是 什么 ? 
解 s 杰 和 以 前 把 Taylor 宅 理 用 于 差分 方程 - - 样 ,发 现 我 们 的 近似 引进 了 与 和 有 关 的 误 关 


项 .这 些 项 就 是 截断 误差 


二 
2 


下 标 才 示 偏 导数 ,在 重要 的 竺 殊 情 形 = 1, 6 = 0, 我 们 有 Tu = 了 ,由 此 看 来 从 使 裁 断 误 莹 等 吕 
OCR 这 观点 出 发 特别 要 求 过 到 二 = 生 ( 或 者 = 二) 





_ 3 - -上 上 本 
雪 了 + 1 号 了 -cr 二 6 肿 了 工 -+ [和 )， 


玉 于 特别 的 情形 
. 2 
区 = 5 二 T(0, = TUmr 让 = 0 TUr,0) = sinpaz， 


证 明 题 29.12 中 的 方法 收 仇 ,其 中 户 是 正 整数 ， 
解 ”8 订 以 证 明 精 确 解 是 了 (7.1 =， ，csinay 相应 的 关 分 方 狠 是 
了 。。%-1 一 了 了。 ， 一 4 了 1 一 2T。， 十 下。 ，)， 








其 余 的 条 件 可 写 为 
Te = sn 证 4 To = To = 0. 
能 镍 分离 变 昌 法 解 这 个 有 限 差分 方程 问题 . 邻 T。，= xnan* 代 人 方程 后 得 到 
DT 一 TOm 一 mr1 一 了 HH 十 | = -Je 
Ta 十 呆 


该 方程 定义 了 CC. 把 C 与 最 左 端的 项 相 比 ,我 们 发 现 它 与 m 无 关 , 再 把 C 与 中 间 部 分 相 比 , 又 发 现 
它 与 无关, 内 此 它 是 常数 ,我 们 分 别 得 到 kw 和 mm 的 方 型 

zt AMCho as (2 一 中 Jan+am1l = 小 
它们 竺 易 用 葡 分 方程 方法 求解 ,除非 0< C<4, 第 二 个 方程 不 存在 解 满 足 to= url= 人 以 除了 和 
0 . 当 0< 之 <4 时 ， 


# 一 点 cosama 十 呈 sSimata 


其 中 呈 和 日 是 常数 ,cosa =1- 六 C. 为 了 满足 边界 条 件 , 必 有 4=0 和 au(M+1)= 关 ,了 是 整数 , 因 
此 


第 -十 九 章 边 值 问 昕 





IE 开 
ME+1 
转身 mw ,我 们 首先 得 到 襄 =2(1 - cosa) = 4sinzljry[L20M+T 


4 二 百 Sn 
1, 然后 有 
四 _ ,2 | 

Th | 起 SIm 区 二 | fi 


项 在 容易 看 到 卢 理 = mm= 1 一 户 就 得 到 一 个 师 数 





- 加 加 ， 疡 ”: 声 
了 = ma 一 11 - 43sin2 二 到 + 5 sim 5 ， 
它 具 有 所 有 要 求 的 性 质 .为 了 和 微分 方程 进行 比较 , 我 们 回 到 符号 zs = mh 和 = 骤 ， 


了 os 二 | 1 - 44Sn2 纪 | 


假设 1 - 丸和 妆 保持 固定 , 当 玉 趋 士 零 时 ,sinpzw 的 系数 有 极限 *- ,因此 收 笋 性 得 证 .这 里 我 们 必 
须 使 点 (xz_,， ) 也 保持 固定 , 即 当 A 和 上 趟 于 堆 时 , m 和 ?不 断 增 大 ,以 使 得 Tu., 是 对 同一 个 
Tfz,t 贡 的 逐 炭 近似 . 








29.16 ”用 上 题 涪 明 对 所 考虑 的 某 些 特殊 情形 , 除非 \S >, 可 能 出 现 激烈 振 
解 ”& 现 在 的 问题 不 是 当 和 赵 于 零 时 会 发 生 什 么 ,而 是 对 回 定 的 上 , 当 计 算 进 行 到 较 大 的 ”时 
会 发 生 什 么 .检查 sintz 的 系数 ,我 们 看 到 对 某 些 ,请 和 让 的 值 ,括号 内 的 量 可 能 比 - 工 小 ,这 将 
导致 随 着 ;的 增加 而 产生 激烈 的 振 蕊 ,要求 1 尽 方 就 可 以 避免 这 种 激烈 的 振 蓝 ， 因为 这 使 hk 苹 与 ， 
所 以 计算 就 要 进行 得 很 慢 . 假 定 要 求 对 大 的 - 的 铺 果 ,用 其 他 的 近似 方法 可 能 是 有 用 的 ( 驳 下 一 朵 
题 ) . 
29.17 “用 Fourier 级 数 解 题 29.12. 
解 风 当 是 常数 .5=er=0 时 ,这 上 是 一 种 经 典 的 方法 我 们 首先 求 扩散 方程 具有 乘积 形式 
UsywtD 的 解 . 代 和 人 方程 中 得 到 YAVY=LAU= - a2, 其 中 x 是 -- 常 数 ( 负 号 将 有 助 于 满足 边界 
条 件 ), 这 样 就 求 得 
Y = 罗 LU = Beosar + Csimor . 
骸 便 们 (0, it = 我们 取 量 =0. 为 使 TU1,t7 = 我 们 取 a = 首开 是 正 整数 .可 吗 C=1 并 且 把 各 
改 宝 为 4 我 们 得 到 函数 
esinaxz， 并 二 12,3，…， 
除 初始 条 件 外 ,上 面 的 每 一 个 琐 数 都 满足 我 们 所 有 要 求 , 如 果 级 数 
下 (3 二 >》 总 ee na 
收 禹 , 它 当 热 也 猜 足 这些 要 求 , 而 且 甫 过 适当 选取 4A,, 它 也 能 满足 初始 条 件 , 对 于 F(zr)=1 我 们 要 
求 
Tfr,0) = 下 (zz) = 和 Assinanxz， 
这 可 以 用 FIzr) 的 Fourier 系数 
串 ， 一 2 FCesnarzdz 
n 
而 得 到 , 现在 我 们 的 级 数 的 部 分 和 就 可 以 作为 扩散 方程 的 近似 解 .在 题 29.15 中 用 过 的 精确 解 可 看 
成 是 一 项 的 Fourier 级 数 . 
Laplace 方程 
29.18 “用 有 限 差 分 方程 代替 Laplacc 方程 
了 
2 0 和 二 0 所 y 挟 
日 工 口 思 


如 果 T(z,y) 的 边界 值 在 正方 形 的 四 条 边 上 给 定 ， 说 明 怎 样 得 到 线性 代数 方程 组 ， 
解 E 本 自然 的 近似 是 


数值 分 析 








了 fr 下 ,3 2 3 十 工 (了 十 卢 ， yw) 





芭 


了 了 了 工 tras 一 下】 


贞 - 
2T{T， 了 十 了 和 二 页 了 








用 


它们 立即 导出 二分 方 各 
了 (7 一 二 [Te 一 下 ,ww 二 工 (r 十 有 -TUeyy -由 T(ey 二 让]， 
它 要 求生 :个 下 值 是 它 的 呵 个 硼 作 眠 上 的 值 的 平均 值 .这 里 我 们 把 注 


台 力 集中 到 求 平 和 重 直 臣 离 都 是 A 的 正方 形 网 格 .我 们 的 车 分 方程 就 能 
简化 为 


了 了 z 一 二 (Ts 4 二 TD 
具有 在 图 29.4 中 所 蒜 册 的 点 .对 每 一 个 髓 点 2, 写 出 这 样 的 方程 (人 是 


林 知 基 ), 我 们 就 得 到 了 每 “个 方程 包含 五 个 未 知 量 ( 除 了 当 已 知 的 边 措 
值 减 少 了 这 个 数 日 ) 的 线性 代数 方程 组 ， 





岗 29.4 
































29.19 扫 TIr,0)7=1, 其 余 过 界 值 册 零 时 ,应 用 小 题 中 的 方法 . 
解 EEB 少 简单 计 ,我 们 选取 上 ,使 得 只 有 万 个 内 点 ,如 图 29.4, 芭 项 行 开 始 . 从 左 到 万 给 出 这 些 内 
扣 排 序 , 我 们 的 蕊 个 方程 如 下 ; 
T，- 二 (0 FT + Tt+ 0， 了 T。 一 二 (Ti+ 0+Ty +Ts)， 
、 1t 的 -， 工 
了 > =- 才 (07 T3 了 5 Ti ， T7 一 d (了 4 + TH 一 1 于 丰 ) 
T: = 本 (+ Te+ Ta 了 二 二 CT Ta+1+ 了 7)， 
1- (Ti “Ti+Ti+0D， Te = 二 (Te+ + 工 卫 几 ， 
T。 = 于 Ti + TI Ti)， 
这 个 方 各 组 可 贞 用 Gruss 消 志 法 求解 ,但 是 用 Gauss-Seidel 选 代 更 自然 .从 备 一 个 内 点 很 盖 的 初始 
近 电 各 开始 得 到 了 在 表 29.2 中 给 出 的 逐次 得 到 的 结果 .对 这 个 考 程 组 兴 代 十 次 就 得 到 三 你 精 度 . 
【关于 (iauss Seidel 选 汪 收 伍 性 的 讨论 见 题 26.34.) 
表 3. 
这 虑 次 数 了 1 本 : 了 3 了 3 了 5 6 了 ; Tr Te 
各 六 总 癌 心 性 必 站 六 癌 
1 站 中 必 全 心 1 必 . 之 5 日, 312 昨 . 328 
辽 总 儿 站 .DB6> 癌 , 7 多 厂 , 082 D 32 和 外 心 . 384 由 
] . 站 1 让 站 .人 + 各 .由 27 站 1 站 .1 52 性 127 中, 375 性 .454 中 39 有 8 
结 | 昌 . 星 32 心 .大 和 3 人 045 和 .14 目 . 1 0 16 目 . 4 人 工 必 , 499 日 .和 1 
与 口 -04 各 站 -72 吕 站 S 人 161 站.223 避 . 174 中 ,十 15 全 .313 [42 
下 站 .全 性 [| 人 -134 品 .236 性 ,181 口 .十 22 心 ,52 人 中 ,425 
了 蜂 . 中 65 性 .日 昌 人 收 058 站 131 心 ,24 和 ,84 口 ,425 是 ,324 站 .427 
号 0 0D68 人 85 人 .0 站. 18 本 心 , 247 .18 和 口 .427 企 . 323 自 . 绊 了 全 
号 .07 口 .097 0.071 由 186 在- 了 4 妆 自 . 187 和 -中 2 外 他， 3 和 上, 42 及 
10 性 07 上 间 .094 .0U71 站 .187 在 -23 息 - ]g 了 0 ,428 口 . S26 必 ,二 2 有 
收 和 敛 性 证 明 
29.20 证 明 在 丁 29.18 中 遇 到 的 线性 代数 方程 组 存在 惟一 解 . 
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293.21 


2 22 


证 ”上 晤 ' 关 键 基 因为 我 们 的 近似 解 是 基于 这 个 方程 组 ,所 以 它 的 非 奇 性 很 重要 .把 骨气 于 的 末 知 
值 记 为 Ti,…， Tv 我 们 可 以 把 方程 组 写 为 以 下 形式 


之 ed = 六， [11 
其 中 六 与 这 界 值 丰 关 . 假 设 边界 值 都 基 震 ,那么 上 也 将 都 星 零 : 
> as 一 0， {20 





条 据 线性 代数 的 基本 定理 , 假定 (2) 仅 有 过 解 , 那 么 方程 组 (1) 就 有 惟一 解 .如 果 极 大 值 Tx 出 现在 内 
点 了 ,于 荐 , 汉 为 Tz = 二 (Ta + TR+Te+Tp) 那 么 它 也 必然 出 现在 了 的 邻 点 4 日 ,也 ， 燃 俱 
地 ,这 个 航天 侍 也 将 出 现在 4,B,C,D 本 身 的 邻 点 .继续 这 种 讨论 ,我 们 发 现 Ti 的 被 大 值 必然 出 
现在 也 界 .因此 几 为 零 , 回 样 的 讨论 可 证 明 了 的 级 小 值 必 然 出 融 在 按 界 ,因此 必 为 索 . 因 此 方程 组 
(2 中 的 T 都 是 零 , 于 是 基本 定理 适用 .注意 , 我们 的 证 明 包 含 了 -个 附带 的 定理 , 即 对 (1? 和 (2) 的 
到 的 最 大 最 小 值 都 出 现在 边界 点 上 ， 
证 明 当 卢 赵 于 党 时 , 题 29.20 中 的 方程 组 (1) 的 解 收 伊 于 相应 的 Laplace 方程 的 解 . 
证 4 本 用 T(z,y,7) 表 示 (1) 的 解 ,用 T(r ,人 切 表 示 Laplarr 方程 的 解 , 两 埋 的 边界 条 件 相 等 . 当 
赵 于 替 时 ,我们 证 明 在 每 一 点 (z,y) 成 羡 

hmTftzr,yy, pi) = T(zyy]. 


























为 了 方便 我 们 引入 符 吕 
了 [下 ]= 严 (z 二 下, 二 Er RECzy 十 四 ) 
二 Er 一 看) 44 人 Lyy)》， 
在 上 式 右 疝 用 Taylor 定理 ,我 们 容易 发 现 当 已 -= T(z,y) 时 ,| 工 [TIzr,y]]| 袜 MMR 76, 这 里 对 是 | 
Ti 和 1T。 的 上 界 . 而 且 , 根据 定义 知 LLT4cyy,t)] 一 0. 现 在 假设 -yy 坐标 系 的 原点 是 我 
们 正方 形 的 左下 角 顶 点 .这 可 以 通过 坐标 变换 而 得 到 安排 ,这样 并 不 改变 Laplace 方程 .引信 函数 


Sfzrvy, 丰 ) = 了 (zy 下 ) - Try) (CD: - 区) 一 全 ， 


了 
其 中 心 是 任 一 正 数 , D 是 正方 形 对 角 线 的 长 , 直接 计算 可 得 弄 
rrsczoD -号 +ol 购 |， 
因此 对 充分 小 的 五 ,上 [S1>0. 这 表示 S 不 能 在 世 方形 的 内 点 取 到 其 极 大 值 .因此 极 大 值 在 边界 上 
取 到 ,人 是 在 边界 上 T{z,w,h)=T(zyyh 而且 S … 定 是 负 的 .这 样 就 使 S 在 任何 地 方 都 是 负 的 . 
因此 , 我 们 容易 推 得 Tray-T(ry) 刀 A. 对 函数 




















站 
何 呈 下 2 2 


进行 燃 似 的 讨论 ,可 以 证 明 Try? TU hn)<A. 这 两 个 结果 合 起 来 拭 形 示 当 六 充分 小 时 ， 
1T(zyy iT(ryo<a 对 任意 小 的 成 立 . 这 就 是 收 北 件 ， 
证 明 如 在 题 29.19 中 应 用 Gauss-Seidel 方法 , 收 笋 于 题 29.20 中 方程 组 (1) 的 精确 解 
T(r，y， 卢 》. 
证 败 当然 这 与 刚才 得 到 的 收 各 性 结果 是 完全 不 同 的 .这 里 我 们 关心 的 是 了 (了 ,3 天 ) 的 实际 计 
算 .而 且 已 经 选 好 一 种 腔 次 求 近似 甫 的 方法 .假定 我 们 把 正方 形 网 柯 的 内 点 从 1 到 排 全 如 下 :* 首 
先 把 在 顶 排 的 点 从 堪 排 到 右 ,然后 对 下 一 排 的 点 从 堪 排 到 右 , 等 等 .在 所 有 的 内 点 给 定 任意 的 初 全 
Teti = lw,N), 后 面 的 近 他 值 称 为 TT, 当 玫 趋 于 无 穷 时 , 我 们 要 证 册 
tnTe -了 = 了 (yy 上 )， 

设 吕 =- 玉 : 现 在 的 目的 基 证 明 tmsr=0. 证 明 是 报 据 这 样 的 事实, 即 每 个 $， 是 它 的 四 个 相 邻 
直下 值 的 平均 ,这 是 因为 TY 和 T, 如 有 这 个 性 质 .( 在 边界 点 我 们 壮 S 等 于 零 .) 设 凡是 1501 的 晨 
大 生 . 岗 汶 第 一 个 点 至 少 与 “个 边界 点 相 邻 ,所 以 

1 1 争 GOM+ MT 好 + 一 立 M， 


入 上 
而 且 每 “个 后 面 的 点 至 少 与 前 一 点 相 辑 ,所 以 


RUIziwi)》 一 了 (3 -了 (Cry 太一 











3658， 
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| 号 +1 [过 本 COM+ M+WT*rlS 1 

为 了 用 归纳 法 ,可 设 1511 六 | 1 | 十】 jw 我们 立即 就 有 
3 
这 样 就 完成 了 归纳 法 . 即 有 1SS| 雪 | 1 -| 十] jw- sw, 它 进一步 表明 
1 3 之 oM = 1 RN， 

重 所 这 一 -过程 就 得 到 |S"| 过 ar"M, 因 为 a<1, 就 存 lim9;=0. 这 正 是 所 需要 扼 . 虽然 这 里 是 对 任意 
初 赴 T0 证 明了 收 生性 ,但 是 ,如 捍 我 们 找到 精 交 的 初始 值 ,显然 能 更 迅速 地 得 到 T? 更 好 的 近似 
对 Peisson 方程 

UL + U。 = 天 《K 是 常数 ) 
用 三 角形 元 建立 有 限 元 的 基本 公式 . 
解 “8 且 必须 先 把 方 积 成 立 的 区 成 分 成 二 角形 小 英 , 再 在 所 需要 处 进行 近 仆 , 令 {z,y), (zy 
(2 由) 是 这 种 三 角 堪 的 顶点 ,在 这 个 三 角 堪 上 的 解 曲面 被 平面 元 素 内 ” (ro 所 近似 . 它 的 上 标 和 
和 问题 中 的 元 素 有 关 . 假 设 = =, ,xs 是 三 角形 项 点 到 这 平 而 的 距离 ,于 是 

四 本 人 5， 十 工人 十 于 生 1 

其 中 工人 0 在 结 点 ; 处 等 于 1, 而 在 其 余 闲 个 结 点 处 它 等 于 零 ， 工 纪 和 工人 各 具有 相应 的 性 质 , 设 A. 是 
由 这 二 个 结 点 组 成 的 基本 一 角形 的 面积 ,因此 ， 














1 区 和 
328 = | 1 3 
1 2 加] 
它 很 快 可 得 出 以 下 表达 式 
1 了 3 1 工 3 1 3 9 
[= 起 | 于， 起 于 人 下 
1 2 名 1 工 多 1 
如 果 写 成 
1 人 9 = 下 (+ 
于 是 从 行列 训 得 到 
和 


从 工 ! 和 工 和 如 可 得 到 与 上 面相 平行 的 公式 

如 | ”TY 已 二 

or 
所 有 的 系 教 e,B，,rc 应 该 都 有 上 标 {e), 但 是 为 简单 起 见 已 把 它 省 掉 了 . 

现在 考虑 和 Pousson 方程 等 价 的 极 小 化 问题 

JCU) -= 和 全 co + 2) + KU |azay -= min， 
它 在 边 值 问 题 的 给 定 区 域 上 求 二 重 积分 .我 们 用 晒 数 上 来 近似 LU 由 是 各 自 定 尽 于 只 的 二 角形 前 分 
的 平 而 三 角形 元 素 的 组 合 , 所 以 我 们 考虑 以 下 极 小 化 回 是 的 替代 问题 

可 ( 昌 = 了 Je(Cg 人 ) ， 

和 的 舞 一 项 在 它 本 身 的 基本 三 角形 求 值 .我 们 查 置 凡 旬 的 适当 的 导数 等 于 零 . 为 此 日 的 ,要求 J。 
分 量 的 导数 .注意 到 





由 (1 一 去 (bz 十 机 2 十 下 


1 
由 一 了 TCR 十 


所 以 省 略 上 上 标 就 得 到 
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JJ = 中 二 ce + 对) + Kg |dzay = essry ia 
求 导 孝 是 直接 了 当 的 , 蚀 如 





-+ 这 + KE drdy 





_ 工 加 十 村 六 这 十 了 上 三 十 Pa ] 中 
二 | 困 Si 十 本 +w) 十 了 二 


对 中 和 2 有 非常 类 似 的 结果 .这 三 个 结果 可 简 消 地 以 短 降 形式 结合 起 来 
了 














日 fei 上 十 CC 已 放 十 尼 如 二 Ci 中 1 

- 1 
gj7zi | = 也 古本 Ci 后 十 c ze + et | | 呈 |+ 全 4 中 . 
9 六 直 + 


假设 玉 是 常数 这 个 事实 使 所 希 的 积分 很 窒 易 得 到 这 个 结果 ,根据 初等 微 积 分 也 可 知 每 --- 男 数 工 的 
积分 是 173， 

上 面 的 矩阵 方程 包括 把 J 的 侦 导 数 和 集合 起 来 的 需要 成 分 在 个 别 应 用 时 , 仍 要 进行 正确 的 集 
合 . 特 别 地 对 每 一 元 素 0) ,必须 注意 起 作用 的 点 让 二 ,而 且 记录 关于 相应 变量 = *:, z3,… 的 导 
数 的 页 
对 上 是 用 有 限 元 法 ,给 定 的 区 域 丸 是 图 29.5 中 的 单位 正方 形 , 边界 值 给 定 , 容易 看 到 
精确 解 是 (zy)= z+ 昂 , 它 满足 Us+ Un=4. 
解 “ 4 央 对 称 性 , 只 需 考 虚 正 方形 的 右 下 半 , 而 且 这 已 分 成 两 个 三 角形 , 结 点 编导 从 1 到 4. 这 两 
个 三 角形 由 所 售 的 结 点 编号 数 所 确定 . 








结 点 区 3 元 素 ( 由 结 点 编号 数 ) 

1 1 1 2 3 (e=]) 
1 2 

134 (re=2 
2 0 2 
3 1 0 _A-- 工 
站 = = 

4 1 1 






相应 于 ix x+y32 的 边界 值 


图 29.5 





根据 这 种 基本 输入 信息 , 我们 先 计算 系数 。,5bc, 下 面 每 列 对 应 于 -个 缚 点 (小 友 ) 


-一 





e 一 二 e 二 了 
a 0 壮 0 1 0 -二 
二 
。 1 -二 -二 0 - 立 款 





证 明 每 一 列 的 确 提 供 了 所 要 的 函数 工 全 是 有 用 的 .例如 第 一 列 给 出 


:370 ， 
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EL 人 = 2f0~f0)r+flyy]， 


其 中 首 项 2 旺 医 为 172A., 在 结 点 1, 它 的 值 是 1, 而 在 结 点 2 利 3 它 是 需 . 用 同样 的 方法 可 以 证 明 其 
他 列 . 











为 清楚 起 见 , 现在 将 比 可 能 需要 更 详细 地 提出 上 {#) = 天 ri rz, gsyz4) 的 含 导 数 的 集合 过 程 ， 


前 : - 题 的 矩阵 方程 包括 了 来 白 两 个 基本 元 中 的 每 个 的 这 些 导 数 的 贡献 .由 苑 素 1 得 到 











工 ] 和 了 裤 
or 
AP/ = -二 广 D 革 
377 za3 - 立 0 可 二 








景 后 - 列 包 括 常 数 . 元 素 2 得 到 














1 呈 衬 

二 古人 
wo 
or 

把 这 两 个 息 阵 合 起 米 就 得 到 
z1 &2 乞 3 Z4 

da 2 - 寺 - 1 -二 立 
BA ze3 -六 到 姓 吕 于 
arjs | -1 0 1 0 半 
ara | -二 9 0 二 二 








有 了 这 种 对 集合 元 素 的 说 明 , 现在 必须 重 认 .对 日 前 情形 ,仅仅 项 行 是 实际 需要 的 . zx， zy ss 
的 值 是 边界 值 ,给 定 为 4,1,2. 它 们 不 是 独立 变 景 , 国 数 F 仅 依赖 于 =l, 尝 这 -导数 为 0, 并 插入 边界 
值 ,就 得 到 





2z; - (0) -TD - 六 (2) + 六 - 0， 


使 5 过. 当然 并 确信 是 二 
用 在 图 29.6 中 给 出 的 更 好 的 一 角形 网 格 ,重新 做 前 题 . 
解 ”6 我 们 有 这 点 输入 部 分 :首先 , 结 点 1 到 4, 它们 的 玲 标 是 | 二 ,二 ] ,人 二 ,二 | ,| 二 ,于 | 和 和 























| 人, 王 | , 相 序 的 学 慰 = 要 殉 定 ;第 二 , 结 点 5 到 9, 企 这 些 点 处 左边 界 什 使 得 (<， >, =) 的 坐标 是 


(013 ,| 1 本 ,三 ] .040.D,| 二 ,0, 开 j 和 (0.0.0); 第 王 , 由 结 点 编号 孝 确 定 八 个 基本 三 角形 ， 
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298，281，183，387，376，136 ， 164，465 
如 上 所 描述 的 有 限 元 算法 前 计算 程序 将 需要 这 种 输入 信息 ， 
假设 我 们 开始 手工 计算 ,首先 仅 在 作 个 元 素 中 的 一 个 进行 计算 , 系数 e, 5,c 证 明 是 如 下 ， 











4 0 二 0 
- 上 

6 | 1 4 
开 工 
的 半 了 











图 290.6 


这 可 以 像 在 前 题 中 一 样 进行 检查 ,各 列 代表 按 给 定 次 序 的 三 个 结 点 .每 一 个 基本 江 角 形 的 面积 是 
认 . 因 为 所 需要 的 偏 导数 仅 与 =; 烈 =, 有 关 . 所 以 我 们 可 以 通过 寻找 对 这 些 导 数 有 贡献 的 项 来 减少 


手工 作业 .对 于 这 种 元 素 我 们 有 


是 + -0+ 二 = 玫 ， 


1 
有， ape 0 有 = 有 


上 看， 十 本 = 0- 癌 一 
上 商 在 乘 上 1/4A. =4 后 ,进入 偏 导 数 矩 阵 的 第 二 、 第 八 和 第 九 列 . 常 数 44A。/3= 访 也 被 记录 下 来 ， 


所 有 第 二 行 中 的 夫 信 都 与 3 二 有 关 








31 开 2 至 3 开 包 5 和 3T 了 囊 
| 

1 1 

jz | 寺 一 六 0 
1 1 1 

2 1 -过 -过 下 
8Prz3 
3f/zx 





2 -一 


还 要 找 出 其 他 七 个 元 素 的 类 似 贡 献 .并 把 它们 组 合 到 上 述 矩 阵 中 去 , 验证 第 二 个 元 素 引入 在 第 一 行 
中 的 项 并 技 出 它 对 第 二 行进 一 步 区 贡献 是 有 用 的 . 其 余 的 组 合 过 程 将 留 给 计算 机 ,就 伤 边界 值 的 代 
换 和 所 得 到 四 阶 线性 方程 组 的 求解 .我 们 得 到 以 下 输出 数据 : 











结 点 计算 钥 真 解 
| 
工 
1 日. SO0UOU 2 
1 
了 向 丰 硬 石 了 育 
3 
3 作 . 65667 六 
-2 
4 ] .165667 8 











在 第 一 个 结 点 处 的 击 中 双 心 完全 曙 合 ( 牛 眼 :bul'*eye) 是 有 趣 的 . 
29 26 ”对 四 分 之 一 图 域内 的 Poisson 方程 用 同样 的 有 限 元 方法 求解 ， 采用 在 图 29.7 显示 的 


单个 元 素 ， 
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和 边界 值 x ?+ =1 样 ,又 一 次 用 到 Poisson 方程 . 因此 真 解 和 ?+ 相同 . 


3 


图 29.? 


解 E 这 -全 题 说 明 可 以 用 直线 来 近似 表示 曲 边 边 愉 .一 般 地 将 要 用 很 亏 这 种 线段 . 三 个 结 点 
的 坐标 是 : 














出 此 导出 








结果 . 





图 29,.8 图 29.9 


当 使 用 有 限 元 方法 时 , 通过 比较 由 图 29.8 和 图 28.9 中 所 表 出 的 两 个 三 角形 和 四 个 
二 角形 作为 元 素 所 求 得 的 粗 近 似 . 氛 述 收 仇 性 的 概念 . 


利 .十 九 膏 过 倩 问 题 





解 BE 不 用 说 ,所 有 这 些 结果 都 比较 粗 , 但 观察 其 拓 果 是 有 趣 的 . 














结 点 《0,07 | 二 .0| 
图 23.7 0.33 一 

图 29 .8 -0 0 ,35 
图 29.9 | -0. 吧 0.26 
真 解 0 由 25 


才情 已 开始 向 妈 的 方向 发 展 .已 经 证 明 兵 要 合理 地 改进 元 素 , 有 限 元 方法 是 收 妆 的 . 

















波动 方程 

29.28 ”把 有 限 元 法 用 于 方 程 
2TT 他 2 
2 FT UsU -oo<xz<eco0 拉 昌 
忆 他 下 


其 初始 条 件 是 TIz,0)= Frz)，Utr,0=Ez) 
证 E 引入 所 形 网 格 半 点 了 = mi 二 现在 1 间 = 处 1 的 值 由 初始 条 件 给 定 , 利 用 


4 LUzst+ 此 一 LE 
3 帮 ? 


在 ;=0 处 我 位 有 U(z,k)ss Fr)+ 息 {7) 进行 到 较 高 的 : 层 时 ,我 们 需要 用 微分 方程 , 多半 用 以 
下 的 近似 








[TI 十 上 吉 ) -LEIE) 十 TYt 一 下 
了 本 








_TRCr 十 和 一 2 ty 二 TI -由 
下 





- F| +， DUO- 外) 8 人 ( 工 十 态 z 于 Ce 人 | 
由 它 可 以 解 出 (rt 下 :逐次 对 一 二 大 + … ,应 用 这 个 公式 ,就 产生 了 U 在 ! 层 上 所 有 xm 上 
的 二 什 
29.29 “对 于 简单 情形 F=0, fl(z)=x2,g(z)=1 扰 述 上 面 





的 方法 . 
解 FE 本 基本 若 分 方 得 可 写 为 ( 见 图 29.10) 

Da =201 2)U+ACDs+ En - Ur， 
其 中 》 -对 天 大 = 1 这 个 差分 方 保 特别 简单 .在 表 29.3 
中 给 出 了 五 -上 =0.2 时 的 计算 结果 .注意 了 =0 到 =1 的 初 
值 确定 了 “个 近似 :角形 区 域 的 U 值 .这 点 对 微分 方程 也 是 





对 的 ,Ufa 。 昌 的 信 内 位于 fx - ， 0 和 (> + 0) 之 间 的 村 0 
所 决定 .( 见 是 29.30.) 
表 28.3 
0 1.00 1.20 
自 . 0.52 0.64 人 .84 1.12 
02 | 02 0.24 0.36 0.56 0.84 1.20 
0 0.00 人 -0 由 .16 .36 自 .64 1 
tr 0 中 .2 0.4 站 .8 1.0 
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29 .31 


29.32 


29.33 
29.34 
2 . 35 
2. 3 


好 .37 
2. 扣 


赖 于 (z -上 0) 和 (rr+t 0 之 间 的 初始 值 . 
证 BEE 对 这 个 击 老 的 熟 东 问题 ,这 里 是 作为 试 双 情 形 ,容易 和 证明 精确 解 是 
HUr y) - 工 十 二 二 Mr 下 二 | (endt， 

因此 就 立即 得 到 所 需 结 论 . 对 更 一 般 的 问题 成 立 类 似 的 结论 . 
对 目前 的 例子 叙述 收 和 化 性 概 食 .( 注 :应 是 对 题 29.29 中 的 情况 ,) 
解 证 保持 1=1, 我 们 减 小 步 长 上 和 上 ,作为 开始 ,当天 = 开 = 直 1 时 的 一 些 结 果 列 在 表 29.4 
中 ,图 起 来 的 数 是 对 DT(0.2,0.2) 的 第 二 个 近似 值 ,因此 0.26 大 机 是 比 0.24 更 精确 ,用 天 = 站 二 
0. 的 对 这 趟 位 置 的 IT 将 得 到 值 0.27. 因 为 微分 方程 的 精确 解 可 以 证 明 是 

Lit) 二 2 十 刘 十 革 . 
我 们 看 到 U(0.2.0.2)=0.28, 而 且 当 天 和 # 沽 小 时 ,我 们 的 计算 是 朝 着 正确 解 的 方向 进行 的 ,但 是 
这 决 不 是 证 明 收 比 性 .同样 , 另 一 个 圈 圈 的 是 对 U(0.4.0.4) 的 第 二 个 近 仆 . 它 比 我 们 早先 的 0.64 
要 好 , 央 为 正确 值 是 0.32. 


























表 29.4 
0.4 0.61 0.68 
站 .了 忆 , 4 侨 .5 0. 52 恬 .61 
0.2 923 026 03 0 各 1047 和. 息 
0.1 0.10 0 04 019 0026 03 0 和 4 0.5 
了 0.00 由 .D1 .04 中 .09 0 , 10 妆 2 由 .3 中 . 49 
7 工 0 0.1 0.2 0.3 0.4 小. 和 0.6 0.7 


尽管 选取 1 = 有/ 产 >1 可 以 使 在 土方 向 进行 得 更 快 , 为 什么 我 们 不 介绍 它 ? 
解 晤 甘 确 解 TUz, 虽 的 值 依赖 于 位 于 (z - 世 0) 和 fr+ 纪 0) 之 间 的 初 值 ,如 果 >1, 计 算 在 


(zz 妇 处 的 值 将 仅 依赖 于 这 区 间 的 子 集 AB 上 的 初 值 ( 见 图 29. 11), 可 以 改变 AB 之 外 的 初 值 ,这 
将 影响 到 其 解 .但 是 不 影响 我 们 在 (z, 幻 处 计算 得 到 的 重 . 这 和 事实 不 符 . 





(GO) 


图 29.11 


补充 题 


用 硕 29.1 的 方法 求解 方程 yY + +xy=1 及 YI0=1 和 SU=U， 

用 题 39.2 的 方法 求解 前 时 . 你 觉得 哪 种 方法 更 方便 ? 

解 y+Vxy +y=eo2(0=D 和 3 人 0， 

对 六 +ay=0 有 30 = 小 yt =0, 用 题 29.4 中 的 方法 证 明 对 正确 解 y= sin(2mt+TnzA 2 An 
[(2a+1)0r/2) 瑟 的 收益 性 . 

用 题 29.4 的 方法 求 y+hay=o0y(0=o3(0=0 的 最 大 特征 什 . 

对 风 =+(yJ2 0=03yD=1I 用 题 29.5 的 方法 ， 
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29. 


3. 
29. 


29. 
29， 


29 . 
29. 


39 


45 


53 
4 


上 
5 


当 了 
58 


-物体 在 秒 内 从 册 平 线 上 升 至 100 英尺 高 ,假定 大 气 阻 访 的 影响 ,使 得 运动 方程 是 交 = -32-0.1 
一 物体 在 一 秘 内 从 (9,0) 上 升 到 (2000, 1000) ,长 麻 为 英尺 ,假定 运动 方程 是 
一 1 acosa， = 一 3 一 0.1 wsina ， 
其 中 罗 一 (re=aretanty yzr ) 求 初始 速度 . 


用 题 29.7 的 方法 求 咀 数 y(z), 使 得 | [zsz + (dz 取 极 小 ,并 且 满 足 y(0)= 人 yt = 工 


1 
臣 








把 题 29.12 中 的 方法 用 到 情形 = 一 < 一 1 0.1=ty(D=g(D=0F(z)=z(1-z). 取 1= 方 .不 
断 减 小 六 ,逐次 得 到 近似 解 ,直到 你 觉得 已 经 精确 到 阅 位 小 数 . 
取 1= 二, 重复 前 一 题 ,得 到 浦 意 的 结果 是 更 经 济 还 是 并 不 饶 济 ? 再 取 = 1 试验 “次 . 
证 明 通 过 简单 的 有 也 差 商 代替 导数 把 二 维 扩 散 方程 T, = Ti + Tw 变 换 为 
Ta 人 1 一 4 TINmsa 二 Ta 二 Tian+tn 十 Te) 
并 且 对 三 维 扩散 方程 工 = Te + To + T- 得 到 类 似 的 近似 ， 
对 于 在 区 域 sz,0<y ys1- 垃 中 的 Laplace 方 各 及 了 (0 =1T-y，T(z,0=1-z, 其 余 的 边界 


估 为 过 , 求 近似 解 . 处 理 曲 边 按 界 用 最 简单 的 方法 , 即 把 边界 值 转移 到 附近 的 网 格 点 - 取 睛 = 二 和 上 = 
去 作 试验 . 你 认为 你 的 结果 的 精 兢 称 度 如 何 


采用 Riz 近 他 HzJ=zrtl-rltco+ecir) 重 复 题 29.9 中 的 办 法 . 画 出 相应 的 曲线 并 与 真 解 进 行 比 
较 . 
对 ”= 4 的 情形 , 写 出 题 29.11 中 的 线性 方程 组 ,把 它 解 出 来 并 证 明 求 得 了 精确 值 ， 
证 明 关 于 x ,zs 的 但 导 数 和 题 29.23 中 给 出 的 相同 . 
证 明 系 数 wa,5,c 和 在 题 29,.24 中 提出 的 是 - 样 的 ， 
证 明 第 一 个 有 限 元 的 商 献 和 在 题 29.25 中 提出 的 是 一 洋 的 . 
证 明 题 29.23 中 对 两 个 三 角形 和 四 个 三 角形 所 给 出 的 结果 ， 
把 有 限 元 方法 用 于 Laplace 方程 ( 置 把 = 和 0 而 不 是 4) 在 以 人 0,0)， (1 1 (1 1) 为 顶点 的 三 角形 区 域 ， 
边界 值 由 庆 - 诗 给 出 .注意 ,这 使 得 T(z = 只 一 天 是 真 解 . 报 据 对 称 性 知 只 须 在 三 角形 的 右 半 


部 计算 就 足够 了 用 两 个 内 部 结 点 | 0, 寺 | , | 0, 之 ] 和 (1, 1) 一 起 形成 三 个 基 三 角形 , U 的 正确 全 在 


这 两 个 内 点 当然 基态 和 坊 .这 二 个 元 素 产生 什么 信 呢 ? 
对 了 .+T,+T-=0 提 出 一 种 简单 的 有 限 差 分 各 近 . 
边 值 问题 了 = nta -1yAz 一 1 yo0=lyt = 有 一 个 基本 解 ,不顾 这 一 事实 ,用 花园 漠 水 法 
求解 . 取 ”=2， 
对 ”= 20 再 试 一 次 上 题 , 麻 旺 的 性 质 是 什么 ? 
池 值 问题 ” - may= 一 22A(L1 一 ee WO=0OyCly 1 有 一 个 基本 解 . 不 闫 这 一 事实 ,用 一 种 我 们 的 
近 仙 方法 求解 , 取 ”= ]， 
取 "= 100 试验 前 题 , 麻 闫 是 什么 ? 
边 值 问题 
TU + La 有 自 了 有福 守 

UtrD = Utz Dr- Us =0Ul0o=1 
表示 木 粱 振动 ,起 初 在 > 轴 上 静止 , 且 在 =0 处 给 了 一 个 们 移 ， 这 个 问题 能 用 1.aplace 变换 求解 , 其 
结果 表 为 Fresnel 积分 .这 个 积分 必须 用 数值 积分 来 计算 .现在 用 一 种 我 们 的 有 限 差分 方法 来 求解， 


“3 


第 三 十 章 Monte Carlo 方法 


随机 数 


对 我 们 的 目的 而 言 ,随机 数 椒 是 由 随机 过 程 (如 硬币 的 投掷 或 轮子 的 旋转 ) 生 成 的 数 , 由 反 
它们 是 由 完全 确定 的 计算 过 程 所 产生 的 ,结果 所 得 到 数 集 有 各 种 统计 性 质 , 它们 统称 为 随机 
性 .上 典型 的 过 程 是 

n+ 一 imodN )， 

其 中 > 和 给 定 , ro 是 “随机 " 数 序列 的 “开端 .这 种 模 乘 积 方法 常用 作 随 机 数 的 生成 程序 . 
对 十 进 制 让 算 机 采用 
1 一 19r(mod 10)， xn = 工 
对 二 进 制 计算 机 , 当 上 是 大 数 时 采用 
= 《8 一 3)rofmod2)， Yo=1. 
某 些 生成 程序 包括 以 下 形式 的 附加 或 分 

roll= (rzn+slrmod N)， 








对 实际 问题 合适 的 简单 例子 是 
Til =【《25,1737r，+ 13, 849)(mod 65,536 )， 

由 它 产生 从 0 到 65, 535 的 整数 的 Well-scrambled 分 布 . 

数字 x, 的 序列 要 被 认为 是 哇 机 数 必 须 道 过 一 组 统计 试验 , 它们 必须 均匀 地 分 布 在 区 间 
(0,，NY), 必须 有 预期 的 上 下 两 束 数字 (例如 13, 69,97) 或 者 三 东 数 字 (09, 17, 21, 73) 等 等 .有 时 
合格 的 序列 据说 是 由 均 随 视 数 组 成 .大 概 是 把 随机 这 个 词 贸 给 真正 的 随机 装 摘 ( 轮 盘 财 ) 的 产 
品 , 在 这 一 章 中 随机 性 将 表示 产品 的 性 质 而 不 是 生成 器 的 性 质 .这 将 在 术语 上 掩盖 住 表 面 的 巴 
让. 许多 程序 语言 , (例如 Fortran》 都 在 装 在 内 部 的 可 调用 的 随机 数 生 成 器 , 很 像 它 被 车 成 一 个 
模 数 飞 法 装置 


应 用 


通过 使 用 确 机 数 , Monte Carlo 方法 解决 几 类 问题 .尽管 在 理论 上 这 些 方法 最 终 将 收 笋 于 
正确 解 , 但 在 实际 上 , 仅 达到 适当 的 精度 .这 是 因为 收 化 速 度 极 复 ,有 时 Monte Carloe 方法 用 来 
对 加 速 改进 算法 求 得 好 的 起 始 值 , 提供 两 类 应 用 . 
1. 模拟 足 指 对 “实际 "现象 提供 算法 模拟 的 方法 .在 广义 上 这 描述 了 应 用 数学 的 一 般 概 
念 . 例 如 微分 方程 可 以 模拟 导弹 的 飞行 .但 是 在 这 里 模拟 这 个 术语 是 指 Monte Carlo 方 
法 中 大 机 过 程 中 的 模拟 .经 典 的 例子 是 中 子 向 反应 器 的 屏障 运动 的 模 氮 . 它 的 曲折 的 
途径 为 算术 随机 游 动 所 模拟 .( 见 题 30.2 和 30.4) 

2. 抽 祥 是 指 通过 研究 小 的 随机 子 集 , 推出 一 个 大 集合 元 素 的 性 质 的 方法 . 上 是 FLz ) 在 一 
个 区 和 间 上 的 平均 值 能 通过 在 这 区 间 内 点 的 有 限 随 机 子 集 的 平均 值 来 估计 . 因为 六 z) 
的 平均 实际 上 是 一 个 积分 ,这 就 相当 于 Monte Cario 方法 和 近似 积分 .作为 第 一 个 例 
子 ,单位 圆 上 一 组 N 个 随机 点 的 重力 中 心 的 测定 可 以 用 下 百 个 或 几 千 个 这 种 集合 作 
衬 本 来 研究 .( 见 题 30.5) 











题 解 


30.1 ”什么 是 随机 数 , 它们 是 如 何 生成 的 ? 
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和 解 上 医 为 -个 简单 却 有 益 的 例子 是 从 数 01 并 始 , 习 以 13 得 到 13, 再 乘 以 13 并 去 掉 吾 位 数 得 
到 69, 以 这 种 方法 进行 下 去 , 纵 续 箭 以 13 除去 模 100 产生 了 以 下 两 位 数字 的 序列 
01, 13, 69,97,61,93, 09,17,21,73,49, 37,81,53,89,57,41, 33,29，77， 
77 以 后 ,序列 再 从 0 开始 . 

已 产生 这 些 数字 的 方法 毫 不 随机 , 但 是 这 些 数 字 还 是 被 镍 为 随机 数 .假如 我 们 把 它们 放 到 从 00 
到 向 的 刻度 尺 上 . 它 扫 显得 是 相当 均匀 地 分 布 ,对 刻度 尺 的 任 一 部 分 没有 -点 避 圳 .从 01 开始 再 后 
问 ,连续 地 取 这 些 值 , 我 们 发 现 10 次 增加 次 减少 ,将 它们 职 成 二 个 一 组 , 我 们 发 更 两 光 增 如 (诸如 
01, 13, 69) 与 两 次 臧 少 一 起 出 现 大 约 一 半 的 时 间 . 正 符合 概率 论 理论 所 提示 的 .随机 数 这 个 术语 是 应 
用 在 一 串 数 上 , 它 通过 合理 次 数 的 随机 性 的 这 类 概率 试验 .当然 我 们 的 序列 志 短 对 任何 有 经 验 的 试 
验 还 站 不 住 脚 . 假如 我 们 数 出 三 个 增加 ( 谱 如 01,13, 69,97) 与 二 个 减少 … 起 ,我 们 发 现 比 它 们 本 该 如 
此 的 还 多 .所 以 我 们 不 能 期 望 太 高 .正如 它 的 本 来 面目 ,这 个 序列 比 我 们 以 5 为 乘 数 所 得 到 的 还 要 好 
一 些 , (01,05,25,25, 25. … 它 科 在 任何 意义 下 都 不 是 随机 数 ), 一 个 小 的 莱 数 诸如 3 会 导致 101,03， 
09,27,81,…》 这 一 直 疝 增加 前 进 , 简直 不 是 一 个 好 龙头 , 看 寿 好 好 地 选择 “个 大 的 洪 数 , 可 能 是 最 好 
的 . 
在 中 子 穿 过 原子 反应 堆 的 铅 悦 障 运 动 的 模拟 中 庶 用 前 问题 中 的 随机 数 . 


解 t 征 为 了 简单 , 我 们 假设 每 一 个 进入 屏障 的 中 子 在 擅 到 铅 原 子 前 ,行进 距离 万 , 然后 这 个 中 子 
以 随机 方向 弹 回 来 , 并 瑟 在 它 的 下 一 次 捧 击 中 又 乞 进 距 商 吕 . 再 假设 屏障 的 厚度 是 3P, 尽管 这 个 厚 
度 不 足以 适当 的 阳 护 .最 后 很 设 所 有 的 中 子 每 -个 能 经 受 十 次 所 击 .进入 的 中 子 有 多 少 比例 能 穿 得 
这 和希 屏障 ? 假如 我 们 的 随机 数 被 解释 为 方向 (图 30.1), 那 么 它们 可 以 玫 来 预测 弹 回 的 随机 方向 . 伍 
烙 从 0 开始 将 得 到 图 30.2 中 叭 组 表 示 的 路 线 . 这 个 中 子 在 四 次 擅 击 后 就 穿 过 了 . 第 二 个 中 心 沿 着 图 
30.2 中 的 实 线 存 十 次 撞击 后 停 在 屏障 内 . 枫 在 明 乌 对 实际 企图 我 们 没有 足够 随机 数 . 不 过 可 参见 是 
30. 3， 





图 30.1 
图 30.2 


30.3 “如何 能 产生 更 广 证 的 随机 数 供应 ? 


解 吞 渴 在 有 相当 多 的 方法 , 但 是 其 中 最 好 的 是 用 题 30.1 中 的 模 乘 想法 .例如 , 递 推 公式 
xi 一 加 zfmol1027， To 1 
产生 了 有 很 好 的 统计 性 质 ,长 魔 为 5.40: “的 序列 . 它 适 合 于 二 进贡 机 器 . 递 推 台 式 
xi1= (8Bt-3)zrofmodl2 0= 
产生 了 有 一 定 统计 性 质 的 一 列 数 1,5,9,…, 公 一 3, 它 适合 二 进 制 机 器 . 数 ; 是 任意 的 ,但 应 过 大 的 以 
偶 间 上 的 过 程 太 长 .在 这 两 种 方法 中 ,* 代表 计算 机 的 标准 字 长 ,在 十 进 制 机 器 中 多 半 “= 10. 二 进 制 
机 器 多 半 * = 3 了. 


数 俏 分 析 








30.4 ”用 一 种 好 的 随机 数 供 应 继续 题 30.2. 


解 “上 在 十 位 数字 机 器 (: = 10) 上 用 亚 30.3 中 第 -个 序列 ,就 得 到 下 面 给 出 的 结果 .这 些 是 


Monte Carlo 方 法 的 典型 站 果 , 朝 正确 解答 的 收敛 很 慢 .好 象 有 28% 将 穿 透 铬 载 ， 因此 必须 用 更 厚 的 
猴 屏障 . 


试验 数 5s.000 10.000 15, 000 20,000 





穿 透 百 分 比 28 .6 28.2 28.3 28 .4 


假设 在 单位 圆周 上 随机 地 选取 N 个 点 ,我 们 能 预期 其 重力 中 心 降落 何 处 ? 
解 ”g 藻 突 据 对 称 性 ,其 重力 中 心 的 角 坐 标 应 均匀 分 布 , 即 角 的 位 置 彼此 相同 , 它 的 径 坐 标 更 有 趣 ， 
我 们 通过 抽样 技 术 来 通 近 它 . 题 30.3 中 的 序列 中 , 每 个 随机 数 前 面 可 加 上 十 进 侧 小数点 (或 二 进 


制 ) 并且 乘 以 2x. 结 时 是 0 到 2r 之 间 的 随机 角 勾 , 我 们 用 它 来 测定 单位 圆 上 的 随机 点 .把 YY 个 这 种 
随机 点 放 在 一 起 ,它们 撮 重 方 中 心 在 


症 1 呆 
y "cos 有 ， 于 二 了 ,sin 如， 


2=1 六 += 了 

径 举 标 是 r= v 和 喇 + 和 .把 区 间 0sr<1 分 成 长 为 3 的 子 区 间 , 下面 我 们 提示 这 个 特 天 的 r 值 落 在 
哪个 子 区 间 . 于 是 取 N 不 随机 点 新 的 取 禅 , 并 重复 这 全 过程 .用 这 种 方法 ， 我 们 得 到 了 径 坐 标 分 布 的 
随机 和 近似 .6000 过 种 取样 ,对 N = 2,3 和 4 的 情形 的 结果 在 表 30.1 中 给 出 . 冠 凡 Freq 的 列 给 出 了 重 
力 中 心 出 现在 每 个 子 区 间 ( 从 中 心 向 上 ) 的 真正 的 频率 . 冠 以 Cum 的 列 给 出 了 累积 的 部 分 ,对 十 N = 
2 的 情形 ,这 累积 结果 还 碰巧 刚好 是 (2/r)Jaresin(r/2) , 它 作 为 一 种 精度 检查 , 注意 我 们 大 约 有 三 位 精 
度 . 





甫 30.1 
天 二 辽 理 三 入 玖 二 寺 

Freq 人 um 下 xaet Freg Cum Freq Curm 
1 121 全 .01973 自 .09 3 0.D001 36 总 . 005 
2 133 0.0413 眉 .0398 37 全 .007 87 总 ,01 名 
和 126 人 .0618 站 .1059 向 站 -17 128 站 .038 
结 124 上 .92 总 站 .0798 07 站 ,02 169 全 .063 
5 329 眉 , 如 30 性.0999 乱 站 .043 209 昌 .094 
在 ]11 心 .1211 0.1201 113 站 .061 192 自 .12 入 
了 123 .1411 号 .1404 141 0.084 26f6 收 .103 
多 115 人 故 .1398 0.1609 132 虱 ,112 289 号 .207 
和 129 路 .1808 收 . 1816 224 0 149 了 3 洛 全 .242 
10 142 用, 2039 攻 .2023 33 必 203 31 和 6 D.290 
11 123 与 .224 人 0.22334 466 人 ,279 333 全 ,34 
1 138 修 ,2454 具 .44 了 344 0 335 36 0 394 
13 126 总 .206 0.2663 281 和 .343 SS3 攻 , 448 
14 1S7 日 ,2925 全.2883 38 0 42 名 365S 日 .503 
1 2 和 0.3130 由 .3106 269 蜂 , 473 363 站 ,358 
16 123 性 ,3333 作 33333 25S 攻 . 514 405 避 . 丰 1 和 
17 130 人 .3577 站 33 223 由 35 333 所 .0672 
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30.7 











3379 ， 














续 表 
所 二 衬 所 二 了 2 填 

了 req 人 um 下 xset Ereq 人 um Freq 人 um 

]8 158 0.3835 自 . 3803 189 蜂 了 81 233 口 , 了 10 
19 135 0.4054 日 .4047 208 全 , 丰 1 275 从 ,751 
2 148 0.4295 昌 . 4298 185 导 .和 二 202 站 .9 
2 157 站 .4551 站 ,4558 215 恬 .680 ] 汪 2 身 - 吕 1 各 
22 1 和 8 .4808 避 .42 197 总. 了 12 ]1359 站 .842 
23 133 0.5090 U.S106 183 丰 - 刘 袜 163 由 866 
3 190 日 . 33998 自 .5399 201 和 .775 ] 和 此 站- 892 
25 191 U 5710 总 .5T08 18B 站 .805 167 日 . 9817 了 
26 211 站 .6053 癌 .603 吕 183 0. 833 131 由， 93 各 
27 197 0.6374 站 . 丰 393 163 站 ,862 02 币 多 
机 247 必 .0776 由 .各 783 176 自 . 攻 9 37 自 . 的 5 
29 262 日 - 7202 0.7221 170 站 .9 3 自 -97 
30 308 全 .7 了 70 站 .7737 了 全 自 . 引 44 376 站 .号 8 
3 424 日 .83944 站 .名 4 日 7 163 品 . 呈 7 4 自 ， 89 和 
32 987 1.0000 1.0000 1 始 1.000 27 上 .000 

通过 使 用 随机 雍 动 的 取样 方法 求解 边 值 问题 
T +T -0 ，T(0y) = Tby)=Tr,1 =0，T(z,0) =1. 


解 ”5 和 这 是 一 个 不 带 有 明显 统计 风味 的 问题 . 它 可 以 转化 为 适合 于 Monte Carlo 广 活 的 形式 . 丫 
悉 的 有 限 差分 近似 导出 一 组 离散 的 点 (在 图 30.3 中 九 点 ), 在 每 一 个 这 样 的 点 上 下 面 的 方程 


Ts - 于 (Ta+ T, +T, + Ts) 


使 得 每 -个 了 值 是 它 的 四 个 邻 点 上 了 值 的 平均 ,这 种 妃 个 
方程 的 相同 集合 在 题 26.29 中 曾 遇 到 过 ,每 个 未 知 量 代表 
迷路 的 狗 最 终 出 现在 我 们 图 中 南面 的 边 上 的 概率 . 也 可 重 
新 解释 为 回廊 迷 官 .尽管 取样 近似 在 这 里 不 是 最 经 济 的 ， 
但 是 了 解 它 是 如 何 进行 的 是 很 有 趣 的 .例如 一 条 息 构 的 狗 
在 位 置 1 出 发 , 我 们 产生 了 一 个 随机 数 .根据 这 -随机 数 


了 区 四 | 二 | [于 二 [到 本人 
的 哪 -个 ,我 们 的 狗 从 北方 ,东方 ,南方 或 者 西方 朝 下 一 个 


交点 运动 ,我 们 检查 看 着 这 样 是 否 把 它 带 出 迷 家 .如 果 没 
有 ,就 产生 了 另 一 个 随机 数 , 并 且 进 行 第 二 次 运动 . 当 狗 最 





图 30.3 


后 出 现在 某 处 ,我 记录 这 是 否 是 南面 的 边 或 者 不 是 .然后 ,在 位 置 1 处 的 新 的 虚构 独 叉 出 发 ,并 重复 
这 种 行动 10 000 次 这 种 计算 机 取样 的 结果 有 的 5 次 成 功 地 在 过 面 出 口 处 出 现 .这 就 使 得 成 苏 的 概率 
是 0.0695. 这 应 该 和 用 Ganss-Seidel 适 代 求 得 的 结果 0.071 进行 比较 . 后 省 是 更 精确 .但 是 用 取样 方 
法 解答 分 方程 两 点 边 值 问题 的 可 能 性 在 更 复杂 情形 下 可 能 是 用 的 . 


用 述 用 Monte Carlo 方法 进行 积分 的 近似 计算 


解 和 5 最 简单 的 方法 可 能 是 通过 平均 来 求 积分 的 近似 信 ， 
四 1 站 

| Areaz= 方 Az) 

这 里 = 是 (a, 与 中 随机 地 选取 .例如 , 假如 我 们 刚好 使 用 题 30.1 中 的 最 移 互 个 随机 数 , 每 一 个 在 前 


面 加 上 小 数 点 ,于 是 我 们 有 


1 
| 工 由 工 2 工 (2.40) 2 0.4 名 ， 
0 5 


而 这 个 正确 信 是 二 ,我 们 还 求 得 | zzdz 0.36 ,而 它 的 正确 值 是 3 .对 于 同 磋 的 积分 , 当 N = 00 
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哲 . 始 


30.11 
3.12 


了 珀 .13 


30.14 


30 ,15 


30.16 





用 题 30,3 中 较 长 的 序列 ,结果 分 别 得 到 0.523 和 10.316, 误 关 大 约 是 5% .六 不 太 精 确 ,但 在 商 维 息 分 
的 情形 有 同样 的 精度 ,而且 Monate Carlo 方法 比 其 他 积分 算法 好 . 


补充 题 


用 .= rz(med 100) 生 成 20 个 中 机 数 的 序列 ,你 自己 选取 乘 子 -. 像 在 题 30.2 中 那样 ,用 这 些 数 去 
模拟 三 条 或 上 四 条 中 子 的 路 线 ， 
用 题 30.3 的 那 种 序列 , 像 在 题 30.4 中 那样 1000 个 中 子路 线 .对 厚度 为 5D,40D 和 20P 的 锁 屏 障 重 
复 进 行 , 防护 效应 是 怎 祥 增 加 的 ? 
模拟 在 平 而 上 的 1000 沾 点 的 随机 运动 ,每 一 次 运动 是 25 步 ,等 步 的 长 度 相 等 . 设 每 次 运动 在 (0,0) 
点 开始 , 而 且 每 步 旺 随机 方向 .计算 从 (0,0) 点 开始 到 4,9,6 和 25 步 后 的 平均 距离 . 


用 随机 数 近似 计算 | Tainzdz 











用 随机 数 近 似 计 算 
[ | f ff [ dadadcadDdEdE 
网 加 加 国 风 01+ 疝 + 及 + 避 + 也 十 三 + 开 
高 尔 夫 球 手 A 和 旦 有 以 下 记录 
得 分 即 8&1 82 8 84 85 86 87 88 89 
及 5 5 的 20 10 
也 5 S 10 40 2 10 10 


A 行 各 行 的 数字 表示 每 人 击 中 所 给 线 号 的 次 数 .假设 他 继续 这 种 性 质 的 玄 戏 , 而 且 信 允许 B 每 轮 
四 次 击 中 (意思 是 也 可 从 他 的 记分 中 减 去 四 次 击 中 ) .模拟 这 两 人 间 的 1000 次 比赛 .入 多 入 打 彤 B 一 
次 ? 他 们 多 和 久 打 平手 -次 ? 

A,B 和 CC 每 人 有 普通 的 一 包 卡 片 ,他 们 进行 了 洗 牌 并 且 每 人 随机 地 排 开 一 张 卡片 ， -= 总 卡片 显示 的 
可 以 包含 1,2 或 3 不 同 的 花 式 , 赢 者 岂 定 如 下 : 


显示 花 式 的 数字 1 2 3 
赢 者 是 太 名 袜 





取代 捧 开 了 的 卡片 就 完成 了 这 游戏 , 假如 进行 很 多 次 这 种 游戏 ,每 人 多 久 赢 一 次 ? 初等 概率 能 求 出 
每 个 答案 ,但 是 通过 每 次 产生 三 个 随机 数 来 模拟 真实 的 游戏 , 按 下 面 的 阁 式 贝 定 花 式 ， 


-一 


< 攻 到 区 癌 内 “| [0 工 ] [十 十 ) | 去. 主 ) 【至 








花 式 是 SS H 瑟 己 


樟 球 手 在 -~ 次 比赛 中 平均 0.300 轮 到 四 次 做 打手 ,他 分 别 击 中 0,4 2 3 和 4 次 的 机 会 是 多 少 ?” 能 用 
初等 概率 求 得 等 案 , 但 是 要 用 模拟 求解 . 
在 * 回 到 有 堆 的 第 一 人 "游戏 中 ,两 个 参与 者 轮流 把 同一 个 指标 点 向 后 或 向 前 移动 各 过 棋盘 ， 





指标 点 在 0 开始 , 参与 者 A 开 始 并 且 一 直 向 右 运 动 而 B 间 左 运动 .运动 的 正方 形 的 数字 是 由 投 般 子 
次 定 的 . 停 在 0 处 的 第 一 个 人 就 是 赢 者 ,假如 指标 点 艳 出 棋盘 的 任 一 端 ， 游戏 为 平局 , 指标 点 加 到 0， 


30.17 


30 .1 会 


3 .19 


30. 加 
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同时 由 参与 者 A 开 始 新 的 孵 戏 .A 赢 的 可 能 性 有 多 大 ? 用 概率 论 不 太 容 易 水 得 答案 , 二 模拟 方法 进 
行 求解. 

把 整数 1 到 N 进行 随机 地 排列 .没有 整数 在 它 的 自然 位 贺 的 可 能 性 有 多 大 ? 这 就 是 苦 名 的 " 重 数 问 
题 ”而 县 用 概率 论 解 并 了 .不 过 在 这 里 可 选取 某 些 AN 的 值 用 模拟 方法 上 解 . 

产生 二 个 随机 数 .按照 增加 的 次 序 ri< za< xs 排列 它们 , 重复 许多 次 ,并且 计 算 xi 的 平均 什 , ra 的 
平均 值 和 za 的 平均 值 ， 

搬 设 票 求 随机 数 ? 非 均 匀 分 布 , 密度 是 六 9) .这 种 数 > 能 由 均匀 分 布 的 随机 数 * 通过 使 两 者 的 尖 积 
分 布 相等 而 产生 , 即 


| dr = | .romay、 

对 于 特殊 情形 护 ) =e ,说明 从 zx 可 计算 出 y 是 多 少 ? 

对 于 正 态 分 布 KJ)=e ?7vV2r ,前 一 问题 中 的 方法 比较 麻烦 . 道 常 可 供 选 择 的 方法 是 从 (0, 1)? 的 均 
与 分 布 产 生 12 个 随机 数 x, 再 对 它们 求 和 并 减 去 6, 这 是 因为 常常 用 零 的 平均 值 代 蔡 正 态 分 布 较 体 

这 一 过 程 是 依赖 以 下 事实 , 即 若干 个 泡 匀 分 布 的 随机 数 的 和 是 接近 于 正 态 分 布 的 .用 它 果 产生 100 


或 1000 个 随机 数 


12 


> = =) -6 


然后 再 检查 产生 的 数 y 的 分 布 .它们 中 间 多 少 是 在 区 间 (0,1),(t,2)》,(2,3) 和 (3,4)? 内 ? 相应 的 负 区 
间 庶 有 类 似 的 份额 
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1.39 1+4.018, 仅 害 两 项 ， 

1.40 -0.009. 

141 N=100,N =10,000. 

1.42 0.114904,0.019565,.0.002486,0.000323,0.000744,0.008605. 
1.43 0.008605， 

1.44 算出 7=0.119726， 

1.48 0.1494 近似 . 


1.49 超过 也 ,上 混 ; 才 以 下 ,下 滋 . 


二 进 制 的 点 , 近 电 . 

1.57 工 | 适合 于 出 租车 ,上 。 道 合 十 国王， 

第 二 章 

11 {z-1)fzz+1)， 

12 3, 一 3,3,， 一 ,3， 

13 证 )》=2zr 一 之 2， 

,15 “最 大 的 估计 误差 =0.242: 实 际 误差 =0.043 . 
16 站 =1.11, 人 六 =1， 

17 多 = 一 1.75 太一 2. 


em 
mm 
双 


tt 


1 4/r 本 


旺 守 +7zfr1)+6xrfz 一 1Ifz 一 2). 
,1 3)， 


吕 
司 


4 防 付 分 全 为 34， 
As = 总 赔 一 辣 yo 并 且 , 现 用 我 们 对 于 4 阶 差 分 的 结果 . 


全 
Je 
和 


到 1 
， 





Cu 
em 
人 


误 +1 下 TEL 
16 5 阶 差分 是 5.0,， -5. 
,17 将 y> 改 为 0， 
.了 2 1,3,7,14,25,41. 
.23 和 几 =0,1,5,18,36,60; 闪 =0,0,1,6,24,60, 120， 
人 有 二 24,30,.36; 和 办 =60.90,126; 次 =]120,210, 336， 
.25 将 113 故 为 131， 
站 = 二 3233 二 3 
,227 3， 
.28 各 一 2). 
到 [和 《- 20， 
对 盖 分 的 正弦 使 用 恒等式 ， 
对 差分 的 余弦 使 用 恒等式 


忆 4 
| 
听 


凤 加 
0 
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补充 是 答案 


“ 388， 
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未 .23 


起 .234 


本 .了 


2 10 8 
120，720,， 9 295， 一 8 
1] 1 1 3 日 27 
了 "5675S04” 4“287280 


20,1,0, 一 1 , 划 . 











9 81” 243 
4.26 4 阶 盖 分 全 为 24. 
纯 .27 4 人 ，E2 有 (2324 友 ，24. 
4.28 卫生，20 开 (60 开 人 12 人 天，120) . 
4.29 283 一 7&2 十 98 一 了 . 
站 1552 十 85 -2243 十 271E2 一 1T18E 二 1. 
4.3 半 丰 人 二 4 全 十 28 人 9 一 280) 十 上 
.3 3 一 5 下 (09) 十 了 3 天 12) 十 53 到 人) . 
.33 和 WW 一 53+135 点 十 90R2 一 90 有 3 十 13 呈 、. 
4 34 是 央 二 150 -30 雪 一 180&2 + 的 大， 
4.35 31,129,351. 
4.36 10,45,126. 
和 .37 了， 
汪 .38 4， 
.39 KG3A3. 
4.40 CA4. 
了 0， 了 工 ，t2 
才 . 症 和 3 十 全 克 。 
了 工人， 
4. 和 2 了 人 + 本 雪人 ) . 
本 43 一 1 十 主 ) 
第 五 章 
5.9 二 [arle- 12)] 
， 5 ， 
5 2 人 (+1)274， 
5.11 利用 该 埋 实 本 = AAA AT-T， 
$.13 利用 该 事实 和 = 一 丰 人 TARET1)L]. 
上 
5.13 二 . 
了 
5.14 二 ， 
5.15 《Rs+4R2 二 及 ?AL 一 相关. 
5,.16 26， 
1 
5.17 “本 ， 
5.18 jlog(m+1). 
SN+1G DG+D 
了 = 
1 1 1 1 1 
S.20 二 1+ 六 + 本 + 全 二 
5.24 用 5(R) 表 未 该 和 , 则 Sr1(RR) = RS'( 民 ) 可 用 来 依次 计算 每 一 个 和 . 
1 1 1 
号 .22 3=IT + 本 + + 
5.23 内 二 log2+]og3+…+]og( 开 一 1 
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8 一 2 一 4)764j [8 一 4 一 6 +( 一 有 rr 一 )]. 


1+ + 六 < 





I0 6+18(r-3+90z 一 3)fr-d+(r-3fz 一 dr 一 5)， 
1 4 次 足够 了 ,ztz-1)[ 二 -地 Cz-2+ 十 (z-2(z-3)| 
12 1+z+ 人 ztz-D+ 二 7(z-1D(e-2)、 

14 了 22 -67， 

15 于 z -2z2+ 了 zi 在 > -4 上 配置 ,但 在 上 = 5 上 不 配置. 

16 和 否 ,3 次 

.17 和 否 ,… 次 . 

18 (7zr2 -076 在 (- 2, -1) 与 人 1,2) 内 较 大 . 

.19 (7z -2)76; 自 变量 不 等 想 . 


.20 本 - 177 二 一 2)， 
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= 了 = 了 
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一 机 


-3 


下 


. 扫 1 下 [人 +TDEOETD-RCEI(-2] 


3 1+ 和 +28( 有 411) 人 ETD(R+29 + 二 RETT)(R+2J(8+3， 


.34  ]20+60 开 +128(R+1T) 十 天 (一 1 十 二 ) . 
,36 2r 一 3e2+d3. 


.3 1 二 直 一 二 (是 -. + 本 GE+ DA + 二 (8 + 一 1(R 二 27， 


上 


.38 141 下- (+ 和 关 一 六 (TD 一 1 二 全 (下 二 2)( 二 了 二 (下 一 1 
了 9 寻 +368 十 胃 ( 才 -1 十 ( 作 二 1) 天 (下 一 1 


工 四 上 _ 1 
.40 1 一 全 中 (中 ] 二 《 让 十 1 下 (有 人 到 一 了 


,42 1 下 二 于 ( 玫 + TD)R2( 直 一 1) 
3 1 >， 
-43 当 r=1 时 有 = 和 yy 一 2+ 人 并 二 本 二 ， 


60- 24( 开 一 1) 二 4 开 十 1 下 (十 一) 一 入 天下 一 于 下 二 他) 


+ 二 [02 -902-DR- CDAG-2)(R-3)] 


. 4 一 2( 肛 -1 二 二 [本 一 1) 二 《人 - 1( 一 分 ]， 
.和 7 42+36| z -村 | +2LA-D+[t- 二 jet-D， 


.加 1 二-1D+ 汕 作 - DR TD 


第 八 章 


3 





{ 开 -1 一 4 人 人 一 有 开 ( 福 一 4 人工 ( 宇 一 1 六 瑟 二 人 
生 -24 145 + -人 妇 


-工人 二 = 和;,(2)= -1 2337=0,yfS1 = 1 


16 4454+4x(z- 1)Cc 一 4M 一 5 


-11 雪人 人 LU 2 二 3 03) 一 84. 








号 .卫生 ao 一 辽 1ai= 15ics= 个 ， 
2 症 41 有 





3 1 30 30 
| 工 -4 





补 铭 题 答 案 38。 























(7 〖 2fr - zn) 
8 上 jarz-rooa 
【 工 一 0 [| Zr 1 ， 
(了 1 宇 1 一 开 0 jn+rG-zoo| 
_ 了 1， 了 1， _ 工 
8.23 1 阶 ， 2 3， 1i2 阶 ,3 ， 了 53 阶 ， 6 
站 -24 1 工 一 z 十 之 xz (> 1) 人 (了 1 了 一 4) 
2 1 . ti 工 . 1 
8.25 1 茸 , 3 ,0， 了 记 阶 ， 3 了 53 阶 ， 全 
$.26 一 1. 
8.27 16zr+gcrtzz 一 1) 一 3rfzr-lr-2)-rrvtr-2z 一 4)7(37=84， 
第 九 章 
9.22 Co=Ci=oci=Ci= Ca= - 弛 ， 
9 So(r)=(2 一 了 T)3A6-7tr 一 li2-(2 一 工 )A6+19 芝 一 1)1234 
Si(z)= -7(3- zl2+tr-2)376+19(3-)A12 一 (一 2)76. 
9.34 直人 全 为 零 ， 
9.25 d 为 y 的 二 阶 均 差 的 6 倍 , 除 端点 条 件 外 所 有 方程 还 原 为 3c = 中、 
第 十 章 
]0.8 22 一 工 ?. 
10.9 .4 4 了 十 中 
10.10 35 一 8z4+6zr3， 
10.11 Pitz)= 本 zspa(r) -2- 于 (4 一 工 )， 
10. 1 四 (Tr)= zal4- 了 )A16,p2fzr)=2-(4- 工 ) zl/16. 
19.18 zi-272+1， 
10 16 2z4 .7 十 1. 
10 17 .3 一 2+1. 
第 十 一 
11.20 sinzr 二 zyr- 了 sp3 +z5A5S -7 + 对 于 奇 次 ”i 
cosz 二 1 一 Y2A21 十 工 4A41 一 zs761 +… 对 于 侦 次 nm， 
11.231 tsine .xztlAfn+1l)t 对 于 这 2 个 函数 . 
11.22 交 = 了 . 
11.23 7m 一 8 一 12. 
24 DA 
Te 
2 ,13 1 :5 Ts 
1.27 + 信人 二 全 让 189 十 训 关 人 二 
第 十 二 章 
12.31 1.0060,1.0085, no. 
12.32 1.0291. 
12.33 1.01489. 
12.34 1.12250. 
12.35 1.05830 . 
12.36 0.12451559、 
12.37 “0.14295 
12,.38 1.4975. 


“38 白 ， 








数值 分 析 
12.39 1.4975. 
12.40 0.1714,0.1295,0.0941 . 
12.41 0.02. 
12.42 0.006， 
这 .43 站 .25,0.12. 
12.45 ”天 约 1 
12.48 对 于 了 >1 大 约请 = 和.15， 
12.49 了 
12.51 15.150. 
12.52 0.841552021 . 
12.54 1.16190,1.18327,1.20419, 最 后 一 项 舍 去 3 个 单位 ， 
12.55 1.20419,1.22390, 酚 者 和 多少 带 有 误差 
12.56 误 益 =x4-7r2+6ziE=0 解 释 误 差 为 0. 
12.5y 幸运 的 值 . 
12.58 10. 
12.59 24. 
12.60 与 1， 
第 十 三 章 
13 .22 六 放 = 人 wya 十 | 艳 一 二 | 1213 十 一 各 二 9ayi+ 钴 一 全 二 站 104yi， 
5 一 104 十 下 一 1 和 5 
120 区 is 
用 2 全 一 A3 ya 一 | 开 - 寺 | 人 9172 十 12 和 2 一 12 一 20849ip + 狂 5 二 18590， 


卫 . 
13 
1 二. 
13 . 
13 
13 . 


23 
24 
25 
28 
29 
31 


页 人 由 ) 人 3 一 全 yp 十 | 中 一 工 | pt 二 二 ( 直 一 下)@539112， 


40 一 My | -二 | 5 835， 
0.4714， -0.208,0.32， 

预测 近似 误 盖 10 ;实际 误差 0.000038， 

最 大 含 入 误 益 约 为 2.5EAR 对 于 表 13.1 它 变 成 0.00025. 
精确 结果 为 了 = rr2,y=1. 

1.57 

有 5 一 3FEA8A iee0.11， 


第 十 四 章 


14， 
14 . 
14. 
14 . 
14， 
-4 


14 


14 . 
14 . 
14. 
14 . 


14 ， 


]14 


41 
42 
和 
44 
45 


2 
53 
5 
人 


看 


.看 了 


Pss3A100. 

=10.69564, Ai1=0.69377 (0441 2)73=0.69315. 
0.69335. 

0.6931, 无 须 校 正 . 

天 = 站.14. 

梯形 公式 尼 /3 门 电 ;Smpson 公式 为 0.014， 

精确 值 为 rr4=0.7853982 . 

推 确 值 为 1.4675. 

0.36422193， 

9.68848、 





ai=al=1an=1550 一 人 和- -四 一 1 
站 .807511 . 


补充 题 答案 .387 ， 





第 十 五 章 


4.56 1.0000081 . 
冰 .57 1.5. 
15.61 工 |=1, Ti=1-z 一 2 -4r+zrL3=6-18z+9z2 一 工 ?， 
L4 一 24-96r+72c2 -16r3+z4 工 =120- 600r+600z2 一 2007r2+25z 一 之 
15.638 ”精确 值 是 5， 
4. 的 准确 到 5 位 是 0.59634. 
15.71 1 =1, HI -2x,H)=4r2-2,H3=8zr3 一 12z,H4= 16z4 -48z2+12,H5=3277- 160c" + 120z. 


15.73 CI[ 吉 一 有 | 4 /| 443(0) | :3RA4， 
3.77 了 2.128. 
17.78 口 ,587， 
1s5.80 了 .404， 
15.8] 3.82， 


第 十 六 章 


16.13 0.5 与 -0.23, 与 精确 值 0.5 及 -0.25 相 比 ， 
146.]5 1.935. 
1 .8 一 中 .797. 


第 十 七 章 


17.50 ja- 一 1 一 2)73. 
地 .51 (aa+1)2nM2n2+278 一 1)712. 
3 2 太 十 3 





17.52 才 -2W+lgaT2 
了 1 1 1 上 
17 .55 1 3 HT+A+2+ AT3) 
]7.57 “0.6049. 
]7.61 大约 工 = 介 , 了 ， 
17.62 至 案 为 8. 


17 . 弛 大约 上 =0.7， 


开 2n+1 《21 十 了 2 
(28 +1)1 《2 二 2)2 一 工 
17.65 0.798. 


17.66 0.687. 

17 ,67 “0.577. 

17.68 1.1285. 

17.73 和 @, = 了 

17.78 “在 4 项 之 后 ;此 法 提供 CA:0.5769， 
17.86 在 了 项 之 后 . 


第 十 八 章 





17 .人 23 大约 工 =10. 











,31 =| 4+ 二 下 | 除外 ， 
18.32 1,.313etc.i2-(-1Tt( 2-1)+2， 

18.3 令 业 =( 人 -1 A( 的 当天 >0, 得 到 姑 =( 站 一 1 (22 1) 
127 

64 


ss |[ 亲 =] 关 可 癌 - 寺 大 ?= 


茎 .好 


8 


数值 分 本 








18.40 芭 (1 
机 


和. 41 0300) 一 31ar4/90, Of 一 31 | 向 一 六 二 | 


1. 相 这 4 


311 1 
攻 .43 2 16， 


18.44 证 二 | =0.0365.4| 卫 | -0.7032.4| -二 | = |.9635. 


18.45 取 任 意 大 的 负 值 . -~ 
了 了 | _ 工 下 
18.46 壮 W0) 4 甩 二 - 
1 工 31 工 | 3 
.47 了 外 0 下 ,| 二 -| 
18.50 5( -1 一 3 一 2) 
18.52 由 + 玉 (一 二 )， 
18.53 六 十 理 34 Tacos 有 十 3sin 玫 Ja2+ 天 )， 
其 中 心 = cosz -7eosli+ 12,5=3in2 -7sinl， 
由 =(3a -acosl-BsinlyAfa2 十 百 2)， 
B=f-d4a+tccsi+sint)Afae2 + 百 ]， 














了 ]/ 
18.54 | .4 -二 +28| -十 | + 3K2 一 BR 二 4 | 727. 
过 [二 | 
18.56 | 2 六 | . 
18.57 [| 一 coskg 一 富 sinig 42 aliasg= - 辣 sng= 全 
18.59 ua<0， 
1 1 3 上 
18.60 证 (3) 一 庆 ( 一 1 六- 有 起 一 1 


18.61 振荡 的 ,线性 的 , 指数 的 . 
18.65 [1 (一 1 


第 十 九 章 


19.76 “ 精 允 值 是 1. 

49.77 .4060059. 

19.78 “精确 解 为 妆 史 +237 一 37， 

49.79 “精确 解 为 rzy + ze 一 |. 

19.80 “精确 解 为 log(z2+ 史 ) = arctanyA 开 . 
19.81 4 天 ,18 小 时 ,10 分 . 

19.82 4. 


19.83 ”精确 值 为 二 areran 二 
19.84 “精确 解 为 z= - VT 阅 +logt1+ VT 二 开 ]73， 
第 二 十 章 


20.16 参看 题 19.87. 
加 ,19 age 一 1 研一 (2 下 198 1 红 := 和 当 十 >>1， 
20 20 对 264 的 4 次 Taylor 近 个 为 6.2374 与 准确 值 0.014996 相 比 较 ， 


第 二 十 一 章 


24.57 yy=0.07 关 +4.07. 
21 .58 4 .49,4.63,4.737,4.91,5.05,5.19,5,33,5,47,5,.61,5.75. 





补充 题 答 案 








:389 . 











21.5 0.07. 
21. 扣 和 否 . 
21.62 很 小 . 
21.63 它们 是 交 奉 的 ， 
2163 4 一 84.8,M = -0.456. 
21.67 这 时 5 点 公式 确实 较 好 . 
21.69 其 结果 几乎 与 五 点 公式 的 相同 . 
1 

41.88 。 ( 了] 了 
21.86 户 (z)-37r75， 
21.87 (rzr)=3775. 
21.88 pf(z]J-0.37+0.0z -0.225(3z “一 1)72， 
21.90 pe 六 - 
21.91 疡 CT)J=- 3774. 
21 .92 寺 掉 两 项 我 们 得 到 1.2660Tu -1.1303 了 +0.2715Ta -0.0444 了 3+0.0055T4- 0.0005 了 5. 
21.102 (81+75rl764; 在 ( -1,13? 上 它 仅 略 差 于 二 次 的 . 
21.106 3zz4. 
21.107 “ 极 小 , 积分 搜 物 线 为 站 = 全 +(272 一 1 
21 109 0.001.0.125,0.217,0.288,0.346,0.385,0.416,0.438,0.451,0.459,.0.466. 
21.110 0.8.19.4.74.4,143.9, 196.6,203.9, 108.2,143.4,126.7,118.4,112.3, 97.3,87.0,73.3.56-5， 

41.8,33.4,26.5,15.3,5.6,1.2. 
21.111 5.045 一 4.043r+1.00922. 
第 二 十 二 章 
了 2. 到 已 =4.44e0 7， 

和-3v3 3|1 广 TI 1-v3 。 

22.37 = 16 + 二 | 二 + 2 他 
22.38 p=t1-18z+48z2)/324 一 十， 
22.41 (Te+ 15T2+ 6T4)/32:37， 
32.42 了 十 了 ;+ 了 :外 

1763 -353 19 
22 .43 2304 Tu 计 亲 五 + 采 和 Ti1723,040， 
22.44 户 =2rpx-1.10525. 
22.45 方法 失 凡 ,ry 上 为 间断 点 . 
22.46 力 = -一 2rrr+l1.105， 
22 .5 和 1.6476+0.42527r +0.0529z210.0087. 
22.51 4 次 . 
22.52 不 更 过 间 .000005. 
22.53 4 次 ， 
22.54 2 次 . 
第 二 十 三 章 
23.18 37zx; 否 , 沪 方 法 得 出 4->、 
23 .19 90/(90+97r -7z2)3; 否 ,该 方法 得 出 (20+ 7x)A4204 34<) 
23.20 《42 一 1ACz2z 二 1)， 
23.21 zx2A1+)， 
23.22 (zf+iyA 二 2) . 
23.34 17(2 一 xz. 


:390 ， 


数值 分 析 





23 25 


23 .28 
23 .329 
23 30 
站 3 了 1 


2 
23 
23 


.3 
.33 
-3 二 


了 工 

3 

和 1 一 下 二 交 2 AL 二 工 )， 

12(T + TEA 一 定 2 

( 工 ? 十 工 十 2)A(cz 十 工 十 1). 

17fsin1"30 ys38.201547， 

【1680 - 2478z + 897z7z 一 99xz3y7(140+24z -17z2)》. 
【24+18.c +6z2+d2A24 一 6r)， 
(24+6zr]7024- 18z +6xzz 一 工人. 


第 二 十 四 章 


24 


24. 
3 . 
2 二. 


24 


24， 
24， 
24， 
24， 
24， 
34， 
24. 


- 符 


4 
吉 3 
45 


4 
二 7 
所 9 
50 
32 
寻 
S7 
SB 


an=1.6,2l= -0.8472,a2=0.0472,51 一 0.6155, 加 > = -0D.1454， 
an0=2,ai= 一 1,as=ai=0b=v/373,a2=0， 

0.8;0.8 一 0.8472cosf2x.r75) +0.6155sin(2rry7S) 
Tofry=13i7Ti(c)=1 -ceos(mrr3) 十 《373)sinf rrA3) = 区) 
[2+2)72]sin(rr/4)+[GA2-2)772]sin(3xz/4) 

1 一 eos[ 2 

r2A12 与 到 7 有， 

mA78， 

mA/32 . 

1 -oo2,0,1 - 驯 ， 

VYT= (3, 20 -1,0, -2). 

VT=(5,1,5,1, 一 3,1,， 一 3,1). 





第 二 十 五 章 


25， 
25. 
25， 
25. 
35， 
25， 
25， 
25. 
25. 
25， 
站 . 
25. 
站 . 
25. 


51 
52 
与 3 
54 
55 
6 
看 和 
72 
74 
75 
5 


约 为 1.839. 
2;310.567143 
1.83929. 

1.732051，、 

1.245731 . 

1.618034. 
z=0.772,y=0.420. 

3 与 一 2. 

T2 二 1.94137r +1.9538， 
4.3275， 

1.423106 与 1.121320， 
1.79632. 

0.44880， 

1.895494267. 
-0.9706 十 1.0058; . 
工 二 7.4977,y=2.7687 
1.8836,y=2,7159. 
0.94775， 

之 一 2.55245. 

1 .和 458. 

蔗 =1.086,y=1.944. 
1.85558452522 
0.58853274. 
(xz2+2.90295x 一 4.91774)(r2 十 2.09705z + 18S3011)》， 


入 充 古 管 案 





25.90 1.497300. 
25.91 7.87298，- .5,0.12702. 
25.92 1.403602. 
站 .9 [7684 与 2.2410. 
第 二 十 六 
26,.86 精确 解 为 0.8,0.6,0.4,0.2. 
26.88 精确 解 在 题 26.55 中 给 出 . 
26.91 精确 解 为 5 10,10，~ 3,1， 
「 It0 ID -> 1 
-10 3 -353 妇 -4 
26.92 ”精确 道 为 | 10 35 46 -27 6|. 
-SS 19 -27 7 -4 
| 1 -4 1 -4 1 
25 -4 10 276 
26.965 ”精确 道 为 轴 和 呈 |， 
10 -17 5 一 3 
L -6 1 雪 一 3 
26.101 216043 一 331242+3814 -1=0， 
236.1 的 《0 站. 
站 了 1 
26.1109 |-i -1 1 
1 -0 
26.119 2.18518, -0.56031,2.00532， 一 0.36819， 
26.120 工 ,62772,.3,7.37228R 
26.121 8, 3874，CI0. 8077,0. 7720, 1);4. 4867，C 00. 2170， 1 
-0.3698]3C 为 任意 常数 . 
5 -110 -5 1 
-10 允 -35 19 -4 
26.122 1I10 -35 和 恬 -27 6 
-5 19 -27 19 -4 
1 -4 6 -4 1 
15 一 克 63 
26.1233 全 | -70 588 -630|， 
6 一 630 735 
了 6 一 8i 2 
26.124 ， 
8L-3+10 上 一 5 
26,123 98.522. 
326 126 12.054;[1,0.55221 0.0995f3+ 27 . 
26.127 19.29, -7 了.08. 
26.129 0.625,1.261,1.977,4.136， 
26.130 0.227= 最 小 的 . 
26.1431 和 否 . 
第 二 十 七 章 
27.18 (0.0),(0.10 ,| 半 , 豆 ] ,2,0,3.0; 概 小 什 在 | 全 ,于 | 处; 极 大 值 在 (3, 0 处， 
27.19 ”参看 题 27.18. 
3.20 -4 冯 -35= 报 大 532 非 全 3 咕 ” 扩 生 1 -231-32 一 妇 委 一 2. 
27.21 参 在 题 27.18. 
27.23 4 3 miniyioas3y3 非 贡 31- 加 +093212y1+32+2 袜 -23 解 位 于 (0,0,1. 





-0.94731;7 2,，1260,，C(1，-0.5673， 


391 


332 ， 数值 分 析 





上 一 全 ra 一 


27.25 ”极端 解 点 为 (0,1) 与 | 卫 , 壮 上 . 


3 
27. 好 支付 为 2.5iR[ 本 ,|C[ 二 ,二 | 


2 2 | 
37 .17 EL 
18+ 7z+ +.3125 2， 二 2， 


27.31 1.04508 - 2.472104 +1.5278472310.04508310，.08,0.31.0.73,1 
27.32 ”同伴 结果 ;科大 误差 的 5 个 位 置 ， 

2 好 .3 要 大 =4.4 当 工 三 (4.4 是 个 和 .6 

27.34 报 小 (5y1+23?2) 一 4.4. 








28.11 ri=3.90,zryr=S25errorf 二 必 .S14. 
28.12 关 =0.814,15|w=1.13， 
28.16 xi= -0.3278= zi, 误 莽 =0.3004， 


1 
28 17 ri= -本 =z2: 
28.18 3.472,2.010;1.5823426， 


28.19 “平均 值 为 ( 2 9,]AN， 
如 .加 rr=(A+C-D)/y=(B-C+D)A3. 





28.31 = 和 + 本 (ri AD 由) 


28 22 [= 42-D,L= 和 -DC2+DD 其 中 D= 二 (42+ 了 2- C2)， 


29.52 全 .2,0.S， 
29 .53 T(zsysz)2 让 LT(z+hys)t+ TY 一 下， yz 十 Tfzryy+Rz)+ete,]. 


29.54 yy=( 人 一 1)1. 

29.5$ ”一 个 过 -奇异 点 在 =0 处 . 
29.56 =(1-e ”~)AL-e “) . 
2 好 .57 -个 近 - 奇 异 点 在 x=1 处 . 


人 
2.58 精确 解 为 1 - | fcosfa2y》 + Sin # 人 ] dt 


第 三 十 章 . 
39.10 理论 二 为 2,3,4 与 个 步 长 ， 
30.11 精确 和 赴 为 2. 

在 


30.14 理论 值 为 记 ， 到 ， 16. 
3 和 .3 理论 值 为 0.2401,0.4116,0,2646,0.0756,0.0081， 
3 和 .17 “ 当 N-ceo 理 论 值 为 17e. 


补充 题 蔡 案 


+ 3 了， 





; 荆 工 半 
30.18 理论 得 为 ,二 , 才 . 
台 .19 yy= -Ilogfdi-) 或 同样 地 好 y= 一 logx ， 
30.20 ”理论 值 为 0.3413,0.1359.0.0215,0.0013 


